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ERRATA 


l'âge  12  1,  les  [ireiiiicrfs  liifiics  de  la  page  doivent  être  CDiiiplélées 
comme  il  suit  : 

La  forme  laid.ri  est  de  la  for  me  «i'(/"i  -!-■••  +  «-i—i'^y'i—i  +  d\  ',  et  le 
calcul  de  U  par  la  riiélhode  générale  (nos  Q  et  12)  est  identique  à  la 
méthode  de  Jacobi. 

Page  122,  les  premières  lignes  de  la  page  doivent  être  nioilifiées 
de  la  même  faeon. 

Page  153,  ligne  i.''>,en  remonlanl,  nu  lien  de  : ^  ,  /ire  :  — ^  . 

c  I 

Page  164,  lignes  i  et  2,  en  remontant,  an  lieu  de  : 
(/pid.T,  ...  </p,ndJC„„ 
lire  : 

d.r.dp,   ...  d.r„,lp,... 

Page  229.   fornnile  (2/1),  au  lien  de  :  :'',  lire  :  :k. 
Paife  3-45,  ligue  i5en  remonlant,a»//VM(/t";  cornu  mus,  /('/r;  communs. 


préiacj: 


Cet  Ouvrage  complète  ceux  que  j'ai  dt'jà  |iul)liés  sur  les 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  et  du  secoiul 
ordre,  mais  sa  lecture  n'exige  pas  la  connaissance  des  précé- 
dents. Il  suffit  que  le  lecteur  soit  au  courant  des  théorèmes 
classiques  sur  les  systèmes  complètement  intégrables  d'équa- 
tions aux  différentielles  totales,  théorèmes  qui  sont  exposés 
dans  tous  les  Traités  d'Analyse. 

Les  deux  premiers  Chapitres  sont  consaci'és  au  problème 
de  Pfaff  proprement  dit  ;  j'expose  les  méthodes  fondées  sur 
les  propriétés  du  covariant  bilinéaire,  considéré  d'abord  par 
Frobenius  et  par  G.  Darboux. 

Dans  les  trois  Chapitres  suivants,  j'étudie  les  propriétés  des 
formes  symboliques  de  différentielles  (formes  extérieures  de 
M.  Cartan),  et  leur  application  au  problème  de  Pfaff  lui-ménu- 
et  à  la  théorie  des  invariants  intégraux.  Les  propriétés  de  ces 
formes  symboliques  pourraient  être  rattachées  très  aisément 
au  calcul  tensoriel,  mais  il  m'a  semblé  plus  naturel  de  les 
('tablir,  indépendamment  de  toute  théorie  plus  générale. 

Enfin,  dans  les  trois  derniers  Chapitres,  j'expose  quelques- 
uns  des  progrès  les  [)lus  récents  acquis  à  la  science,  relatifs 
aux  systèmes  de  Pfaff.  Les  plus  importants  de  ces  progrès 
sont  dus  à  M.  Cartan,  dont  on  trouvera  le  nom  presque  k 
chaque  page  de  ces  trois  Chapitres.  Je  souhaite  que  cet  exposé 
rapide  puisse  engager  les  jeunes  mathématiciens  à  étudier 
plus  à  fuiid  ces  élégantes  méthodes,  dont  l'auteur  a  déjà  fait 
de  si  l)elles  applications. 
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où  la  constante  C  a  une  valeur  déterminée.  Pour  tout  déplacement 
infiniment  petit  du  point  (j3j,  a;^,  ...,  a;,J  sur  cette  multiplicité,  les 
différentielles  dx^^,  dx^,  ■■■,  dx„  vérifient  la  relation  dj'^o,  et 
par  suite  l'équation  (i). 

Il  est  clair  que  l'on  peut  se  proposer  plus  généralement  de 
rechercher  toutes  les  multiplicités,  à  un  nombre  quelconque  de 
dimensions,  de  l'espace  à  n  dimensions,  qui  satisfont  à  la  même 
condition,  quelle  que  soit  l'équation  proposée,  complètement  inté- 
grable  ou  non.  Soit  M„_j,  une  multiplicité  ponctuelle  à  n  —  p 
dimensions  définie  par  les  p  équations  distinctes 

(3)  J\{x,,  x^,  ...,x„)=^o,     yj  =  o,  ...,y;  =  o; 

pour  tout  déplacement  infiniment  petit  du  point  (x^,  ...,  x,J  sur 
cette  multiplicité,  les  valeurs  correspondantes  de  dx^,  ...,  dx„  véri- 
fient les  p  relations  linéairement  indépendantes 

(4)  dj\  =  o,       d/^  =  0,        .  .  . ,       dfj^  =  o. 

Si  l'équation  proposée  (o:=o  est  une  conséquence  des  2p  équations 
(3)  et  (4),  nous  dirons  que  la  multiplicité  ponctuelle  M„_p  est  une 
multiplicité  intégrale^  ou,  plus  simplement,  une  intégrale,  de 
l'équation  aj  =  o.  La  recherche  de  toutes  ces  multiplicités  constitue 
l'objet  du  Problème  de  Pfaff.  Nous  appellerons  dans  la  suite 
forme  de  Pfaff  ou  expression  de  Pfaff' toute  forme  linéaire  en 
dx^^,  ...,  dx,^,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  quelconques 

Dans  le  cas  d'une  équation  complètement  intég-rable,  équiva- 
lente à  l'équation  df^  o,  on  obtient  immédiatement  toutes  les 
multiplicités  intégrales,  si  l'on  connaît  la  {oactioQf{x^,X2...,x,^). 
En  efl'et,  l'équation  co  =  o  exprime  que  cette  fonction  f  conserve 
une  valeur  constante  quand  on  se  déplace  sur  une  intégrale  d'un 
ordre  quelconque.  Toute  intégrale  d'ordre  inférieur  k  n  — i  est 
donc  située  sur  une  intégrale  M,^,,  et  réciproquement.  Pour  avoir 
toutes  les  intégrales  M,j_p,  il  suffira  d'adjoindre  à  l'équation  y=C, 
où  la  constante  G  a  une  valeur  arbitraire,/; — i  équations  nouvelles 
quelconques,  formant  avec  la  première  un  système  de  p  relations 
distinctes.  Pour  une  équation  de  Pfaif  à  coefficients  quelconques, 
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nous  verrous  de  même  que  le  [iroblème  est  ivsolu  dès  c|ue  l'on 
connaît  les  multiplicités  iutégrales  dont  l'ordre  est  le  [dus  i^rand 
possible. 

Pour  que  IV''t[uation  (i)  suit  une  conséquence  des  équations  (/()> 
linéaires  en  f/x,,  dx^i  ■•-,  dx,,,  il  faut  et  il  suffit  (ju'il  existe/;)  fac- 
teurs Ip  Ij,  ...,  Ip,  tels  que  l'on  ail 

X,dx,  +  X^dx^  +  . . .  +  X„c?J3„  =  l^df^  +  \df,_  +  ...  +\//Jj„ 
pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  dx^,  ...,  dx,^,  et  par  suite  que 
les  II  équations 


^'=\~7.+ 


"  dXi 


('• 


2,  ...,  n) 


soient  compatibles  en  ).j,  Aj,  . .  . ,  1^,  en  tenant  compte  des  rela- 
tious(3)  (jui  définissent  la  multiplicité  M,j_j,.  Tous  les  déterminants 
d'ordre  p  +  i  dédmts  du  tableau 


(T) 


X.. 

x„    . 

•  -  X. 

D.r, 

3/. 

3J-2  ' 

là. 

■  ■  '   Dx„ 

à    n   colonnes  et  /)  +  i  lignes  doivent  doue  être  nuls  en  tenant 
compte  des  relations  (3). 
Si  les  équations 


(3)' 


/.  =C„      /,  =  C„ 


J  p  —  "-^p 


définissent  une  intég'rale,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  cons- 
tantes Cj,  Cj,  ...,  Cj,,  ces  multiplicités  forment  une  famille  à 
p  paramètres,  et  il  passe  une  de  ces  multiplicités  par  un  point 
quelconque  de  l'espace  (au  moins  dans  certaines  rég-ions),  et  tous 
les  déterminants  d'ordre  /)  +  i  du  tableau  (T)  doivent  être  identi- 
quement nuls. 

On   peut    exprimer   autrement  qu'un   système    de  /)  équations 
entre  Xp  x^,  ...,  j;„  définit  une  intég'rale  de  l'équation  (i).  Suppo- 
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sons  ces  équations  résolues  par  rapport  à  p  de  ces  variables, 
x^,  x^,  ...,  Xj,  par  exemple,  de  façon  que  la  multiplicité  M„_p  soit 
définie  par  les  p  équations 

les  variables  a;  +i,  ...,  x,,  n'étant  assujetties  à  aucune  relation. 
Pour  que  cette  multiplicité  soit  une  intégrale  de  w  ^  o,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  fonctions  tpj,  92»  ••  >  'ip  vérifient  les  n  —  p  relations 

(5)         X.i2i+...  +X,^'+X,-  =  o  (/  =  ^  +  ,,...,«), 

où  l'on  suppose  x^,  ...,  J?p  remplacées  par  'f^,  (fj,  .  .  . ,  9  j,  dans 
Xj,  Xj,  ...,X„.  Ces  relations  forment  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  p  inconnues  ;  mais  ce  sys- 
tème est  d'une  forme  très  particulière,  et  on  ne  peut  lui  appliquer 
les  théorèmes  classiques  d'existence,  sans  le  transformer  tout 
d'abord,  car  chaque  équation  ne  contient  que  les  dérivées  des  fonc- 
tions inconnues  prises  par  rapport  à  la  môme  variable.  C'est  par 
des  méthodes  toutes  différentes  que  l'on  est  arrivé  à  la  solution 
générale  du  problème. 

Il  est  cependant  un  cas  particulier  où  l'on  peut  affirmer  sans 
examen  que  les  équations  (5)  admettent  une  infinité  de  solutions, 
c'est  le  cas  où  p=^  n  —  i.  Le  système  (5)  se  compose  alors  d'une 
seule  équation,  et  l'on  peut  choisir  arbitrairement  n  —  2  des  fonc- 
tions 9,,  tp2<  ■••!  'in-i-  loute  équation  de  Pfafï  à  n  variables  admet 
donc  une  infinité  d'intégrales  à  une  dimension,  ou  de  courbes  inté- 
ffra/es,  dépendant  de  /(  —  2  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 
L'existence  de  ces  courbes  intégrales  est  d'ailleurs  à  peu  près  évi- 
dente a  priori.  En  efl'et,  si  l'on  adjoint  à  l'équation  w^  o  des  équa- 
tions de  même  forme  Wj  =  o,  ...,  (ô^_^z:=o,  linéaires  en  dx^, ...,  dx„, 
formant  avec  la  première  un  système  de  n  —  i  équations  linéaire- 
ment distinctes,  on  obtient  un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires,  dont  l'intégrale  générale  représente  une  famille  de 
courbes  intégrales  de  l'équation  (1),  dépendant  de  n  —  i  constantes 
arbitraires,  dont  on  peut  disposer  de  façon  qu'une  de  ces  courbes 
passe  par  un  point  arbitraire  de  l'espace  à  /)  dimensions. 
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Dans  le  cas  de  l'équatum  à  trois  variables,  non  complètement 
intégrable, 

dx^  —  x^  dxi  =  0 

il  n'existe  pas  d'intégrale  à  deux  dimensions  ;  les  seules  intég-rales 
sont  des  courbes.  Si  x^  n'est  pas  constant  pour  une  courbe  inté- 
grale, on  peut  prendre  j:;,  pour  la  variable  indépendante,  et  les 
formules 

où  /'{x^)  est  une  fonction  arbitraire,  représentent  une  de  ces 
courbes.  Il  existe,  en  outre,  une  famille  de  courbes  intégrales 
dépendant  de  deux  constantes  arbitraires,  définies  par  les  relations 

Pour  faciliter  les  énoncés,  nous  appellerons  élément  linéaire 
dans  l'espace  à  n  dimensions  l'ensemble  d'un  point  (jj,,  x^,  ...,a;„) 
et  d'une  direction  (dx^.  dx^,  ...,  dxj  issue  de  ce  point.  Un  élé- 
ment linéaire  est  dit  un  élément  linéaire  intérjral  de  l'équation 
to  =  o  lorsque  x^,  x-i,  ....  x,^,  dx^,  dx^,  ...,  r/.c„  vérifient  la  rela- 
tion (i).  Chaque  point  d'une  multiplicité  M„_^,  définie  par  les /> 
équations  (3)  est  l'origine  d'une  infinité  d'éléments  linéaires  situés 
sur  celte  multiplicité  et  qui  vérifient  les  relations 

dj\  =  o.     dj:,  =  o f/y;  =  o. 

Si  M„_„  est  une  intégrale  de  l'équation  de  Pfaff  w  ^  o,  tous  ces 
éléments  linéaires  sontdes  élémentsinlégraux,  et  réciproquement. 
Dans  la  suite,  tout  élément  linéaire  issu  d'un  point  déterminé  sera 
désigné  seulement  par  l'une  des   notations  (dx^,  dx^ f^J^n)- 

Pour  Eiiler  (').  une  équation  aux  différentielles  totales 

P  (x,  y,  z)  dx  +  Q  (.r,  y,  s)  (/;/  -f  R  {x.  y.  z)  dz  =  o 

n'avait  aucune  signification,  lorsque  la  condition  d'intégrabilité 
n'est  pas  vérifiée.  Monge  (^)  fit  remarquer   cependant   qu'on    ne 

(')  Insl.  Calculi  Integralis,  Vol.  111,  Part.  I  (1770),  p.  ."). 

(')  Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris  (178'!),  p.  535. 
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pouvait  considérer  cette  équation  comme  absurde,  puisqu'il  était 
possible  d'y  satisfaire  d'une  infinité  de  manières  en  prenant,  pour 
X,  y,  z  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante.  Mais  le 
problème  a  été  posé  pour  la  première  fois  dans  toute  sa  g'énéralité 
par  J.  F.  Pfaff  dans  un  Mémoire  classique  ('  ),  où  il  a  montré  que  toute 
équation  aux  différentielles  totales,  contenant  in  ou  2«  —  i  varia- 
bles, admet  toujours  des  multiplicités  intég'rales  dont  le  nombre 
des  dimensions  est  au  moins  égal  à  n  ou  à  /*  —  i.  La  méthode 
employée  par  PfafiF  exige  les  intégrations  successives  de  plusieurs 
systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires.  Cette  méthode  a 
reçu  depuis  lors  de  nombreux  perfectionnements,  dont  les  plus 
importants  sont  dus  à  Gauss,  Jacobi,  Natani,  Clebsch,  (irassmann, 
Frobenius,  Darboux,  etc. 

On  trouvera  un  historique  très  complet  de  la  question  dans  ie 
Traité  de  Forsyth  (Theory  oj  differential  équations,  Part  I,  p.  80, 
1890),  et  au  début  d'un  important  Mémoire  de  M.  Cartan  dans  les 
Annales  de  l'Ecole  normale  supérieure,  M  série,  t.  XI,  1899, 
p.  289. 

2.  Changement  de  variables.  —  Toute  expression  de  Pfaff' 
to  =  Xjc/Xj  +  X^dx^  4-  •  ■  •  +  X„dxn  peut  être  mise  sous  une 
infinité  de  formes  difl'érentes,  au  moyen  d'un  changement  de 
variables.  Soient 

(6)  Xi='fi{y^,  y„  ...,  yn)  {i  =  1 ,  2,  ...,  n) 

n  fonctions  a,,  v,.  ...,  9,,  dont    le   jacobien      '""  ^'^'  •••■  ""■'  n'est  pas 

D(//i,  y2...,,y„) 

identiquement  nul  ;  les  formules  (6)  définissent  une  transformation 

ponctuelle   faisant   correspondre    un   à  un   les  points    de  l'espace 

(œ^,  œ.^,  ...,  Xn)  et  de  l'espace  (y^,  y^,  ...,  y„),  ou  tout  au  moins 

les  points  de  deux  domaines  D.,,.  et  Dj,  suffisamment  restreints  des 

deux  espaces.  A  un  élément  linéaire  {dy^,  dy,,  ...,  dy,i)  de  l'espace 


(')  Mclhodas  gi;ncraHs,œqiialiones  diffcrenliaruin  pnrti(tliuni,necnon  œqiialiones 
diffcrenliales  viilgnres,  u/rasque  primi  ordinis,  inter  quolcumqiie  variabiles,  corn- 
pii-le  iiiti-i/randi  (Abli.  der  K.  P.  Alsademie  der  Wisseuschafteii  zu  Berlin, 
p.  7(j-i36,  i8i4-i8i5). 
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(^1'  !/i'  ••■>  !/")  correspond  un  clément  linéaire  (f/.r,,  dx.,,  ...,  dxn) 
de  l'espace  {x^,  x.^,  ...,  x„),  pour  lequel  ou  a 

(7)         (/j-'  =  ^dy,  +  ...+^dy„  {i  =  1,  2,  ...,  n). 

Si   l'on  remplace,  dans  la  première  forme  w,   les  variables  Xi  et 
leurs  dillérentielles  par  leurs  expressions  (6)  et  (7),  il  vient 


(8)  V  Xidx,  =  \\dy,  +  Y^dy,  +  .  .  .  +  Y„dy,,, 


où  l'on  a  pose 

(q)        Y,=  X.  ^+ X,^  4-...  +  X,,^'     (/=  1,2,  ;..,«), 

et  où  l'on  suppose  naturellement  qu'on  a  remplacé  a:^,  ...,  Xn  par 
les  fonctions  9^,  cpj,  ...,  9,;  dans  les  seconds  membres.  Les  deux 
formes  de  Pfaff 


"^X^dxi,  ^Y'dyi, 


se  ramènent  donc  l'une  à  l'autre  par  un  simple  chang-ement  de 
variables,  et  nous  les  regarderons  dans  la  suite  comme  deux 
expressions  différentes  d'une  même  forme.  Il  est  évident  que  les 
multiplicités  intégrales  des  deux  équations 


2  Xidxi 


VY,-rfy,  =  o, 


se  correspondent  par  la  transformation  ponctuelle  (6),  de  même 
que  les  éléments  linéaires  intégraux  se  correspondent  un  à  un  par 
la  transformation  linéaire  (7). 

Nous  allons  montrer  dans  les  paragraphes  suivants  que  l'on 
peut  choisir  les  fonctions  cp,-  de  façon  à  ramener  toute  expression 
de  Pfafl"  w  à  une  forme  canonique  particulièrement  simple.  On  peut 
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remarquer  tout  de  suite  que,  si  l'on  a  choisi  les  touclions  9/ île 
façon  que  les  équations 

l/i=C„       ...,       !/„_,  =  C„_,, 

représentent  une  famille  de  courbes  intég'rales  (ce  que  l'on  peut 
faire  d'une  infinité  de  manières),  la  nouvelle  équation  devra  être 
vérifiée  quand  on  remplacera  i/^,  y.^,  ...,  y„_i  par  des  constantes 
quelconques,  et  par  suite  le  coefficient  Y„  sera  nul. 

Le  principe  de  la  méthode  de  Pfaff  pour  résoudre  l'équation 
(0  =  0  consiste  à  chercher  d'abord  un  changement  de  variables 
permettant  de  remplacer  cette  équation  par  une  équation  de  même 
forme  où  figure  une  variable  de  moins.  Pour  que  l'équation 

Y,c?(/j  +  ...  +  Y„f/y„=  o, 

obtenue  par  le  changement  de  variables  (6),  ne  renferme  que 
les  n  —  I  variables  ijy,  ij.,,  ...,  y„_p  par  exemple,  il  fautet  il  suffit 
que  Y„  soit  nul,  et  en  outre  que  le  rapport  de  deux  quelconques 
des  coefficients  Y,-,  Y/^-  (i  <i  n,  k  <^  n)  soit  indépendant  de  y„.  On 
peut  écrire  ces  conditions 

(10)  Y„  =  o,        "^ — ^=aY,,        i  <Cu 

[JL  étant  une  fonction  ou  une  constante  que  nous  laisserons  indéter- 
minée pour  le  moment.  En  remplaçant  Y^,  Y,,  ...,  Y„  par  leurs 
expressions  tirées  des  formules  (9),  on  obtient  un  système  de 
n  équations  aux  dérivées  partielles,  l'une  du  premier  ordre,  les 
autres  du  second  ordre,  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions 
tfj,  9j,  ...,  œ„.  Mais,  pour  l'objet  (|ue  l'on  se  piopose,  il  est  inutile 
d'avoir  l'intég-rale  générale  de  ce  système,  il  suffit  d'en  connaître 
une  solution  particulière. 

Nous  allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  remplacer  le  sys- 
tème (10)  par  un  système  équivalent  où  ne  figurent  que  les  déri- 
vées du  premier  ordre  des  fonctions  inconnues.  De  la  première  des 
équations  (10), 


i«  =   7  >^k' —  =  0, 
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lin  tire,  en  effet,  en  (liU'ércntiaul  [mv  ia|i[i()rt  à  //,, 

n  n  /    n  \ 

V  Xi,  ^'y''   j-  V  £i!i  [  y  ^^^  M  \  =  o 

h  =  l  '      '  A  =  l     '       \h  =  \  I 

D'autre  [)art,  on  tire  de  l'exjin'SNion  (g)  de  \i 

ce  que  l'on  peut  écrire,  en  tenant  cDuipte  de  la  relation  précédente, 

n       n  n       n 

!>\'i V    V   ''X/i  3yA  Jy/i V    V   '^^''  '*'^''  ^?^ 

OU  encore,  en  permutant  les  indices  /(  et  A-  dans  la  ^seconde  som- 
mation, 

aY, y»  D^*  '  V  /  ''■^"'■'  ^X/i  \  '?A 

et  l'équation 


devient 


3yn      • 


en  posant,  pour  abréger, 

'^'^  '^"  >/,,/c=.,2,    ...,«). 

Le  système  (lo)  est  donc  remplacé  par  le  système  équivalent 


>,  Aa  -i-=  o, 
(II)    \ 

t  =  l     •'(/,  =  !  ^ 


10 
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OÙ  ne  fis:urent  que  les  fonctions  inconnues  9i,t?2'  •••>  ?«'  ®*  leurs 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Ces  équations  seront  certainement  vérifiées,  si  [j.  n'est  pas  nul, 
par  les  intégrales  du  sj'stème 


(12) 


Uhh  -t P-As  =  O, 


(k  =  I,  2,  . . .,  n); 


cela  est  évident  pour  toutes  les  équations  (ii),  sauf  pour  la  pre- 
mière. Il  en  est  de  même  de  la  première,  car,  si  on  ajoute  les 
n  équations  (12)  après   les  avoir  multipliées  respectivement  par 

-ii- ,  ...,  -i^  respectivement,  il  vient,  en  tenant  compte  de  la  rela- 
3y«  ?.'/«       1  '  1 

tion  évidente  a/t/i  +  a/ik  =  o. 


ayx.^=o 


L'équation  Y„  =  o  est  donc  une  conséquence  des  équations  (12) 
si  |x  n'est  pas  nul. 

Le  système  (12)  ne  renferme  que  les  fonctions  inconnues  oi  et 
leurs  dérivées  partielles  par  rapport  à  la  seule  variable  ijn-  On 
peut  donc  le  considérer  comme  un  système  d'équations  différen- 
tielles ordinaires,  et  les  fonctions  9/  ne  peuvent  dépendre  des 
variables  y^,  (/„,  ...,  //„_i  que  par  l'intermédiaire  des  constantes 
arbitraires  dont  dépend  l'intégrale  générale  du  système. 

Les  équations  (12)  sont  linéaires  en  — ^  ,  ....  1^  ,  et  le  détermi- 

nant   formé    par   les   coefficients  est   un  déterminant  symétrique 
gauche.  Cela  étant,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer  : 
I"  Si  le  déterminant 


(•3) 


n'est  |)as  mil,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si   /?  est  pair,  on  peut 
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supposer  ;j- ^  i,  et  résoudre  ce  système  [)ar  rapport  aux  déri- 
vées -^  ,  l'c  iiui  donne  uu  système  de  la  Corme 

^^=^('fi,?2,  ...,  ?'.)  ((  =  1.  2,...,  n). 

L'intégrale  g-énérale  dépend  de  «  —  i  constantes  arbitraires, 
abstraction  faite  de  la  constante  que  l'on  peut  toujours  ajouter 
k  i/„.  Soient,  pour  fixer  les  idées,  ^j,  <l>j,  ...,  <I'„_i  un  système  de 
n  —  I  intégrales  premières  distinctes  des  équations 

(.4)      x; =  x;  =... 

a,ildXt   +  •••  +  anndXn  . 

posons 

En  prenant  yji  y^,  ...,  i/n—i  comme  constantes  d'intégration,  les 
formules  qui  donnent  l'intégrale  générale  du  système  (12), 

^i  =  'î'ii!/r'j2'  ■■■,  'Jn-r,  y,,), 

définissent  un  système  de  n  fonctions  distinctes  de  y^.,  y.^,  ...,  yn 
satisfaisant  aux  conditions  voulues.  Lj  fonction  Yn  est  nulle,  tandis 

que  la  fonction  Y,-,  qui  satisfait  à  la  relation  — ^=  Y;,  est  de  la 

forme  e'-^"'Pi(y^,  y_,,  ....  y„_i).  Par  le  changement  de  variables  que 
nous  venons  de  définir,  la  forme  de  Pfaff  donnée  to  se  change  donc 
en  une  nouvelle  forme  de  Pfafl' 

a  —  ^y-  [*////,  +  ...  +  a)„_,f///,,_,]. 

<t>,,<I'2 't/i-i  étant  des  lonclions  des  //  —  i  variables  y^, ...,  yn—i 

seulement. 

2"  Si  le  déterminant  A  est  nul,  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque  h 
est  impair,  le  calcul  précédent  ne  s'applique  plus.  Mais  on  peut 
alors  satisfaire  aux  n  équations 

(i4)'  aildx^  +  ...  +  aindjc„  =  o  ((=1,2,  ...,  n). 
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par  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  ftej,  dx,,  ...,  dx,,-  Soient 

un    système    de    solutions    de    ces    équations.     Ou    peut    avoir 

).,Xi  +  ...  +  ).„X,j  ^  o,  ou  /.,X,  +  ...  +  A„X„=  o.  Dans  le  pre- 
mier cas,   nous  supp<iserons  que  l'on  a  ^  a,X,=  i,   ce   qui  est 

permis,  puisqu'on  peut  mullipller  tous  les  a,  par  une  fonction 
arbitraire.  Les  calculs  qui  ont  été  Faits  plus  haut  prouvent  que  le 
système 

10]  1  „  =   I  ,  —  =  o 

et  le  système 

sont  équivalents.  Par  suite,  si  les  formules  .r,=  o,  ((/;,...,  (/«-i, //«) 
représentent  rintégrale  générale  du  système  (i5),  yj,  y.;,,  ....  [/n^i 
désignant  n  —  i  constantes  arbitraires  autres  que  celle  qu'on  peut 
toujours  ajouter  à  i/n,  ces  fonctions  tpi  sont  des  intégrales  du  sys- 
tème (lo)',  et  le  changement  de  variables  correspondant  conduit  de 
la  forme  donnée  (o  à  une  nouvelle  forme  do  Pfafl' 

i2  =  Yj^/y,  +  ...  +  Y„^,f/'//,-,  +  di/n, 

où  Y,,  Yj,  ...,  Y,i_,  ne  dépendent  que  de  y,,  y., !/"-> 

Si  l'on  a  AjXj  +  )..,X,,  +  ...  +  A„X/,  =ro,  on  voit  de  la  même 
façon  que  le  même  changement  de  variables  conduit  de  la  forme 
donnée  w  à  la  nouvelle  forme  de  Pfafï 

o=:Y//y,    +    ...    +    Y„_,f///„_,, 

où  \  p  ...,  Y„_|  ne  dépendent  que  de  y,, i/,i-i- 

On  /j(>iil  donc  foiijoiirs,  par  un  rhnru/rmi'iil  de  variables  con- 
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ne/table,  rantfiier  urip  forint'  de  l'fnff^'ià  n  vdiinhlrs  à  l'iiiif  des 
trois  formes 

(I)  ^"0'><'/,  +  ■■■  +  v„_,,/y„_,i. 

(II)  V,r///,  4-  ...  +  Y,,_,f/,y„-,  +  d;/,„ 

(III)  Y.f/y,  +  ...  -FY„_,r///„_,, 

Y,,  ...,  Y„_,  ne  dépendant  i/ue  de  //,,  if,,,  ...,  i/n-i- 

On  a  écrit  y,,  au  lieu  de  e'-^"  dans  le  cas  de  la  forme  (I),  ce  qui 
revient  à  chang'er  la  dernière  variable  ;  remarquons  aussi  que 
quelques-uns  des  coef'Kcients  Y,,  ...,  Y^-i  peuvent  être  nuls. 

Appliquons  ce  résultat  aux  cas  les  plus  simples  :  «^2,  n  =:  3. 

Soit  w  =  Xjdjci  +  Xnda-^  ;  on  a   ici  i  ^  ("12)"  =  (  t )  •  Si 

Qi-i  =  o,  on  sait  que  w  est  une  dift'érentielle  exacte  di/,.  Si  an  n'est  pas 
nul,  le  système  auxiliaire  (i4)  est 

c'est-à-dire  I  équation  w  =  o  elle-même.  Si  y,  =('.  est  l'intég^rale  géné- 
rale, la  forme  w  peut  donc  s'écrire  y^di/i,  comme  il  est  bien  connu. 

Soit  w  ;=Xirfxi  +  Xsf/xo  +  Xjrfx,  On  a  dans  ce  cas  A  =:  o,  et  le  sjs- 
tème    i4)'  est  ici 

Oi-ydxï  -\-  Otid^Vi  =  o,     (/2i(/j-i  +  'i-iid.r,  =  o,     (rad^r,  +  a^^djCi  =  o. 
Si   flii!  :=  023  =  CT31  ^  o,   &j  est    une   difl'érentielle    exacte  diji.    Si  ces 
trois  coefficients  ne  sont  pas  nuls,  on  tire  des  équations  précédentes 

.^,  dxi   dxi  rf,r, 

'  Oîs  Oji  au 

Supposons  d'abord  que  X,023 -j- X,a3i  +  Xjau  ne  soit  pas  nul  ;  on 
peut  satisfaire  aux  équations  du  système  (i5)'  et  à  l'équation 

fAï-,  f/.ro  ^/.r^ 

d'h  dij,  (lyz 

Soient  .vi  ^  fi  (i/i.  i/i,  1/3)  l'intégrale  générale  de  ce  système  ;  on  a  vu 
([ue,  parce  changement  de  variables,  w  prend  la  forme 

Yirfyi  +  Yorf//.^  +  rfyj, 

Yi  et  Y;  ne  dépendant  que  de  //i.  y>  ;  Yif/y,  +  Y;(///h  ne  peut  être  une 
différentielle  exacte,  sans  quoi  on  aurait  rii,  =  ajj^  031  =  o.  Donc,  par 
un  nouveau  changement  de  variable,  w  prendra  la  forme  rjf/r,  -\-  dyj. 
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Si  l'on  a  XiOsa  +  Xjaj,  -|-  XaOu  =  o,  m  sera  réductible  à  la  forme  y^dyi, 
résultat  classique. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit  sans  peine,  comme  l'a 
montré  G.  Darboux  ('),  le  théorème  fondamental  suivant  : 

Toute  forme  de  Pfnff  a>  peut  être  ramenée  à  l'une  des  deux 
formes  suivantes  : 

W  ^iCly,  +  ...  +  z^di/p  +  dy^^„ 

(P)  ^^(lyi  +  ••■  +  s,dy^. 

où  les  fonctions  y/,  Ck  constituent  un  système  de  variables  indé- 
pendantes, c'est-à-dire  de  fonctions  indépendantes  des  variables 
qui  figurent  dans  u. 

La  proposition  est  immédiate  pour  une  l'orme  à  (/ewj;  variables, 
et  nous  venons  de  la  vérifier  pour  une  forme  à  trois  variables.  Il 
suffit  donc  de  démontrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  une  forme 
k  n  —  I  variables,  elle  subsiste  pour  une  forme  à  /(  variables.  La 
forme  w  étant  ramenée  à  un  des  trois  types  (I),  (II),  (III),  il  est 
inutile  de  considérer  le  type  (III)  qui  ne  dépend  que  de  n  —  i  varia- 
bles et  pour  lequel  le  théorème  est  admis.  Quand  aux  types  (1) 
et  (II),  on  peut  y  l'em placer  la  forme  k  n  —  i  variables 

\\dy,  +  ...  +  Y„-,dyn-> 

par  un  des  types  (a)  ou  (p).  On  obtient  ainsi  pour  la  forme  co  une 
des  quatre  expressions  suivantes  : 

y„{u,do,  +  ■••  +  Uj,dv^  +  dv^^,) 

yu{u^dv^  +  ...  +  «,f/Oj,), 

Mi^c/('i  +  ...  +  Uj^dVj,  +  dyn, 

u^dv^  +  ...  +  Uj,dVj,  +  do^^^  +  dyn, 

les  variables  Ui,  Vk  étant  des   fonctions   indépendantes  des  varia- 
bles î/^,  ...,  yn-\-  Les  deux  dernières  expressions  sont  immédiate- 
ment  mises   sous   la  forme   (a),    en    écrivant    dans    la    dernière 
'^illn  +  i'p+i)  au  lieu  de  dv^^^  +  dyn. 
La  première  peut  s'écrire 

w^dv^  +  ...  +  Wpdv^  +  Wy+iC^'V+i' 

(')  Sur  le  Problème  de  Pfuff'.   Balletin  des  Sciences  nial/ièmatiques,    2»  série, 
t.  VI,  1883,  p.  26. 
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en  posant  u\  =l/„(l^,  ...,  10^=  i/nUj,,  «'p+i=y«,  et   il  est   clair 
que  i»p  ...,  Vj,^^,  Wy,  ...,  Jfp+i  sont  des  fonctions  indépendantes  des 
variables  qui  fig-urent  dans  tu,  comme  les  variables  m,,  Vk,  yn- 
La  deuxième  expression  s'écrira  de  même 

u\du^^  +  ...  +  tv/liip- 

Le  théorème  est  donc  établi,  mais  ce  premier  aperçu  laisse 
subsister  bien  des  questions.  En  particulier  on  ne  voit  pSiS  a  priori 
quelle  est  la  valeur  du  nombre  p.  Nous  laisserons  de  côté  les 
divers  perfectionnements  qui  ont  été  apportés  successivement  à  la 
méthode  primitive  de  Pfaff,  pour  exposer  les  méthodes  plus 
récentes  fondées  sur  les  propriétés  invariantes  de  certaines  expres- 
sions associées  à  une  forme  de  Pfatf  ('  ).  Remai-quons  toutefois  que 
le  système  (i4)  va  jouer  un  rôle  fondamental  dans  la  suite. 

3.  Covariant  bilinéaire.  —  Soient   V  Xidxi  et  ^  Y/t/y,  deux 

/=i  1=1 

expressions  d'une  même  forme  de  Pfaff  w  au  moyen  de  deux  sys- 
tèmes de  variables  difl'érentes  ;  nous  supposerons,  pour  fixer  les 
idées,  que  les  variables  j,- s'expriment  au  moyen  des  variables  y,  par 
les  formules  (6).  Si,  dans  l'identité 

n  n 

V  Xidxi  =  V  Yidyi, 

1=1  (=1 

on  remplace  i/^,  ...,  i/a  par  des  fonctions  de  deux  paramètres 
variables  indépendants  it  et  v,  x^,  x^,  ■■.,  x„  sont  aussi  des  fonc- 
tions de  ces  paramètres,  et,  eu  égalant  les  coefficients  de  du  et 
de  du  dans  les  deux  membres,  on  a  les  deux  relations 

A, +  A, h    •••    +  A„  — —  =    1  I \-    ...  -i-    In  — —  . 

(')  Ces  nouvelles  méthodes  ont  été  employées  simultanément  par  G.  Frobe- 
Nius  :  UeberdasPfaffs'scheProbtem.  Journal  de  Grclle,l.LXXXU{tST!),p-p.  aSo- 
3i5,  et  par  G.  Darboux  :  Sur  le  problème  de  Pfaff.  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques, 2»  série,  t.  VI  (1882),  pp.  i4-3(),  49-68. 
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DifFérentions  la  première  par  rapport  à  v,  la  seconde  par  rapport 
à  II,  et  retranchons  membre  à  membre  ;  les  dérivées  du  second 
ordre  disparaissent,  et  on  aboutit  à  une  nouvelle  relation  où  ne 
fig-urent  que  les  variables  x/,  tjk,  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre 
par  rapjiort  aux  paramètres  : 

n     i'  ^  "     ^  ^ 

yi  ^  £X£  £l£i  1  I    ^  ?££  (^ V  }  '^  ^  J-         4-  ^  ^'  i  ?^ 

2^  )  dx,  Dt'         '"        ?J„  :>['   l  :>«         ^  )  3.-ri    ?«         '"        ?a-„  D;/  (  .">« 
(  =  1  (  }  A  =  l  (  > 

n    /  )  "     [  ) 

Le    premier    membre    de   cette    relation    renferme    deux    termes 

en — - — —dont  les  coeihcients  sont et ;   ce  premier 

Dm     De  D.r/i  3.r,-  ' 

membre  est  donc  éaal  à 


le  coefficient  o/a  avant  la  même  sig-nificatiou  que  plus  haut, 

et  la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  arrançjemenls  deux  à 
deux  des  indices  /,  A".  En  tenant  compte  de  l'égalité  Oik  +  nki  =  o, 
on  peut  encore  écrire  ce  premier  membre 

•-^  \  Du     Dîi  Dy     Du  /' 

(,  A 

la  sommation  étant  maintenant  étendue  à  toutes  les  combinaisons 
deux  à  deux  des  indices  i,  k.  Nous  conserverons  cette  écriture 
dans  la  suite.  Le  second  membre  de  la  relation  obtenue  a  une 
expression  analogue 


V  bih  (^  ^  _  -^  ^-I^) 
•"^     '     \  î>u    Dy  Dr    du  /' 


où  l'on  a  posé 
ib  b,h=- ; — 
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Multiplions  les  doux  membres  de  la  relation 

— ^       '  V  J«      cV'  Je      J«    /         -^         \  Du    3ti  Do    su  J 

i.  h  ^  '         i,  k  ^  ' 

pai(liif/n;  elle  peut  s'écrire  sous  une  Forme  plus  abrégée 

(17)  ^  ont  {clxiLr/i  —  d.fkùXi)  =  2^  bih  (dijiùijti  —  dijitûiji)^ 

I.  h  i,  k 

en  posant 

ilxi  =:  —  an,      oxi  =     —  ùv,      ai/i  =  -"—  du,      oi/i  =  -^-~  ôy. 

Remarquons  que  l'on  a  toujours,  pour  les  deux  systèmes  de 
ditl'érentielles, 

(18)  '^'  '^" 

et  l'on  passe  du  premier  membre  de  l'identité  (17)  au  second 
membre  en  remplaçant  dans  ce  premier  membre  les  variables 
x^,  X,,  ...,  x,,  et  les  deux  systèmes  de  différentielles  dxi,  ùx,  par 
leurs  expressions  au  moyen  des  variables  i/i,  et  des  deux  systèmes 
correspondants  de  différentielles  dyi,  S^,-,  qui  se  déduisent  des 
formules  de  transformation  par  lesquelles  on  passe  de  la  pre- 
mière forme  Ï.X,dxi  de  w  à  la  seconde  forme  SY,c/y/. 

Le  premier  membre  de  l'identité  (17)  est  appelé  le  covariant 
bilinéaire  (')  de  la  forme  w,  dénomination  qui  se  justifie  d'elle- 
même.  On  représente  ce  covariant  par  m', 

(19)  w'  =  V  a,/,-  (dxfixii  —  dx/,-oxi) , 

i,/c 

notation  qui  sera  justifiée  plus  tard.  Remarquons  que,  pour 
former  ce  covariant  u',  il  est  inutile  de  calculer  séparément  tous 
les  coefficients  «/a-.  H  est  en  général  préférable  de  se  servir  de 
l'expression  symbolique 

u'  =  OW  (d)  db)  (0), 

(')  Lip.sciiiTZ  [Jimrnnl  de  Cretle,  t.  LXX,  p.  7.3). 

G.  Prob.  2 
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ci)(</)  étant  identique  à  u,  et  w(8)  désignant  ce  que  devient  (o(cr) 
quand  on  y  remplace  d  par  8  ;  on  doit  en  outre  tenir  compte,  dans 
le  calcul,  de  l'identité  &dxi  =  d5xi. 

Remarques. —  i*  Lorsque  la  forme  w  est  une  difl'érentielle  totale 
exacte,  tous  les  coefficients  ai/c  sont  nuls,  et  w'  se  réduit  à  zéro. 
Inversement  toute  forme  de  Pfaff  dont  le  covalriant  bilinéaire  est 
identiquement  nul  est  une  dififérentielle  totale  exacte  ; 

2°  Quand  on  multiplie  la  forme  w  par  un  facteur  constant  G, 
(1)'  est  multiplié  par  le  même  facteur,  mais  il  n'en  est  plus  de 
même  quand  on  multiplie  w  par  une  fonction  de  jc^,  .  .  .,  Xn.  Soit 
a:=  k  (aîj,  x^,  ...,  Xn)<>>  ;  on  a 

ii'  =  Su(rf)  — £/ii(S)  =  oA".w(c/)  +  kô<.y{d)  —  dk.o>{%)—  kd<d{5), 

ou 

iV  =  k(i>'  +  o>  (d)  ûk  —  M  (8)  dk. 

D'une  façon  générale,  soient  Wj,  w^  deux  formes  quelconques  de 
Pfaff  : 

o)j^  A,dx^  +  ...  +  kndxn  ,     01.-,  =  B^dx^  4-  ...  +  Bndxn  ; 

on  représente  par  [wj,  (•>.,]  la  forme  bilinéaire 

[A^dx^  +  •••  +  Andxn][B^ùx^  +  •••  +  B„8a?„] 

—  [AjSjJj  +   ...  +  AnôXn][B^dx,   +   ...  +   BndXn] 

=  ^  (A'Ba-  —  Aa-B/)  {dxi^xic  —  dxk^Xi). 

i,  k 

Avec  cette  notation,  le  covariant  bilinéaire  de  la  forme  ku  a  pour 

expression 

(A-w)'  =  AV  +  [(0,  dk]. 

D'après  leur  définition  même,  les  coefficients  o,a-  vérifient,  comme 
on  s'en  assure  aisément,  les  relations 

(20)  mif  +  n/d  =  o, h h  - —  =  o, 

^     '  D.c;  a.r/  ^xk 

pour  toutes  les  combinaisons  d'indices.  Inversement,  si  n^  fonc- 
tions atk  des  variables  x^,  a;,, ...,  .x,,  vérifient  les  relations  (20),  la 
forme  bilinéaire 

2_,  aiu-dxfixk, 

i,k 
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oiï  la  sommation  est  étendue  à  tous  les  arr'anf/ements  des  indices 
i,  k,  deux  à  deux,  est  le  covariant  bilinéaire  d'une  forme  de  Pfajf. 
En  d'autres  termes,  il  existe  un  système  de  n  fonctions  X,,  X^,  ...,X^ 

des  variables  x^,  x,,  ...,  a;,,,  satisfaisant  aux relations 

(21)  -' =^  a  il;. 

La  proposition  est  classique  pour  /i  :=  3.  Pour  démontrer  qu'elle 
est  g'énérale,  supposons-la  établie  dans  le  cas  de  n  —  i  variables, 
et  considérons  les  «  —  i  équations  précédentes  où  «  ^  i,  et  pre- 
nons Xi  =  G.  Elles  donnent 

3Xa-  ^_„  ^, 

et  par  suite 
X/,.=  —  /  «ifc(xi,  ...,  .rjfte,  + 'i/.(a;2, ...,  a;„)  (A-  =  2,  3, . .., /?). 

En  tenant  compte  des  conditions  (201,  que  l'on  suppose  véri- 
fiées, les  autres  équations  (2 1).  où  /  et  /c  sont  supérieurs  à  un, 
deviennent 

2?j_ ?2A;--  (li/Ac,.  X,,  ...,  Xn)  =  bik  (x,.  ...,  X^]. 

:>œic        3JCi 

Ces  équations  forment  un  svstème  de  même  forme  que  le 
premier,  avec  une  variable  et  une  inconnue  de  moins.  D'autre 
part,  si  l'on  fait  x^  =  c^  dans  les  relations  (20),  où  tous  les 
indices  sont  plus  g-rands  que  un,  on  obtient  un  système  de  rela- 
tions de  même  forme 

(201'  bu,  +  bhi^  o,       - —  + h  - —  =  0. 

La  proposition  étant  vraie  pour  11  —  1  variables,  elle  est  donc 
générale.  Connaissant  une  première  forme  de  Pfaû"  ayant  un  cova- 
riant bilinéaire  donné,  on  aura  toutes  les  autres  formes  ayant  le 
même  covariant  en  ajoutant  à  la  première  une  différentielle  exacte. 

Deux  éléments  linéaires  {dxi,  dx^,  ...,  dx^,),  (Sxi,  ..., 8j;„) issus 
du  même  point  [x^,  x^,  ...,  x^)  sont  dits  en  inuolution  si  les  deux 
systèmes  de  différentielles  dxi,  8xi  vérifient   la  relation  u'  =  o.  Il 
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résulte  du  calcul  qui  a  conduit  au  covariant  bilinéaire  que  deux 
éléments  linéaires  intégraux  appartenant  à  une  multiplicité 
intégrale  à  p  dimensions  (p  >  i)  sont  en  involution.  Si  l'on  prend 
en  eft'et  sur  cette  intégrale  Mj,  une  intégrale  Mj,  telle  que  les  coor- 
données d'un  quelconque  de  ses  points  soient  exprimées  au  moyen 
de  delix  paramètres  m,  v,  ces  n  fonctions  vérifientles  deux  relations 


'    A/ ^  O,  ^    A/ 


d'où  l'on  déduit,  par  le  calcul  fait  plus  haut;  que  les  difl'érentielles 
dxi,  fiXi  correspondant  respectivement  à  des  accroissements  du 
et  8ii  des  pai-amctres,  vérifient  la  relation  w'  =^  o.  Or  on  peut  tou- 
jours supposer  que  les  courbes  «  =  C,  î»  =  C  qui  passent  par  un 
point  de  M  sont  tangentes  respectivement  à  deux  éléments  linéai- 
res quelconques  de  la  multiplicité  intégrale  considérée  issus  de  ce 
point. 

Il  résulte  aussi  de  la  propriété  d'invariance  de  m'  qu'à  deux  élé- 
ments linéaires  en  involution  {di/t,  ...,  (/y„).  (S^j,  ...,  SyJ  de  l'espace 
{i/i,  l/.i i/n)  correspondent  deux  éléments  linéaires  en  involu- 
tion {dxi,  . . .,  dxj,  (Sa:^,  ...,  S,j",J  de  l'espace  {Xi,  x,,  ...,  j?„). 

Remarquons  aussi  que  deux  éléments  linéaires  intégraux  en  invo- 
lution de  l'équation  (1)  =  o  sont  des  éléments  linéaires  intégraux  en 
involution  de  l'équation  £2  = /cto^o,  que!  que  soit  le  facteur  k. 

Ceci  nous  amène  à  considérer  quatre  espèces  d'éléments  linéai- 
res possédant  des  propriétés  spéciales  : 

lo  Les  éléments  linéaires  quelconques  qui  sont  en  involution 
avec  tous  les  autres  éléments  linéaires  issus  du  même  point. 

2°  Les  éléments  linéaires  intégraux  qui  sont  en  involution  avec 
tous  les  autres  éléments  linéaires  issus  du  même  point. 

3"  Les  éléments  linéaires  quelconques  qui  sont  en  involution 
avec  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  issus  du  même  point. 

4°  Les  éléments  linéaires  intégraux  qui  sont  en  involution  avec 
tous  les  éléments  linéaires  intégraux  issus  du  même  point. 

Les  éléments  linéaires  de  chaque  espèce  sont  définies  par  des 
systèmes  d'équations  linéaires  en  dXi,  ...,  dx^,  que  nous  allons 
étudier.  Ces  quatre  sj'stèmes  se  réduisent  toujours  à  deux  systèmes 
distincts,  comme  nous  le  verrons  dans  les  paragraphes  suivants. 
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4.    Interprétations   du  covariant  bilinèaire.  —  Le  covariaot  J 

intervient  dans  le  calcul  de  la  pieiiiiore  variation  de  l'intégrale   |  w,  et 

celte  interprétation  rend  intuitive  la  propriété  d'invariance  relative- 
ment à  un  changement  de  variables. 

Considérons  une  forme  de  Ptaff  à  un   nombre   quelconque  de  varia- 
bles indépendantes, 

'.)  =  Xifte,  +     .  .  +  X,40Cn, 

X,  .  .  .  X„  étant  des  fonctions  de  Xi,  x-î,  . .  .,.r„.  Ces  n  variables  étant 
regardées  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions, les  n  équations 

^■•=fi(l)       ('■=  I,  2,  ...,  n), 

où  t  varie  de  /„  à  U,  représentent  dans  cet  espace  une  variété  à  une 
dimension  ou  courbe  r,  et  l'Intégrale  définie 

/     X,f/j-,  +  ...  +  X,//.c,„ 

où  l'on  a  remplacé  .;■,•  par/,f/)  et  rf./v  par/',(/)(//,  est  encore  appelée 
une  Intégrale  curviligne  prise  le  long  de  V  et  représentée  par 


==_/>, 


dxi  +  ...  +X,/te„. 

Quand  on  remplace  la  courbe  r  par  une  courbe  infiniment  voisine, 
l'Intégrale  prend  un  accroissement  dont  nous  allons  calculer  la  partie 
principale.  11  suffit  d'appliquer  à  ce  cas  particulièrement  simple  la 
méthode  générale  permettant  de  calculer  la  première  variation  d'une 
intégrale  ;  j'indiquerai  rapidement  le  calcul.  Pour  cela,  imaginons 
une  famille  de  courbes  variant  d'une  manière  continue  avec  un 
paramètre  a  etse  réduisant  pour  «  =  o  àla  courbe  V.  Soient, r,  =_/;(/,  a) 
les  équations  de  cette  famille  de  courbes,  la  fonction /,(/,  o)  étant 
identique  à  fi  (t). 

Nous  supposerons  que  les  limites  4  et  /,  sont  elles-mêmes  variables 
avec  «,  et  nous  avons  à  calculer  la  dérivée  r(a)  de  l'intégrale  définie 


V 


n   i 


x.(/i,A  ...,,A)4^,//, 
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par  rapport  au    paramètre  a.  La    formule  classique  de   difTérentiation 
donne 


+f^iy.  ^'(/-'■/■^'  •■•'/") 


En'inti'grant  par  parties  la  seconde  inlégrale,  on  peut  la  remplacer  par 


L=i         J'«    "■''»  '=1 


2A+...+^V^U. 


»J?„    3/ 


Dans  le   produit  iJI  =  I' (a)(fa,  on  a  sous   le   signe   d'intégration    les 
termes  suivants,  en  posant  Sx;  =:  —  Sa, 


SxJ 


-' 'o     (=1 

ou,  en  permutant  les  indices  (  et  k  dans  la  seconde  intégrale, 

u   signe  j  .  en  les   réunissant,  on  a 


Quant  aux    termes   en   dehors    d 
l'expression  suivante  : 


".fî  »'¥]  -'".fi;  ^'171 

Li^i         it=t,         b=i  it=io 

V  Li=l  J«=<i  L<=1  J/=f, 
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Posons,  comme  plus  liaul, 


DX,        5X/C        ,•    ,  . 

aik  — ■         (h  K  —  > ,  2,  ■■.,  "), 


et,  en  outre, 

i  (A.i. 


;<-"-[(fk„fH-(¥),.,h 

nous  avons  pour  expression  générale  de  S\ 
ilidxiSxh 


=  [11-' 

Jr   i     A- 


+  (X.A,r,  +  X,Xv,  +  ...  +  X„Ax„)J;. 

Remarquons  que  (A.r,),,,  (A.r))^.  ...,  (Ax-,,),,  représentent  les  compo- 
santes du  déplacement  infiniment  petit  de  l'origine  du  chemin  d'inté- 
gration quand  on  fait  varier  a  de  Sa,  et  (Aa;,),,  (Aa;2)i,  ■■•>  (A^n)i  ont 
une  signification  analogue.  Si  donc  on  fait  varier  le  chemin  d'intégra- 
tion sans  changer  les  extrémités,  le  terme  tout  intégré  disparaît,  et  la 
formule  générale  qui  donne  31  se.  réduit  à 


^I 


—  I     >     7  ^  ajudœiSxh  =   /  ,./. 


Supposons  maintenant  que  l'on  effectue  un  changement  de  variables 
Xi—-fi(lluljï,...,yn)  {i—i,2,   ...,n), 

la  forme  linéaire  w  se  change  en  une  nouvelle  forme  linéaire  de  dififé- 
renlielles 

w,  =  Yjrfy,  +  . . .  +  y„dijn, 

Y, Y,i  étant  des  fonctions  de  yi,  y;,  . .  .,  ijn,  et  l'intégrale  I,  prise 

le  long  d'une  courbe  I"  dans  l'espace  (.rj,  x,,  ...,  a;,,),  se  change  en 
une  intégrale 

I'  =  /  Y.rfy,  +  Y,f/y2  +  .    .  +  ^ndljn  =   /  w, 

prise  le  long  de  la  courbe  r' de  l'espace  {yt,  yt,  ■■■,  y,î),  qui  correspond  à 
la  courbe  V  de  l'espace  (xi,  .r-i,  ...,  .:c,j)  par  les  formules  de  transfor- 
mation. De  l'égalité  I  =1',  on  déduit  que  les  premières  variations 
sont  égales,  S\  ==  ^I'.  Mais  on  peut  calculer  SV  de  deux  façons,  soit  en 
partant  de  l'expression  générale  de  al,  ce  qui  donne 

§v  -   fH  l^ikdyiSyk,       bik  =  ^  —  '1-?  , 
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soit  en  appliquant  la  formule  générale  du  changement  de  variables  à 
l'intégrale  âï,  et  remplaçant  en  même  temps  la  variation  oa-i  par 


'y. 

En  égalant  ces  deux  expressions  de  <?!',  on  a  donc 


^  %.,. 
^l/., 


J       (      k  J     i       k 


biU-di/iiiJI;- 


c'est-à-dire  w'  =  w'i. 

La  condition  >,>'  =  o  peut  aussi  s'interpréter  géométriquement. 
Prenons  d'abord  une  forme  à  trois  variables  que  nous  écrirons 

a,  =  P  (a-,  /y,  r)  dœ  +  Q  (.r,  y,  z) dy  +  R  (x,  y,  r)  dz  ; 

la  relation  w'  =  o  peut  s'écrire  sous  forme  de  déterminant 


DR  _  A) 

DP_DR 

DQ  _  DP 

Dy        Dr 

Dr        Dx 

^x       :>y 

dx 

<f'J 

d: 

Sx 

% 

S: 

Elle  exprime  que  le  plan  passant  par  les  deux  éléments  linéaires 
{dx,  dy,  dz)  (Sx,  Sy,  Se)  contient  le  vecteur  issu  du  point  (x,  y,  r)dont 
les  composantes  sont 

DR  _  dQ  '^  _  -Ift  ^_Q_  ^ 

:>y        Dr  '  Dr       D.ï?  Dj        :iy 

ou  vecteur-tourbillon  du  vecteur  (P,  Q,  R)  ;  donc,  pour  i/ue  deu.r  élé- 
ments linéaires  soient  en  involution,  il  faut  et  il  siifjit  que  le  plan  itéter- 
miné par  ces  deux  éléments  contienne  le  vecteur-toui-liillon. 

Il  est  facile  d'en  déduire  la  condition  d'intégrabilité  de  réi|uation 
w  =  o.  Supposons  en  effet  les  axes  rectangulaires  :  toute  surface  inté- 
grale passant  en  un  point  (x,  y,  :)  de  l'espace  doit  être  normale  au  vec- 
teur (P,  0,  R)  issu  de  ce  point.  Mais  deux  éléments  linéaires  quelcon- 
ques du  plan  tangent  doivent  être  en  involution,  et  par  suite  ce  plan  doit 
passer  par  le  vecteur-tourbillon.  Donc  le  vecteur-tourbillon  et  le  vecteur 
(P,  O,  R)  doivent  être  orthogonaux  ;  c'est  précisément  la  condition 
d'intégrabilité. 

On  peut  donner  une  autre  interprétation,  en  considérant  (dx,dy,  ds) 
et  (Sx,  Sy,  Sî)  comme  les  coordonnées  homogènes  de  deux  points  dans 
un  même  plan.  La  condition  m'  =  o  exprime  aussi  que  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  homogè- 
nes sont  égales  aux  composantes  du  vecteur-tourbillon. 

Considérons  maintenant  une  forme  à  n  variables,  et  deu.x  éléments 
linéaires  (dxt,  . .  .,  dx,i),  {Sxi,  .  ..,  Sx^)  issus  d'un  même  point.  Soient 
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A,  ol  Ai  les  poinls  d'un  espace  à  in  —  i)  dimensions  dont  les  coordon- 
nées homogènes  sont  {il.r,,  ...,  d.r„)  et  (^.7i,  .  . .,  Sx,,).  Ces  deux  poinls 
dclerminent  une  multiplicité  linéaire  à  une  dimension,  ou  droite,  dont 
les  coordonnées  pluckéiiennes  sont  les  binômes  dxiSxh  —  dxhSjri 
(i,  k  ^  i,  2,  .  .  .,  n)  La  relation  m'  =r  o  exprime  que  celte  droite  appar- 
tient à  un  complexe  linéaire  de  l'espace  à  (n  —  i )  d imensions .Celle  inter- 
prétation ne  sera  pas  utilisée  dans  la  suite. 

5.   Le   système   S,.    —     Etant    donné     un     élément     linéaire 

{d.i\y  (/.r.i '/•''«••  issu  il'un  point  (.Cj,  x^.  ...,  x„),  les  éléments 

linéaires  issus  du  nionie  [loiul.  en  involution  avec  le  premier,  for- 
ment en  général  une  ninlliplicité  à  h  —  i  dimensions.  Il  n'y  a 
d'exception  (|ue  si  la  relation  m'  =  o  est  vérifiée  identiquement, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  ô.r,,  ô.r^.  •••7  8a;„.  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  il  faut  el  il  snflit  que  dx^.  dx.,,  .. .,  dx,^  vérifient  les  it 
équations  linéaires 

ia^^dx^  -\-  a^^dx.,  +  .  .  .  +  (iijlx^,  =  o, 
a.-i.dx,  +  a„.jdx,  +  . .  .  4-  n,„dx,.  =  o, 

j   n„^dx^  +  (7„.,(/.r.,  -)-...+  a„,.f/-c„  =o. 
De  tels  éléments  linéaires  seront  appelés  .9(n(/«//ers  ;  les  éléments 
linéaires  sing'uliers  issus  d'un  point  sont  donc  en  involution  avec 
tous  les  autres  éléments  linéaires  issus  du  même  point. 

Si  n  est  impair,  il  v  a  toujours  des  cléments  linéaires  sing'uliers, 

puisque  le  déterminant  A  des  coefficients  f/,ft  est  nul  (').  Si  n  est  pair, 

el  si  A  est  différent  de  zéro,  il  n'v  a  pas  d'éléments  linéaires  sing'u- 

lieis.  C'est  le  seul  cas  où  il  n'existe  pas  d'éléments  de  cette  espèce. 

Soient  (dXy,  dx.„    ..,  f/.r„)  un    élément  linéaire   singulier    issu 

d'un  point  {.r,,  j:^ ^'j),  et  {dij^,  dy.,,  ...,  di/„)  l'élément  linéaire 

issu  du  point  (yj,  y.,,  ...,  y,j)  qui  correspond  au  premier  par  le 
changement  de  variables  (6).  Puisque  le  premier  élément  est  en 
involution  avec  tout  autre  élément  linéaire  issu  du  même  point,  le 
second   élément    linéaire   {di/^^di/., ^y„)    t'oit  aussi   être   en 

(')  Pour  di'monirer  qu'un  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  impair 
est  nul,  il  .suffit  d'observer  que  ce  déterminant  change  de  signe,  quand  on 
change  le  signe  de  tous  les  éléments.  Or  cette  opération  ne  change  pas  la 
valeur  du  déterminant,  puis([u'elle  revient  à  échanger  les  lignes  et  les 
colonnes. 
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involiition  avec  tout  autre  élément  linéaire  issu  du  même  point 
dans  l'espace  {y^,  y.^,  . . . ,  y„).  II  faudra  donc  que  l'on  ait 

y  '^bihdyiùyk  =  o, 

i       k 

quels  que  soient  S^,,  Sy,,  ...,  Sy„  et,  par  suite,  que  dy^,  dy,,  ...,  dy^ 
vérifient  les  n  équations  du  système 

èjif/(/i   +  6isC?//2  +    .  . .  èj„f/y„=:0, 

b^^dy^  +  b^.yày,  +  .  .  .  h<,^fly,^-=o. 


S,"t 


b,iid\ji  +  b,^,dy.,  +  . . .  h,^^dy^  ^  o, 

qui  se  déduit  de  la  nouvelle  forme  de  Pfaff 

uiD  —  Y^chji  +  Y,dy.,  +  ••■  +  Y„f/)/„ 

de  la  même  façon  que  le  sj'stème  Sj  se  déduit  de  la  forme  primi- 
tive. Le  système  S^  est  donc  un  système  covariant  de  la  forme  w, 
relativement  à  tout  changement  de  variai/les. 

En  d'autres  termes,  si,  par  le  chang'ement  de  variables  défini  par 

les  formules  (6),  la  forme  ^  X,t/j?,  devient    >  Ytdyi,   le  système 

/=i  (=1 

S,  se  transforme,  par  le  même  chani^ement  de  variables,  en  Sj"'. 

Supposons  que  le  déterminant  \  soit  égal  à  zéro,  de  sorte  que 
les  rt  équations  de  S,  se  réduisent  à  r  équations  linéairement  dis- 
tinctes (r  <;  n).  Ce  système  admet  alors  une  infinité  de  multipli- 
cités intégrales  à  une  dimension,  dépendant  de  constantes  arbi- 
traires, si  A"  =  rt  —  I,  et  de  fonctions  arbitraires  si  r  <^  n  — i.  On 
peut  en  effet  adjoindre  aux  r  équations  linéaires  du  système  S,  un 
système  de  r  —  r  —  i  équations  linéaires  en  dx^,  dx^,  ...,  dx^,  à 
coefficients  arbitraires,  de  façon  à  former  avec  les  premières  un 
système  de  n  —  i  équations  différentielles  ordinaires  (') 

(')  D'après  l'interprélation  donnée  plus  haut  du  covariant  bilincaire,  ces 
multiplicités    intégrales    à   une   dimension  du   système   S,  sont  les  courbef 

exlrémales  pour  l'intégrale  _yx,rfa;, -f- Xjdj^j -|- ... -|- Xnda;»-  Des  considéra- 
tions empruntées  au  calcul  des  yariations  permettent  de  démontrer  sans 
aucun  calcul  que  le  système  S,  est  complètement  intégrable  [BuUelin  de  la 
Société  Mathématique,  t.  XLIV,  1916,  p.  35  et  suiv.). 
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Lpsijstènie  .V,  est  comp/è/eriie/tl  intégrable. 

Si  ce  système  comprend  /•  équations  linéairement  indépendantes, 
ces  ;■  équations  sont  équivalentes  à  un  système  de  la  forme 

dj\  ^  o,  df.,  =  o,  ...,  dfr  =  o, 

/i,fi,  ■■■tjr  étant  r  fonctions  distinctes  des  variables  x^,...,œ^. 
Le  théorème  est  évidemment  exact  si  A    n'est  pas  nul,  car  le 
système  S,  est  équivalent  aux  n  équations 

d.r^  =^  o,       (/.r,  =  0,        .  .  . ,       f/.r„  =  o. 

Il  est  vrai  aussi  si  le  système  S;  ne  contient  que  n —  i  équations 
linéairement  distinctes  ;  ces  équations  forment  alors  un  système  de 
n  —  I  équations  différentielles  ordinaires  et  admettent  par  consé- 
quent n  —  I  combinaisons  intég'rables  distinctes 

df,  =  o,       d/j  =  0,        ....       df^_^  =  o. 

Prenons  le  cas  où  le  système  S,  ne  contient  que  r  équations 
linéairement  distinctes  {r  <^n  —  i).  Adjoignons  à  ces  r  équations 
un  système  de  «  —  r  —  i  équations  linéaires 

A,if/.Tj   +    ...    +  kindXn  =  O,  (/=  1,2,   ...,  Il  —  1'  1  ), 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  des  variables  xi,  choisies  de 
façon  à  former  avec  les  r  équations  de  S,  un  système  de  /;  —  i 
équations  différentielles  ordinaires  distinctes.  L'intégration  de 
ce  système  donne  une  famille  de  multiplicités  intégrales  à  une 
dimension  du  sj'stème  Si  dépendant  de  n  —  i  constantes  arbitrai- 
res. Soient 

/i  =  Ci,    f,  =  c, /,.-.  =  c,._, 

l'intégrale  générale  de  ce  système  auxiliaire.  Imaginons  mainte- 
nant que  l'on  fasse  un  changement  de  variables,  en  prenant  un 
nouveau  système  de  variables  (^i,  y^,  ...,  y„)  où  y^  =/"!,  yi^fii 
•■■■>  y.i-i  =/«-!'  1^  dernière  variable  y„  restant  arbitraire,  à 
condition  déformer  avec^j,  y.^,  ■••.^n-i  un  système  de  n  variables 
indépendantes.  Par  ce  changement  de  variables,  la  forme  donnée  w 
est  remplacée  par  une  nouvelle  forme  ^  Y,f/y;,  où  l'on  peut  tou- 
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jours  supposer  que  le  coefficient  Y,^  a  lune  des  valeurs  zi^ro  ou  un. 
En  effet,  si  Y„  n'est  pas  nui,  on  peut  écrire 

et  si  l'on  a  pris  U  à  la  place  de  ij „  pour  la  dernière  variable  indé- 
pendante, la  forme  w  devient,  après  le  chana^ement  de  variables, 

co(i)  =  Y^r/y,  +  ...  +  y,-idy„_,  +  di/„. 

Quant  au  système  S,,  il  est  remplacé  par  le  système  SjC,  qui 
doit  être  vérifié  quand  ony  faityi  =  Ci, ....  (/„_i  =C,,_,,  ;/„  étant  une 
variable   indépendante,  quelles  que  soient    les  constantes  C,,  C^,, 

C     ..On  a   donc   /j,,i  := — ^  =:  o    pour    toutes    les    valeurs  de 

l'indice  ;',  et  les  coefficients  Y,  sont  indépendants  de  la  variable  y,j. 
Le  système  S^W  se  compose  donc  de  n  —  i  équations  où  ne  figu- 
rent que  les  n  —  i  variables  y^,  ij.„  ....  y,,_,. 

(22)       L>hdi/i  +  ...,  -f  hi.n-idijn-ï  =  0       (j  =  1,2,  ...,  n  —  1), 

et  nous  avons  avons  remplacé  un  système  de  r  équations  à  n  varia- 
bles par  un  système  équivalent  de  r  équations  an  —  i  variables 
seulement.  Si /•  =  h — •-'-,  le  nouveau  système  est  complètement 
intég-rable,  et  par  suite  il  eu  est  de  même  du  premier.  Si  r  <[  «  —  a, 
le  nouveau  système  (22)  se  déduit  de  la  forme  de  Pfaff  à  n  —  i 
variables  Yidi/^  +  .  .  +  Y^,_,t/y„_i  de  la  même  façon  que  Sj  se 
déduit  de  la  forme  primitive.  On  pourra  donc  recommencer  la 
même  transformation  sur  le  système  (22),  et  ainsi  de  suite.  Il  est 
clair  qu'on  finira  par  obtenir  un  système  équivalent  à  Si  de  r  équa- 
tions k  r  +  i  variables,  c'est-à-dire  un  système  complètement  inté- 
grable.  La  proposition  énoncée  est  donc  établie. 

Cela  étant,  imag'inons  que  l'on  fasse  un  changement  de  varia- 
bles de  façon  que  dl/^  =  o,  .  .  .,  dyr  =  o  soient  précisément 
r  combinaisons  intégrables  distinctes  du  système  Sj'''.  Ce  système 
devant  être  vérifié  quand  on  y  remplace  dt/,,  ....  di/r  par 
zéro,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  dijr+s.  ...,  dy,i,  on  a 

6-=  — — -— =0 
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si  l'un  des  indices  /,  k  est  supérieur  à  /'.  Ces  relations  prouvent  en 
particulier  que,  si  l'on  regarde  //,,  ij„,  ...,  //,•  comme  des  paramè- 
tres, l'expression 

Yr-uif/y,.4-i  +  ...  +  Y„r///„ 

estladiflerentielle  totale  d'une  ('onction  U  des  variables  yr+i,  •■■,ijni 
et  l'on  peut  écrire 

Vr+lf/y,.^l   +    ...    +   \„d,J„^d\]-(^^dy,   +    ...    +^/lyr). 

La  l'onction  U  est  distincte  des  r  variables  y^,  ...,  ijr,  à  moins 
que  Y,.+i.  ...,  Y„  ne  soient  nuls,  et  dans  ce  cas  on  peut  supposer 
U  =  o.  Dans  tout  autre  cas,  on  peut  prendre  U  pour  la  nouvelle 
variable yr+i.  Les  nouvelles  variables  étant  choisies  de  cette  façon, 
on  voit  que  w'*'  a  l'une  des  deux  formes 

^\flyi    +   •••    +   ^rdljr.  ^idlj^  +    ...    +    y,dljr  +  f///,-fl. 

La   condition    h,/,- =  o,    où   l'on   suppose    />•>/•.   devient    alors 

' — ^^oel  prouve  iiue   les   coefficients  'i    ne    dépendent  que   des 

variables  y^,  y. 2,  ...,  yr-  Pour  que  le  système  S;'''  relatif  à  la 
forme  u(i)  soit  équivalent  aux  r  équations 

dyi  =^  o,  ...,  dyr  =  o, 

il  faut  en  outre  que  le  déterminant 


bri         On 


bu- 


brr 


soit  différent  de  zéro,  ce  qui  exig'e  que  r  soit  un  nombre  pair, 
/•  ^  2/j  ;  résultat  que  l'on  aurait  pu  prévoir  a  prinri  d'après  les 
propriétés  des  mineurs  d'un  déterminant  symétrique  g-auche. 

En  résumé,  le  système  S,  se  compose  toujours  d'un  nombre 
pair  2/;  d'équations  linéairement  distinctes;  si  l'on  a  pris  un  nou- 
veau système  de  variables ((/^  ...,.y«'>  de  façon  que  y,,  ...,  y.2p  soient 
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%p  intégrales  (iistinctes  de  S,,  w    peut   être  i-anience  à    l'uiit'  des 
deux  formes 


(I) 
(II) 


Y,,  Yj,  ...,  Yjj,  ne  dépendant  que  des  variables  //,,  ^j,  ...  y^p- 

On  aura  le  nombre  2/j  en  cherchant  l'ordre  des  premiers  mineurs 
de  A  qui  ne  sont  pas  nuls.  Quant  au  système  complet  qui  détermine 
les  intégrales  de  S,,  on  pourra  l'obtenir  en  écrivant  que  l'équation 

--^-  dx„  =  o 


Sx,       ' 


+  . 


"«1 

''',,2            ■ 

"n, 

'V 

2f 

^ 

3.7-, 

D.r, 

D.7-,, 

est  une  combinaison  linéaire  des  équations  du  système  S,,  c'est- 
à-dire  en  égalant  à  zéro  tous  les  déterminants  d'ordre  ap  +  i 
déduits  du  tajjieaa 


(T.) 


Le  système  S,,  ou  le  système  complot  équivalent,  ne  sont  pas 
d'ailleurs  des  systèmes  tlitlérentiels  quelconques,  comme  nous  le 
verrons  plus  tard. 

Pour  reconnaître  à  laquelle  des  deu.\  formes  (1)  ou  (II)  on  peut 
ramener  w,  il  suffît  d'observer  que,  dans  le  premiercas,  l'équation 
(,)(!)  =  o  est  distincte  des  équations  du  système  Sj*'),  tandis  que, 
pour  la  forme  (II),  wf')  =  o  est  une  conséquence  des  équations  de 
S,(').  La  forme  donnée  w  pourra  donc  être  ramenée  à  la  forme  (II), 
si  l'équation  to  =  o  est  une  conséquence  des  équations  de  Si,  et 
dans  ce  cas  seulement.  On  aura  la  foi-me  (I)  si  tous  les  détermi- 
nants d'ordre  2/j  +  '  déduits  du  tableau 


(TJ 


Xi 
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ne  sont  |ias  nuls  à  la  fois,  cl  la  l'orme  (11)  si  tous  ces  déliTininaiils 
sont  iiiils. 

6.  Le  système  S;.  Classe  d'une  forme  de  Pfaô'.  —  Les 
('•lôments  linéaires  singuliers,  qui  sont  en  mi^-me  temps  des  éléments 
intéi^ranx,  vérifient  les  équations  du  svslème  S^, 

(  (iii(l.i\  +  .    .  +  aindxn  =  0,         (/ =  1,  2,  ...,  n), 
■  (  X^^U\  +  .  . .  +  X„«/.r„  =  o, 
que  l'on  obtient  en  adjoiacnant  au  système  S,  l'équation  w  =  o.  11  est 
clair  que  ce  système  Sj  est  lui-même  un  covariant  de  la  l'orme  oj 
relativement  à  tout  chang-ement  de  variables. 

Si  l'équation  u  =o  est  une  conséquence  des  équations  de  S,,  le 
système  Sj  est  identique  à  S,.  Si  l'équation  w  =  o  est  distincte  des 
équations  de  S,,  le  système  Sj  comprend  ip  +  i  équations  distinc- 
tes. Supposons  fc)  ramenée  à  la  forme  (1)  ;  après  ce  chang^ement  de 
variables.  S,  esi  remplacé  par  le  système 

àt/i=o (/!/,^  =  o, 

tandis  que  le  système  Sj  devient 

Le  sysli'nw  S,  est  donc  lui-même  romplàlemenl  intéf/rtible.  On 
voit  lie  i)lus,  d'après  les  calculs  du  parasrraphe  précédent,  que,  s'il 
n'est  pas  identique  au  système  S,,  on  obtiendra  la  dernière  inté- 
i/rate  de  ce  si/stème  par  nne  quadrature  quand  on  aura  intéijré 
le  si/stéme  S^. 

Soit  c  le  nombre  des  intés^rales  distinctes  du  système  Sj,  c'est-à- 
dire  le  nombre  des  équations  linéairement  distinctes  de  ce  sys- 
tème ;  ce  nombre  c  s'appelle  la  classe  (')  de  la  forme  de  Pfafl"  w.  Ce 
nombre  c  est  ég^al  au  nombre  minimum  de  variables  au  moyen 
desquelles  puisse  s'exprimer  w  par  un  changement  de  variables 
convenable  (-)  .Nous  avons  démontré  au  paragraphe  précédent  que 
si  Sa  contient  2p,  ou  2/>  +  i  équations  distinctes,  la  forme  w  peut 
être  ramenée  à  la  forme  (1)  ou  à  la  forme  (11).  Dans  les  deux  cas. 
l'expression  ainsi  obtenue  pour  w  ne  dépend  que  de  c  variables.  On 

C)  Cette  expression  a  été  introduite  par  Frobcriiiis. 

(')  On  dit  (|ii'unp  variable  ligure  dans  uuo  forme  do  l'fafï  si  elle  tii;ure  sous 
11'  si^ne  d  ou  dans  l'un  des  coefticients. 
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ne  peut  pas  obtenir  pour  w  nne  autre  expression  où  figurent 
moins  de  c  variables  ;  supposons  en  effet  que,  par  un  chang-ement 
de  variables  convenable,  oj  prenne  la  forme 

oj(l)=  Zj^i-i    +    ...    +    'JLqdZq,  ' 

le  nombre  q  étant  inférieur  à  c,  et  les  coefficients  Z,  n«  dépen- 
dant que  des  q  variables  s,,  r^,  ...,Sii-  Il  est  clair  que  le  système 
82*^'  correspondant  à  w'i'  ne  peut  renfermer  plus  de  q  relations 
linéairement  distinctes,  puisqu'il  ne  renferme  que  q  différentielles 
rfZj,  ....  dzq.  Il  ne  peut  donc  être  équivalent  au  système  Sj  qui,  par 
hypothèse,  renferme  c'y>  q  équations  distinctes. 

Le  même  raisonnement  prouve  que  si,  par  un  moyen  quelcon- 
que, on  a  obtenu  pour  oj  une  expression  où  ne  figurent  que  c  varia- 
bles, ces  c  variablessontdes  intégrales  du  système  Sg.  On  peut  donc, 
d'une  infinité  de  façons,  trouver  des  expressions  detooù  ne  figurent 
que  c  variables,  mais  on  déduit  toutes  ces  expressions  de  l'une 
d'elles  par  un  changement  d'un  système  de  c  variables  en  un  nou- 
veau système  de  c  variables.  Par  la  suite,  nous  dirons  que  toute 
intégrale  du  .système  83  est  une  variable  canonique. 

Pour  obtenir  la  classe  d'une  forme  de  Pfaff,  il  suffit,  d'après 
cela,  de  chercher  le  nombre  des  équations  distinctes  de  S,,  c'est-à- 
dire  l'ordre  des  déterminants  du  tableau  T,,,  de  l'ordre  le  plus 
élevé,  qui  ne  sont  pas  nuls. 

Soit  u  une  forme  d'ordre  pair  n  =  2p.  8i  les  coefficients  X,-  sont 
des  fonctions  quelconques  des  variables  indépendantes,  le  déter- 
minant A  ne  sera  pas  nul,  et  par  suite  la  classe  sera  égale  à  2p.  On 
voit  de  la  même  façon  que,  pour  une  forme  à  un  nombre  impair  de 
variables  et  à  coefficients  quelconques,  la  classe  est  égale  au  nom- 
bre des  variables.  Nous  appellerons,  dans  la  suite, ybrrt/e  ordi- 
naire toute  forme  dont  la  classe  est  égale  au  nombre  des  variables 
qui  y  figurent,  _/o/v/ie  exceptionnelle  toute  forme  dont  la  classe  est 
inférieure  au  nombre  des  variables  qui  y  figurent.  Connaissant  la 
parité  de  la  classe  d'une  forme,  il  est  facile  d'avoir  une  limite  du 
nombre/)  au  moyen  du  nombre  «  des  variables.  8i   la  classe  est 

paire,  on  a  2p-^n  et,  par  suite, /> -^  —  .  8i  la  classe  est 
impaire,  on  a  2/)  +  i  -^  n,  ou  p  <^ — ^—  . 
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7.  Les  systèmes  S;  et  S;.  —  On  dlitienl  deux  nouveaux  sys- 
lèiiics  (lifliTeiitiels  associ('s  à  une  forme  de  Pl'atl'  en  jirocéflaut 
cojiiine  il  suit,  l'our  i|u'iiii  élément  linéaire  (ctej,  dx^,  . ..,  djL\^ 
soit  en  iiivolution  avec  tous  les  éléments  linéaires  inivijvnu.r  issus 
(lu  même  point,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 

w'  ^  —    V(Vï/|r/Ti    +   Oi^jij'.i    -\-    .  .  .    -\-    lli,i(/.C,i)f'J'i=  O 

soit  une  conséquerue  de  l'équation 

M  (3)  =  ^  Xi&Xi  =  0, 
c'est-à-dire  (|ue  (/./,,  f/jPj,  ...,  dx„  vérilient  les  relations 

(llid.C,   +  (l\2'/.Tl  +    •     •    -\-findXn 


(S3)' 


X, 

(IhdXj  +    .  .  .  +  'Jin(/.T„ I, 

=  —  _ (U, 


t  étant  une  variaiile  auxiliaire,  introduite  uniquement  pour  facili- 
ter le  raisonnement. 

Ce  nouveau  système  So  qui  est  évidemment,  d'après  sa  sis^in- 
lication,  un  covariaut  de  la  forme  w,  est  identique  au  sijsténic  de 
PfaJJ^dé'yk  signalé  plus  haut  1 11°  2). 

Enfin  les  éléments  linéaires  inléf/raiix  en  involution  avec  tous 
les  autres  éléments  linéaires  iiitégi-aux  issus  du  même  point  véri- 
fient un  nouveau  système  d'équations  S^,  que  l'on  obtient  en  adjoi- 
gnant à  S3  l'équation  <o  ^  o  ;  c'est  le  sijslème  cariictcrisiiqtit'.  (Test 
aussi  un  système  covariant  de  la  forme  w. 

Les  qualri'  systèmes  Sj,  S.,,  S,,  Sj  se  rédiùsctU  toujours  a  deux 
systèmes  distincts  seulement. 

Ecrivons  le  système  S^,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(S;,)  ai,dx,  +  . . .  +  n,„dx„  =  X,t//,       u'  =  1,  2,  . , . ,  «)  ; 

deux  hvpotlièses  sont  à  examiner  : 

l"  Cas.  —  On   peut  satisfaire   aux   équations   précédentes,  sans 
G.  Lerons.  '6 
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supposer  dt  =  o.  En  d'autres  ternies,  on  peut  trouver  au  moins  un 
système  de  solutions  des  équations 

«il^l    +   fl/2^2    +    .  .  .    +  «i/A/l  =  X(  (('  =  1,2,...,   n). 

On  en  déduit 

2  XidXi  =  ^  (rt,r>M   +  ChA,    +    .  .  .    +  ain>-n)dXi 
i  i 

=  — ^1  2  OndXi  — "à2  ^  rt2,-t/j:,-  —   ...  —  In^.CnidXj, 

de  sorte  que,  dans  ce  cas,  l'équation  w^o  est  une  conséquence  des 
équations  du  système  Sj.  Réciproquement,  si  l'on  a  une  identité  de 
la  forme 

^  XidXi  =  T]  u.}i{akidx^   +    .  .  .    +   QhndXn), 
i  k 

on  en  déduit 

X,=  IJ-iOi,-  +    .  .  .    +   [i-nflni, 

et  l'on  satisfait  aux  équations  de  Sj  en  posant     ,      ::=  —  ij.;,. 

Supposons  donc  que  co  soit  de  classe  2y0  ;  alors  Sj  est   identique 
à  Sj,  et  S4  est  identique  à  S3.  Des  équations  de  S3, 

dxi    ,  ,  d.v,,         xr 

an^+  ...   +a,„^^=X,; 

on  tire  en  eflet 


d( 


V   V  dxi    d.rh         V  .1' 


Mais  le  premier  membre  de  cette  équation  est  identiquement 
nul,  d'après  les  relations  aik  +  Oki  ^  o.  L'équation  w  =  o  est 
donc  une  conséqiience  des  équations  de  S3. 

3^  Cas.  —  Si  (u  =  o  n'est  pas  une  conséquence  du  système  S,,  on 
ne  peut  satisfaire  aux  équations  S3  qu'en  posant  dt  =  o  ;  S3  est 
identique  à  Sj,  et  S,  à  Sj. 
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En  résumé,  si  w  <».s'/  (/e  classe  prit re,  S^  est  identique  à  S,,  et  S^ 
«  S,.  Si  b>  est  de  classe  impaire.  S.,  est  identique  à  Sj  et  S^  à  Sj. 
Les  st/stèmes  S^  et  S3  sont  toujours  distincts,  ainsi  que  Si  et  S4. 

Le  système  S3  est  complètement  intér/rable.  Il  suffit  de  le 
démontrer  pour  une  forme  de  classe  paire  ;  or  si  l'on  suppose  w 
ramenée  à  la  forme 

\\dy>  +  .  . .  +  y^/fy-ip' 

le  système  S3  contient  seulement  zp —  i  équations  distinctes  indé- 
pendantes de  /  ('), 

/v,i</yi+    ■■  + l',.v/l!/2p  _  _  t'ip.^dt/i  +  ■■■+b'.M,4y.,,, 

Y,  Y,, 

avec  2p  variables,  et  la  proposition  est  évidente.  Nous  voyons  en 
même  temps  que  le  système  S3  contient  une  équation  de  moins 
que  S2,  et  toutes  les  intégrales  de  S3  sont  aussi  des  intégrales  de 
S,.  Ces  conclusions  sont  exactes  aussi  pour  une  forme  de  classe 
impaire,  puisque  dans  ce  cas  S3  est  identique  à  S,. 

Dans  le  cas  où  w  est  de  classe  2/>  +  i,  nous  avons  vu  plus  haut, 
que  si  l'on  a  intégré  Sj  (qui  est  identique  k  S3),  il  suffit  d'une 
quadrature  pour  achever  l'intégration  de  Sj. 

Supposons  maintenant  que  w  soit  de  classe  zp,  et  que  l'on  ait 
obtenu  les  2/7  —  1  intégrales  des  équations  S3,  qui  sont  indépen- 
dantes de  la  variable  auxiliaire  t.  Faisons  encore  un  changement 
:1e  variables  de  façon  que  ces  2p —  i  intégrales  soient  précisément 
y„y,,  ...,(/,,,_,,  et  soit 

-<'*  ^Y,dy,  +  ...  +  Y,^_,  dy,^,  ..  +   .  .  .  +  Y,//y,. 

la  nouvelle  expression  de  w  après  cette  transformation. 

Le  système  S^W  correspondant  doit  être  équivalent  au  système 

dy,  =  o,  ...,  t/yjj,_,  =  0, 

en  faisant  abstraction  de  la  variable  auxiliaire  /.  Ce  système  83*') 
doit  donc  être  vérifié,  quels  que  soient  dy,jj,  ...,  dy„,  quand  on  fait 
dyi  =  o,  .. .,  f/y.>^_i  =0.  De  plus,  puisque  dans  ce  cas  84  est  ideu- 

(')  Ces  équations  sont  distinctes,  car  le  délerniinant  des  hih  n'est  pas  nul, 
puisque  u  est  de  classe  ap. 
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tique  àSg,  l'équation  w'"  =  o  doit  ùlre  une  conséquence  des  équa 
lions  clyi=o,  ...,  ilij.,^_^^o.  ce  qui  exig-e  que  l'on  aitY2p  =  o,  ... 
Y.,  =  o.  Les  conditions 


f'iipdiji,,  + 


- .  .  .  +  bitull/n        hh<,,,dii-,,,  +  .  .  .  +  bkudlln  ,■  I .,,,_, ^ 

Y.  —  Y^  ^/,/,  — i,2,...,../>      i; 


devant  être  vériliées  (|uelles  que  soient  les  valeurs  def/y.,^,.  ...,  r/y„. 
on  doit  avoir,  jiour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  /;  supérieures 
à  zj)  —  I , 

bjh  likJi  _i__  y^ i_   ^Y/i- 

Y/  "~  Y/,  "  Y/  l?!/i,  ~  Y/,-  D///, 

Ces  relations  expriment  (|ue  le  l'apport  de  deux  quelconques  des 
coefficients  Yi,  . .  . ,  ^op—i  est  indépendant  de  y.^j,,  .. . ,  //„. 

La  forme  w'"  peut  donc  s'écrire  encore,  en  changeant  un  peu  les 
notations, 

„(i)  =  K(Y,r/^,  +   ...  +  y,,_,dy,^,_,), 

Yi,  Yj,  ...,  Yjj,_j  ne  dépendantque  de  y,,  ij,,,  ...,  y^p-i- 

Le  facteur  K  ne  peu  t  être  une  fonction  des  variables  y, ,  y, ,  . . . ,  y  .,^j_i 
seulement,  car  alors  «  serait  de  classe  2/3 —  i  et  non  de  classe  ip. 
On  peut  donc  prendre  ce  facteur  K  pour  la  variable  y,^^  par 
exemple,  et  écrire 


=  /A.^O'i'/y>  +   ■  •• 


^'  ip^idU-zp^i)- 


Les  intégrales  du  .svstème  Sj  sont  évidemment  //i, y^p-i^  !/2p^ 

et  l'on  voit  que,  dans  le  cas  d'une  forme  de  classe  paire,  rintégra- 
tion  du  systèmes,,  s'achève  sans  aucune  quadrature  quand  on  a 
intéeré  le  svstème  S,. 


Remarqle  l.  —  Elaul  donnée   une  forme   de   Pfafïw,  soil  11  hi   forme 
auxiliaire 

ii  =  j?„^i  w  -|-  (Lvn+l, 

où  Xn-t-i  est  une    variable  distincte  des  variables  .j,,  ....  œ„  qui  figu- 
rent dans  '•).  Le  covariaut  bilinéaire  il'  a  pour  expression 

11'  =  .X'n+lco'  4-  Sxn+i'-^  —  (/.rn  +  l(X|fî,C,  +     .  .  -f  XnSxti). 
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Le  svstome  unalogiie  à  Sj  pimr  la  forme  auxiliaire  11  est  donc  le  sui- 
vant 

(  .B/i  +  l(nii'/.f|  +   .  .  .    +  (lindXn)  —  XiiLcn  -1  =  0, 
(-2)  )  X,r/,r,  +  .  .  .  +  X„f/^-„  =  o, 

(  l/Xii~l  =  0,  (( ':=   I,  2,  ...,  h), 

et  se  compose  par  conséquent  du  système  S2  auquel  ou  aurait  adjoint 
l'cqualioD  dxn  +  i  =  o.  La  classe  de  li  est  donc  supt-rieure  d'une  unité 
à  la  classe  de  01,  ce  qui  paraissait  évident  a  priori. 

Les  équations  du  système  I3,  analogue  à  Sj,  pour  la  forme  il,  sont 
de  même 

(:;;,)     «,v/.'',  -(-...—  a,„d.r„  —     "         '-\      (  1'=  1.2,  ..  .,/(), 

el  on  en  di'duit,  par  une  combinaison  facile, 

(23)  7   {(ii,(I.Ci  -j-  ■  ■  ■  +a(Hf/.r„)'/-t"' =  o  =  — '-^^^  . 

Cela  posé,  nous  avons  à  distinguer  deux  cas,  suivant  la  parité  de  la 
classe  de  w.  Si  w  est  de  classe  impaire,  on  ne  peut  satisfaire  aux  équa- 
tions de  (ïj)  qu'en  posant  a  =  o,  ai,(lxi  +  ■  •  •  +  "indxn  =  o  ;  le  sys- 
tème Sj  s'obtient  en  adjoignant  l'équation  U  =  o  aux  équations  de  Sj . 
Si  w  est  de  classe  paire,  on  peut  satisfaire  aux  équations  de  Si  sans 
supposer  n  =:  o,  alors  la  relation  précédente  (2!!)  donne  w  =  o,  et  le 
système  Ï3  se  réduit  alors  au  svst'"'me  S3 


ai,fl.v,  -}-.■.-}-  iiind.Vn (/.g/i— 1 

Xi  x„^i 


{i-1,2,...,  n). 


où    l'on    a    écrit    le    dernier   rapport  ^ ''"""'"'   à   la   place   de  <//.  Ce  svs- 

Xn+l 
tème   admet,   outre  les   ■>/> — i    intégrales   indépendantes  de  .r/n-i,  une 
autre  intégrale  où  figure  j'n—l- 

REMAByii;  IL  —  On  a  remarqué  aussi  que  les  systèmes  Si  et  S, 
sont  toujours  distincts  :  le  premier  Sj  se  compose  d'un  nombre  pair 
d"équations,  tandis  ((ue  S,  renferme  un  nombre  impnir  d'équations 
linéairement  distinctes.  11  est  évident,  d'après  la  signification  même  du 
système  Sj,  (|ue  ce  système  ne  change  pas  quand  on  multiplie  la 
forme  'jj  par  un  l'acteur  (|uelconque  K,  comme  on  peut  s'en  assurer  par 
un  calcul  direct.  Nous  avons  fait  remarquer,  en  effet  (page  20),  que 
deux  éléments  linéaires  intégraux  en  involulion  de  w  =:  o  sont  aussi 
des  éléments  linéaires  intégraux  en  involulion  de  l'cquation  Kw=:o. 
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Remarque  III.  —  On  peut  opérer  comme  il  suit  pour  avoir  l'ordre  du 
système  S^  : 


Oiat/j;  +  .  ■  ■  +  OindjCn  . 


X, 


cinidjc,  +  ■  .  ■  +  "o.n— u/a-'/i— 1 


XidXi  +  . . .  +  X„rfj?„  =  o. 


Si  on  égale  les  premiers  rapports  à  dl,  il  faudra  chercher  le  nombre 
des  équations  linéairement  distinctes  du  système 

aiidxi  +  . .  .   +  aindxii  —  Xidt  =:  o,         (i  =:  i,  2,  .  .  . ,  n) 
X,c/j-.']  +  . . .  +  X„dXn  =  o, 

où  f/.Z'i,  . .  .,  dx,t,  r/^sont  reg'ardés  comme  les  inconnues,  et  diminuer  ce 
nombre  d'une  unité.  Cela  revient  à  chercher  l'ordre  des  premiers 
mineurs  du  déterminant  symétricjue  ijauche 


H  = 


qui  ne  sont  pas  nuls,  et  à  diminuer  ce  nombre  d'une  unité. 

L'ordre  des  premiers  mineurs  de  II  qui  ne  sont  pas  nuls  étant  tou- 
jours pair,  on  voit  bien  que  l'ordre  de  S^  est  toujours  un  nombre 
impair. 


0,1     «15,     , 

..  «i,„ 

-  X, 

«21  a.2„  . 

.,  (i-i.i, 

-  X, 

0,11  a„2,  . 

■  •   U,ui, 

—  x„ 

X,    X„    . 

■ ,  X,., 

0 

8.  Formes  de  classe  2  et  de  classe  3.  —  Si  une  forme  «  est 
décelasse  un,  le  covariant  bilinéaire  doit  être  nul  identiquement, 
puisque  le  système  Sj  contient  toujours  un  nombre  pair  d'équa- 
tions linéairement  distinctes  ;  w  est  donc  une  différentielle  exacte 
df,  et,  si  l'on  a  pris/" pour  la  variable  y^  par  exemple,  on  a  to  =  rf^j. 

Si  w  est  de  classe  deux,  le  système  Sj  ne  contient  que  deux  équa- 
tions distinctes  et  l'équation  w  =  oest  une  conséquence  de  celles-là. 
Il  s'ensuit  que  tous  les  déterminants  du  troisième  ordre  déduits  du 
tableau  (Tj)  doivent  être  nuls.  Si  l'on  prend  en  particulier  tous  les 
déterminants  du  troisième  ordre  que  l'on  déduit  de  ce  tableau  en 
associant  la  dernière  li;^ne  à  deux  autres  lig'nes  quelconques,  on 
retrouve  les  conditions  de  la  page  127  des  Leçons  sur  les  équations 
de  premier  ordre. 
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qui  expriment  que  l'équalioii  !»  =  o  est  complètement  iiilégrable. 
Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes  pour  que  wsoit  de  classes, 
car  les  équations  du  système  S.^  se  réduisent  à  deux  équations 
distinctes,  et  l'on  peut  évidemment  prendre  l'équation  w  =  o  pour 
l'une  d'elles. 

L'intégration  de  l'équation  «  =  o  permet  de  ramener  cette  équa- 
tion à  la  forme  canonique  (/////i,  et  cette  intégration  par  la  méthode 
de  Mayer  exige  une  opération  i . 

Quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes,  on  peut 
aussi  employer  la  méthode  de  J.  Bertrand.  Soient  en  effet  y,  et  y^ 
deux  intégrales  distinctes  du  système  S,  ;  on  a  démontré  que  l'on 
peut,  pai-  un  changement  de  variables,  mettre  w  sous  la  forme 
Yic/y,  +  Yoc/y,,  ou  Yi  et  Ya  ne  renferment  que^j  et  y^,  et  il  suffira 
d'intégrer  ensuite  l'équation  différentielle 

Y,f/y,  +  Y,f/(/j  =  o, 

pour  mettre  eulin  w  sous  la  forme  canonique  a^iluf 

Cette  méthode  exige  les  opérations  2,  i  et  i .  Elle  semble  donc 
plus  compliquée  que  la  première,  mais  11  est  à  remarquer  qu'elle 
n'introduit  aucune  difficulté  étrangère  au  problème.  En  effet,  si 
l'on  a  intégré  l'équation  w  =  o,  il  suffit  d'un  changement  de  varia- 
bles pour  ramener  w  à  une  forme  canonique  y^dy^,  et  on  a  immé- 
diatement l'intégrale  générale  y,  =  C(,  ^2  =  Cj  du  système  S^. 

Prenons  enfin  une  forme  w  de  classe  3.  Le  système  Si  se  compose 
de  deux  équations  et  le  système  Sjde  trois  équations.  Si  l'on  prend 
pour  variables  nouvelles  ^,,  yj  deux  intégrales  distinctes  de  Si, 
w  prend  la  nouvelle  forme  *■ 

w  =  Y,f///,  +  Yidy.  +  dy^, 

y^  étant  une  variable  distincte  des  deux  premières  qui  s'obtient 
par  une  quadrature  (n"  5),  et  Y,,  Yj  ne  dépendant  que  de  ^i,  y,. 
L'intégration  de  l'équation  du  premier  ordre  Ytdy^  +  Y.jC?(/j  =  o 
permet  enfin  de  ramener  w  à  la  forme  réduite 

rj(/£,  4-  dy^, 

z,,  îj.  ^3  étant  trois  fonctions  distinctes  des  variables  cT/.  Celte 
méthode  de  réduction  exige  les  opérations  2,  i,  une  quadrature  et 
une  autre  opération  i. 
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Prenons  par  exemple  une  forme  à  trois  variables  x,,  J?j,  0:3, 

lecovarlant  hilinéaire  est  identiquement  nul,  si  Ton  a  à  la  l'ois 
?Xi DX2 DX5 ?X^ c^ riX_i 

^.X",  :>Xi  '  ter,,  Dj'i  "  ^■Xl  ?.i':) 

et  M  est  alors  de  classe  un,  r„  =  (/yj.Si  le  covariant  Ijillnéaire  n'est 
pas  nul,  le  système  S^  se  compose  des  deux  équations 

da\ fte» dx^         _ 

DX2 ^         3OC3 dX,  zXi       dXj    ' 

?,r;i       ?,i'2         Dj'i       D,r;!  3j;.       3.ri 

pour  que  w  soit  de  classe  deux,  il  faut  et  il  suffit  que  ré([uation 
w  =  G  soit  une  conséquence  des  relations  précédentes,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait 

'\tx,        DxJ  '\?.r,        .\r3/  ^      '\\r,        tx,l 

Nous  retrouvons  la  condition  classique  d'intégraliilité. 

Prenons  le  cas  général  où  m  est  de  classe  trois,  et  supposons  que 
l'on  ait  obtenu  une  intégrale  particulière  du  sj'stème  Sj.  On  peut 
faire  un  changement  de  variables  tel  que,  pour  la  nouvelle  forme 
w  =  Yj^/^j  +  Yjf/f/a  +  Y.fdy.^,  y^  soit  une  intégrale  particulière  du 
système  correspondant  S^.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait, 

JY;  _  ?Y:,  ^ 
tlj,   ~  ?//,    ' 

en  posant 


"  =  /  Y////,  +  Yjf/y^ 


on  peut  encore  écrire 

u^du  +  (Y,  — - — J  dyt  =  du  +  ^'dyi. 

Cette  méthode,  qui  sera  étendue  plus  loin  à  une  forme  quelcon- 
que de  classe  trois,  exig*  seulement  une  opération  2  et  une  qua- 
drature. 
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9.  Formes  canoniques.  —  Les  irsullals  îles  i)aiai;iaiilies 
précédents  peuvent  être  résnmé.s  comme  il  suit  : 

1°  Etant  donnée  une  forme  de  Pl'alV  w  de  classe  a/>  +  i,  on  peut 
la  ramener  à  la  forme 

'''■l2)  +  i  ^^^  '''-^11   "I     ""i/)  +  l-       - 

Wj  étant  une  l'orme  de  classe  2p,  où  liniirent  seulement  up  \aria- 
bles,  et  la  variable  «2^+1  ne  fisfurant  pas  dans  wj^.  Cette  réduction 
exige  l'intégration  du  système  S3,  puis  un  changement  de  varia- 
bles où  l'on  prend  2/3  intégi'ales  distinctes  de  S3  parmi  les  nou- 
velles variables.  Ces  2/)  variables  sont  celles  qui  figurent  dans  '.1.,^,. 
Quant  à  «3^4.1.  on  la  détermine  par  une  quadrature,  et  cette  l'onc- 
tion n'est  pas  complètement  déterminée,  car  on  peut  lui  ajouter 
une  fonction  arliitraire  des  2/>  variables  qui  li^iiienl  dans  '.j^j,.  à 
condition  de  modifier  en  même  temps  les  cuefliclents  de  cette 
forme. 

2'^  Une  forme  «  de  classe  2p  peut  èlre  mise  sous  la  forme 


f.).,,  étant  une  forme  de  classe  2/1 — 1  où  ligureul  seulement 
■2p  —  I  variables,  et  la  variable  Mo^  ne  figurant  pas  dans  wj^_j. Cette 
réduction  e\ïa;e  l'intégration  du  système  S.j,  puis  un  changement 
de  varialik's  où  l'on  prend  -.'p —  i  intégrales  distinctes  de  S., 
parmi  les  variables  nouvelles. 

Le  coefficient  ;<2p  se  détermine  sans  aucune  quadrature,  eton  peut 
multiplier  ce  coefficient  par  une  fonction  arbitraire  des  vaiiables 
qui  figurent  dans  '.J2;,_i,  à  condition  de  modifier  en  même  temps 
les  coefficients  de  cette  forme. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  pro[)ositions  l'existence  d'une 
forme  canonique  pour  une  expression  de  PFafl'.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  w  soit  de  la  classe  2/>  4-  1  ;  après  une  première 
transformation,  nous  pouvons  écrire 

la  forme  wj^,  de  classe  paire  peut  à  son  tour  s'écrire 

'•'ip  ^^   "2p'''il>-l^ 
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"tp-i  étant  une  forme  de  classe  2p —  i  où  fig'urent  2/) —  i  variables 
seulement.  En  continuant  ainsi,  on  a  une  suite  d'égalités 

«3  =  «2      +    c/«3,  roj     =  Uy.,,, 

"»})>  «^2})-i'  •••!  ^^3'  '''2'  '■>{  s°"t  "^ss  formes  de  classe  marquée  par 
l'indice,  et,  d'après  la  façon  même  dont  on  obtient  ces  égalités,  les 
variables  «2^,^,,  u^^,  ...,  Wj  sont  indépendantes,  puisque  la  varia- 
ble Ui  ne  fig-ure  dans  aucune  des  formes  d'indice  inférieur  à  i. 

En  éliminant  «^  <U2,  ...,  «jj,  entre  ces  relations,  on  obtient  pour 
■^tp+i  l'expression 

Wop+l  =  C^«2p  +  l    +    "ip^lf-ip-l 

+  ihpUip-oduip-z  +  ■■■  +  "ip  ■■■  u^ii^dii^, 

ou,  plus  simplement,  en  changeant  de  notations, 

'■'tp+i  =  -îif/z/i  +  'i('!/2  +  •••  +  -pdyp  +  dij,^^, 

iJifU^i  ■•■t!/p+ii  ^11  ^2'  ■••'  ^p  formant  un  système  de  2/)+  i  fonc- 
tions distinctes  des  variables  primitives. 

On  verrait  de  la  même  façon  qu'une  forme  de  classe  paire  Ujj, 
peut  être  ramenée  à  la  forme  canonique. 

'^!p  =  -idiji  +  i^dy,^  +  . . .  +  r^c/z/j,, 
y,,  ...,  yp,z^,  ...,  s    formant  un  système  de  2/3  variables  distinctes. 

Les  résultais  démontrés  plus  haut  (n"  2)  se  trouvent  ainsi  éta- 
blis de  nouveau,  et  d'une  façon  beaucoup  plus  complète. 

Nous  avons  vu  déjà  comment  on  peut  déterminer  la  classe  d'une 
forme,  et  par  suite  le  type  auquel  elle  peut  être  ramenée.  La  démons- 
tration précédente  donne  en  même  temps  le  moyen,  au  moins  en 
théorie,  d'effectuer  la  réduction,  par  des  intégrations  successives 
de  systèmes  complets  et  des  changements  de  variables.  Remar- 
quons que  toutes  les  formes  successives  que  l'on  rencontre,  à  partir 
de  la  seconde,  sont  des  formes  ordinaires,  dont  la  classe  est  égale 
au  nombre  des  variables  qui  y  figurent. 
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Puisque  lieux  formes  de  même  classe  peuvent  être  ramenées  à 
une  même  forme  canonique,  on  peut  toujours  passer  de  l'une  à 
l'autre  par  un  changement  de  variables.  Le  seul  invariant  dune 
forme  de  Pfaff,  vis-à-vis  du  g'roupe  des  transformations  ponc- 
tuelles les  plus  générales,  est  la  classe  de  cette  forme. 

Les  propriétés  des  systèmes  Sj,  S^,  S3,  S4  deviennent  intui- 
tives sur  les  formes  canoniques.  Pour  une  forme  canonique  d'ordre 
impair,  on  a 

'"'ip+i  =  dzfiy^  —  dyMi  +  dz^^y^  —  dy^iz^  +  ••■  ; 
les  systèmes  Sj  et  S3  sont  formés  des  2/9  équations 

dyt  =  o,  ....  dy^  =  o.         dz^  =  o dz^  =  o. 

Les  systèmes  Sa  et  S4  s'obtiennent  en  adjoignant  aux  précédentes 
l'équation  rf^jp+i  =  0. 

Dans  le  cas  d'une  forme  canonique  d'ordre  pair,  10'.^^  a  la  même 
expression  que  tout  à  l'heure  ;  S)  et  S.^  sont  formés  des  zp  équa- 
tions. 

f/f/i  =r  o.  ..   ,  dyj,  =  o,       (/?!  =  0,  ...,  dz^  =  o, 
tandis  que  S,  et  S4  sont  formés  des  2p  —  i  équations 

dy,  =  o,  ...,  dy^=^o,         --:==--=...  =-^ , 

- 1  -  ;  ■';) 

et  admettent  les  2p  —  i  intégrales  y\.  y^,  .  •■,  //p,  -~  ,  ...,  ^  . 

Exemple  I.  —  Soil 

(u  =  XiXjd.Vî  +  XyV,dx%  +  (a;i  +  XiXi)dXi  +  x^x^dx^. 

Les  équations  du  système  S,  se  réduisent  à  quatre 

dxi  =  o,       dXi  =  o,       Xidxt  +  dx^  =  o,       x^dXi  +  x^dx^  =  o, 

et  w  ;=  oen  est  une  conséquence.  La  classe  est  donc  égale  à  4. 
Le  système  S3  se  compose  des  trois  équations 

,       ,         /       ,     ,                    dxi        dx3       Xidx,  —  x^dXi  —  XidXi 
x.dc',  +  x-^dxi  +  dx^  =  0, = =  -^ ■ — * — 5  , 

Xt  X3  XiXi 

et  on  voit  l'acilement  trois  intégrales  —  ,  XtXi  +  0*4,  x^x^^. 
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Posons — -=111,  x-^x-i  +  Xi'^^i/'),  XiXf  =  1/3,  el  prenons  un  nouveau 
X, 

syst(îniede  variables  jj,  .r,.  //j,  y«,  ij-^  ;  w  devient 

Comme  ou  le  savait  a  priori,  la  forme  dyt  +  l/i'lyz  est  de  troisième 
classe,  mais  il  est  inutile  de  continuer  le  calcul,  puisque  cette  forme 
est  canonique.  En  revenant  aux  premières  variables,  on  obtient  l'expres- 
sion facile  à  vérifier 

w  =  Xid{.ii\  +  x,x:,)  +  Xid(Xyr.). 

Exemple  II.  —  Soit 

w  =  Xidxi  +  XidXi  +  ■i"tdx2. 

La  classe  est  /rois,  et  le  système  de  Pfaff  se  compose  des  deux  équa- 
tions 

d(Xi  —  Xi)  __  d{x:,--Xi)  _  djXj  —  r;) 

Xr  X3  J^l  ' 

d'où  l'on  tire  les  intégrales  j'^  —  .i'i  =  1/2,  -'-'s  —  ^'-'i  ^  //s- 
Si  on  prend  j'i,  (/;,  1/3  pour  variables,  il  vient  en  effet 


clï^  +  ^A!/^-+!/^)\  + 


Uidijï  . 


Exemple  III.  —  Soit 

w  =  x^dx,  -\-  Xidx-2  +  x^dX}  +  Xidx^  +  Xidx,^. 
La  classe  est  cv'«y,  et  le  système  S3  donne  les  quatre  intégrales 
X,  —  X,  =  y.,       X3  —  .;■,  =  ^3,       x^  —  X,  =  IJ^,       .ï-3  -  .El  =  y,. 
Si  l'on  exprime  w  au  moyen  de  .r^,  i/i,  1/3,  y^,  y,^,  on  trouve 

«  =  f'    ^f-  +  a-,  (y»  +  i/s  +  y*  +  ,'/3)    +  ya'/yj  +  yaf/'/t  -!-  y»rfy3- 

La  forme 

(.j(l)  :=  y-idy-i  +  y:,di/i  -\-  yidy-^  est  de  classe  quatre, 

et  l'on  va  voir,  à  l'exemple  suivant,  comment  on  la  ramène  à  une  forme 
canonique. 

Exemple  \\ .  —  Soit 

w  ^  x^dX'i  -X-  x-idxi  +  Xidx^. 
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io 


Le  délerininaQt  A  : 


o  I  o 1 


-.1  (llllV'iiM]!  de  zoi-( 


Le  sysièiiic  S,  est 
on  en  lire  les  inte!>'rales 


Xi  =  ;/,,       .T,r  ■'-  =  i/„        ■-!  +  _t  —  ,y     . 
en  prenant  les  nouvelles  vaiiahles  //i.  y»,  y,,  .7-,,  ou  a  : 


y 


et  w  devient 


ys'' 


y2 


'Jtj 


=  .'/3e 


+  yse 


1  '/.'/3 


ya 


=  y..'/3'-  ~  "'-  'l'ji  +  U'.'-^  ~  '■''■  d,j,  =  //,<■  ~  'J--  Uj,  +  iMii  ,/y,^ , 

ce  qu'on  peut  écrire  Si'll/t  +  Cjfiyi-  '2.  -3.  !/i,  ,1/3   l'orniant  un  svstènie 
de  quatre  fonctions  distinctes. 

10.  Formation  des  systèmes  de  Pfaff  successifs.  —  La 
mt'tlioclf  de  réduction  précédente  exitçe  1  iiilé^ralioii  successive  des 
.systèmes  de  PïnÏÏ  associés  aux  formes  intermédiaires  que  l'on 
rencontre  dans  la  réduction.  En  utilisant  la  classification  des  inté- 
grales due  à  Cauchy,  G.  Darboux  (')  a  montre  que  l'on  pouvait 
écrire  ces  systèmes  de  Ffaff  successifs  d'avant  d'avoir  effectué 
aucune  intég'ration,  pourvu  que  l'on  choisisse  convenablement 
les  nouvelles  variables.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  o>  soit 
une  forme  de  classe  sp  à  n  variables  j?j,  x^,  ....  x,^.  Le  système 
S;j  cories[iondanl  admet  2/>  —  1  intégrales  distinries  ;  il  y  ;i  donr 


(')  G.  Dahboux.    Sur  le  pruljième   de  l'IatV  (UulU-tin  dex  Sciences  .Vallinnali- 
qaes  (i88a),  pp.  3o-3/i). 
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toujours  n  —  2/>  +  i  des  variables  xi  au  moins  qui  ne  sont  pas  des 
intégrales  de  ce  système. 

Pour  fixer  les  notations,  nous  supposerons  quç  x^^,  x^^j^^,  ...,  x^ 
ne  sont  pas  des  intégrales  de  Sg,  et  nous  désignerons  par  ^^^■  l'inté- 
grale du  système  S3  qui  se  réduit  à  a;,(<  =  i,  2,  ...,  2/; — i)  quand 
on  y  remplace  x^j,  par  x^^j,,  •3^2p+i  par  aj'^p+ii  ■■•>  x„  par  3:",^,  x''^^, 
ce",  _i_j,  ...,  j"^„  étant  un  système  de  constantes  numériques.  Si  l'on 
prend  pour  nouvelles  variables  Ui,  ii.^,  ...,  "2j,_i,  x^^,,  ...,  x,^,  on 
a  vu  plus  haut  que  l'on  a  une  identité  de  la  l'orme 

0)  =  y  Xn/xi  =  K  [U,(/mi  +  Ujc/ho  +  •••  +  ^2p-idu2p-i]^ 
/  =  i 

Uj,  U2,  ...,  Ujp.i  ne  dépendant  que  de  Hj,  ii^,  ...,  Woj,_i . 

Le  facteur  K  n'est  pas  complètement  déterminé,  car  on  peut  le 
diviser  par  une  fonction  arbitraire  de  u^,  Mj,  . . .,  lUp-i,  à  condition 
de  multiplier  les  coefficients  U,- par  lamême  fonction. 

On  peut  profiter  de  cette  indétermination  pour  supposer  que  ce 
facteur  se  réduit  à  l'unité  quand  on  fait  x^p  =  ^"sp,  ■  ■  ■■,  x^^x''^  ; 
en  efl'et,  s'il  se  réduit  à  une  fonction  'i^iiii,  «,,  ...,  U-ip-i)-'  •'  suffira 
de  le  diviser  par  i|'-  Ce  facteur  K  étant  choisi  de  cette  façon,  faisons 
maintenant 


dans  l'identité  précédente  ;  on  a  dx^^  =0,  ...,  dx^^  =  o  et 
a,,  ....  W2p._i  se  réduisent  respectivement  à  x,,  x^,  ...,  x,p_^.  Cette 
identité  devient  donc 

2p-  1  '2/j— 1 

2]  Xi{x„...,x.,j,_^,x'',j„  ...,xoJdxi=.  2]  ^'i{j^i,--,J^,p-i)dxf. 

i=i  i=l 

On  a  donc 

U,(.r,,  ^2,  ...,  x.,.p_i)  =  Xi{x,,  Xi,  ...,  x.2p_i  ;  x^.j,,  ...,  x",,), 
ou  encore 

U,(«i,    «2,    ...,?/2p_i)  =  X,(«,,«2,.-.,Ml>_i;^"2j„,    •..,    X",^) 

{'   ^   I,   2,    ....   2/) l). 
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ce  i|u'on  peut  exprimer  comme  il  suit:  La  nouvelle  forme  w,p_,, 
obtenue  après  la  première  transformation, 

se  déduit  do  la  forme 

en   y   remplaçant  Xi  par  ui  («=:i,   2,    ...,    2p  —  i),  x.^j,  par 
x\j,,  .  .  .,x„  par  j:'°„. 

De  même,  si  w  est  une  forme  de  classe  2^  +  i,  le  système  S3 
admet  2/j intégrales  distinctes,  et  on  peut  supposerque  JCjp+ii  •••)>C/! 
ne  sont  pas  des  intégrales  de  ce  système.  Soit,  comme  tout  à  l'heure 
Ui  une  intéi^rale  du  système  S3  se  réduisant  à  Xi  pour  x%p^^^  = 
•'""sb+i'  ■  •  ■'  J^u  =  ^r",,  ((^=  I,  2,  ...,  2p).  Si  l'on  prend  pour  nou- 
velles varialdes  w,,  «1 u-^^,,x■^^_^_^, Xn,  on  est  conduit,  comme 

on  l'a  vu  au  n"5  ,  à  une  identité  de  la  forme 

y  Xidxi  ^  dV  +  11, du,  +   .  .  .   +  Uoj.rfwjp, 

i-l 

Ui,  U),  ...,  LIop  ne  dépendant  que  des  variables  u,.  Ho,  ...,  Mop- 

La  fonction  U  n'est  pas  complètement  déterminée,  car  on  peut 
lui  ajouter  une  fonction  arbitraire  de  m,,  ...,«2^,,  à  condition  de 
modiKer  convenablement  les  coefKcients  U/,  et  on  peut  profiter  de 
cette  indétermination  pour  choisir  la  fonction  U  de  fayon  qu'elle 
soit  identiquement  nulle  quand  on  y  fait  J^jp+i  =  ■3^°2p+i-  •••, 
Xn  =  .x"/,. 

Si   l'on   remplace  maintenant  x-2p^^,  ...,  x,,  par  les   constantes 

numériques  ^"jp+i x''n  dans  les  deux  membres   de  l'identité 

précédente,  elle  devient 

îp  2/) 

y  Xiix^,  ...,  x„j,  ;  a;%p+i,  ...,  x\)dxi  =  V  U,;;^;,,  ...,  x,^p)dxi, 

1=1  i,=i 

et  on  en  conclut  comme  plus  haut  que  la  forme  de  Pfaff. 

"^sp  =  Uj(/«i  -f  Uoc/ho  +  .  .  .  +  V:t/lu,^ 

obtenue  après  la  première  transformation,  se  déduit  de  la  forme 

X,dx,  +  . .  .  +  X.,^d.r, 
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('/(  y  veiitplaçaiil  j\  par  ii r,^,  par  Mqj,,  ■J^-2ii+r  f^"' ^"^p+ii  ■■■i 

.r,i  jxtr  .r"n . 

Oïl  verra  un  peu  plus  loin  (Cliap.  H,  n"  18)  une  application 
importante  de  cette  propriété. 

11.  Rang  d'une  intégrale  de  Si.  —  Nous  allons  maintenant 
e.\'|ioser  des  méthodes  de  réduction  qui  exigent  beaucoup  moins 
d'intéyiations  que  la  méthode  générale  qui  ]n'écéde.  On  peut  les 
l'attacher  d'une  l'ai;on  très  simple  à  la  notion  du  rang  d'une  inté- 
i;rale  ilu  svstcme  So .  Nous  démontrerons  daliord  un  lemme  surles 
svstémes  d"éqiiatioiis  au.v  diflérentielles  totales.  Soit 

(24)       A/it/j-'i  +  Ai-if/j,  +  ...  +  A/„(/.r„  =0         (;'  =  I,  2,  ...,  m) 

lin  système  de  //(  équations  aux  ditt'érentielies  totales,  compre- 
nant r  équations  linéairement  distinctes  (r-^m),  formant  un 
système  complètement  intégrable.  Pour  que  x^  soit  une  intégrale 
(le  ce  système,  il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  obtenues  en 
remplaçant  x^  par  une  cunsfaute  et  dx^  par  zéro  dans  les  équa- 
tions (24),  se  réduisent  à  r  —  i  équations  distinctes. 

Va\  etl'et,  si  les  équations  (24)  forment  un  système  complètement 
intégral)k>  de  /'  équations  seulement,  dont  x^  soit  une  iutég-rale,  ce 
svstème  est  équivalent  à  un  système  de  la  forme 

(lj\  ==:  O dfr—i  =  O,  dx^  ::=  O, 

et  le  premier  nicmlire  de  l'une  quelcon([ue  des  équations  (24)  est 
une  combinaison  linéaire  de  dfi,  dfi,  ...,  dfr—i,dx^.  Ce  système 
ne  contient  donc  que  /■ —  1  équations  distinctes  quand  on  y  rempla- 
ce x^  par  une  constante,  et  f/,r,  ])ar  zéro.  Inversement,  si  les 
équations  (24)  se  réduisent  à  r  —  i  équations  distinctes  quand  on 
V  fait  Xi  ^C,  dxi  =  o,  il  faut  évidemment  que  les  r  intégrales 
distinctes/',,  ...,//■  du  .système  (24)  se  réduisent  à  r — i  fonctions 
distinctes  quand  on  suppose  x^  constant,  c'est-à-dire  que  Xi  soit 
une  fonction  de  ces  /•  intég-rales. 
Cela  posé,  soit  w  une  forme  de  Pfafl' 

co  =  V  Xidxi  ; 


ClIAPITRK    1.    —    FDRMF.S    CANONIOIIKS.  49 

si  l'on  rom[)la(:o  dans  celle  expression  x^  par  une  constant^, 
irailleurs  quelconque,  on  iloit  remplacer  r/.r^  par  zéro,  et  la^nou- 
velle  Forme  de  Pfall' 

Ji)—X,dx^  +  ■••  +  X„(/j"„, 

o  ù  a',  est  rei^arJo  comme  un  paramètre  élans  Xi,  ...,  X",  peut  être 
«l'une  classe  intérieure  à  celle  de  w.  Cherchons  d'abord  dans  (juels 
ras  cela  peut  arriver.  Soit  r  la  classe  de  w  :  c'est  aussi  le  nombre 
des  équations  linéairement  distinctes  du  système  S.,, 

i  r//|(/,r,  +  •••  +  eiiiidxn  ^  o,         (/=  i,  2,  ...,  /(), 
'  "  /  X,f/.ri  +  ...  +  X„clxn  =  o. 
La  classe  c''>  de  wf^l  est  de  même  ég-alc  au  nombre  des  équations 
linéairement  distinctes  du  système 

aic«dxi  +  ...  +  aicndxn  =  o,       [k  =2,3  ,...,  n). 


X/Z.ro  +  ...  -1-  X„dxn  =  o; 

Ce  nombre  c*''  est  au  moins  égal  à  c  —  2.  En  etl'et,  si  l'on  avait 
|iar  exemple  c")  =  c —  'A,  le  système  obtenu  en  faisant  dxi  =  o 
clans  les  équations  de  So  comprendrait  au  plus  c — 2  équations 
distinctes,  puisqu'on  obtient  ce  système  en  adjoignant  «ne  équation 
au  système  S^O.  Or  ceci  est  impossible,  puisque,  par  hypothèse,  le 
système  So  se  compose  de  c  équations  distinctes.  L'abaissement  de 
la  classe,  quand  on  passe  de  w  i"i  w'i',  est  donc  au  plus  de  deux 
un  il  es. 

11  y  a  certainement  un  abaissement  de  la  classe  si  x^  est  une 
intégrale  du  système  S,.  Dans  ce  cas,  en  effet,  d'après  le  lemme 
j)récédent,  les  équations  obtenues  en  Faisant  (/.r,  =  o  dans  les 
équations  de  ce  système  se  réduisent  à  c  —  i  équations  distinctes. 
Les  équations  du  système  So''),  qui  Font  partie  des  précédentes, 
comprennent  donc  au  plus  c —  i  équations  distinctes.  Pour  démon- 
trer la  réciproque,  nous  examinerons  séparément  les  Formes  de 
liasse  impaire  et  les  Formes  de  classe  paire. 

^'■1  (Jus. —  Soit  r.i  une  Forme  de  classe  -ip  -{-  i.  Le  système  Sj 
contient  ■>. p  +  i  équations  distinctes,  tandis  que,  par  hypothèse, 
le  système  Sj'i' en  contient  seulement  2 /j — i  ou  2/).  Si  So*'*  ne 
<'ontient  que  2/^  —  1  équations  distinctes,  le  système  S,'*! 

iS,"')         ri/.-^dx^  +   .  .  .  +  ah;,dxn=  o,       (A:  =  2,  3,  . .  .,  /?), 
G.  Ln-uns.  4 
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qui  comprend  toujours  un  nombre /;a/r  d'équations  linéairement 
distinctes,  se  réduit  forcément  à  un  système  de  %p-~i  équations 
linéairement  distinctes.  En  faisant  dx^  ^=  o  dans  les  équations  de 
Sj,  le  système  obtenu  contiendra  donc  moins  de  2/3  équations,  et 
par  suite  x^  est  une  intégrale  du  système  S^.  Inversement,  si  x ^ 
est  une  intég;rale  de  Sj,  le  système  Sj"),  qui  contient  moins  de  2/) 
équations  distinctes,  en  renferme  2/) — 2,  et  le  système  Sj'^l  eu 
contient  2/>  —  i . 

Supposons  eu  second  lieu  que  le  système  S»"'  contienne  2/) 
équations  distinctes  ;  le  système  Si''*  en  contiendra  lui-même  2p. 
La  forme  m*"  étant  de  classe  paire,  la  dernière  équation  de  S.,"'  est 
une  conséquence  des  équations  de  Sj'i'.  Il  eu  est  de  môme  de 
l'équation 

a^dx,  +  . . .  +  a,ndxn  =  o. 

En  effet,  puisque  les  formes  linéaires  ai^dx^  +  ...  +  aindxn, 
où  i  >  L,  sont  des  combinaisons  linéaires  de  2/j  d'entre  elles,  les 
formes  linéaires  ai,dxi  +  at^dx^  -\-  ...  +  aindXn,  où  ;  >  i,  com- 
prennent au  moins  2/)  formes  linéairement  distinctes  ;  elles  ne 
peuvent  en  contenir  davantage,  puisque  le  système  Sj  ne  comprend 
que  2/)  formes  linéairement  distinctes.  II  en  résulte  que  l'équation 

.   «i^fte,  +  .  . .  +  a,ndx„=^  o 

est  une  conséquence  des  n  —  i  dernières  équations  de  Sj  et, 
comme  elle  ne  contient  pas  dxi,  elle  est  une  conséquence  des 
équations  de  SjfD.  Le  système  obtenu  en  faisant  dx^  =  o  dans  les 
équations  de  Sj  se  réduit  donc  à  2/3  équations,  et  par  suite  x,  est 
une  intégrale  de  S,,  mais  ce  n'est  pas  une  intégrale  de  S^,  comme 
on  vient  de  le  voir.  Dans  le  cas  actuel,  Sj  est  identique  à  S^,  et  on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  /"orme  w  de  classe  sp  +  1.  jtour  fjue  la  classe 
de  la  forme  r,iW,  déduite  de  t^  en  y  remplaçant  x^par  une  con- 
stante quelconque,  soit  inférieure  à  2  p  +  i ,  il  faut  et  il  suffit 
que  x^  soit  une  intégrale  du  système  S,.  Si  x^  est  une  intégrale 
de  S2  sans  être  une  intégrale  de  S3,  w(i)  est  de  classe  2/)  ;  si  a;,  est 
une  intégrale  de  S.j,  u'i'  est  de  classe  2/)  —  i. 
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2'  Cas.  —  Soit  w  =  X^dJ;^  +  ...  +  Xjlx,^  une  forme  de  classe 
2p,  et  supposons  que  la  forme 

Ji>=Xj(ixj  +  ...  +  X,//.r„. 

où  Xi  est  regardé  comme  un  paramètre,  soit  de  classe  inférieure 
à  2/).  La  forme  auxiliaii-e 

a  =  ,x„+,(X,(/a;,  +  ...  +  X„(/x„)  +  d.r,^^^, 

où  a;„^i  est  une  v;iriable  distincte  de  Xi,  x,,  ...,  x,,,  est  alors  de 
classe  2/j  +  I,  tandis  que  la  forme 

ii"  =  x^^^[\JXi  +  .  .  .  +  X„(ix^)  +  (/j:-„+, 

est  de  classe  2p  ou  2p  —  i  (Voir  ir^  7.  Remarque). 

Cela  étant,  appliquons  le  résultat  qui  vient  d'être  établi  pour  les 
formes  de  classe  impaire  à  la  forme  il.  D'après  ce  résultat,  pour 
que  liCl  soit  de  classe  inférieure  à  2/)  +  i,  il  faut  cl  il  suffit  que  Xj 
soit  une  intég'rale  première  du  système  -,.  analos'ue  à  S,,  pour  la 
forme  il  ;  ce  système  est  ici 

Oi^dx^  +  . . .  +  aindxn  =  0,         {^i  ^  i,  2,  ...,  n) 

X,dx^  +    .  .  .    +  XndXn  =  O, 

r/jr„^,  =  o 

la  variable  auxiliaii-e  x„j_t  ne  Kg-urant  quedans  la  dernière  équation, 
pour  que  x,  soit  une  intéarrale  de  ce  système,  il  faut  et  il  suffit  que 
X,  soit  une  intég'rale  du  système  formé  par  les  n  +  i  premières 
équations,  c'est-à-dire  du  système  S,. 

Pour  que  w'"  soit  de  classe  2p — 2,  il  faut  et  il  suffit  que  ilOsoit 
de  classe  2p  —  i,  et  par  suite  que  a;,  soit  une  intégrale  du  sys- 
tème Ï3  analogue  à  S3  pour  la  forme  12  ;  ce  système  est  ici,  puis- 
que ra  est  de  classe  paire, 

rt/iiY.?-,  +    .  .  .    4-  aind-Fn  _  ll.Cn  ,-1 
-X;  ~    Xn-^l    ' 

c'est-à-dire  qu'il  est  identique  au  système  S3  associé  à  la  forme  w, 
si  l'on  fait  abstraction  du  dernier  rapport  où  ne  figure  que  la 
variable  au.viliaire. 

La   conclusion   est    la   même   que    pour    les    formes    de    classe 
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impaire  ;  et,  d'une  manière  générale,  la  classe  s'abaisse  d'une 
unité  quand  on  passe  de  w  à  «(''  si  Xi  est  une  intégrale  de  Sj 
{sans  être  une  intégrale  de  S.,),  et  de  deux  unités  si  .r,  est  une 
intégrale  de  Sg. 

Nous  dirons  dans  le  premier  cas  que  Xi  est  de  rang  un,  et  dans 
le  second  cas  que  Xi  est  une  intégrale  de  rang  deux. 

Ces  propriétés  sont  faciles  à  vérifier  sur  les  formes  canoniques. 
Soit 

'■'ip+i  =  ^^(ly^  +  ...  +  r//y,,  +  f/y^+i  ; 

si  l'on  remplace  y^+i  par  une  constante,  la  nouvelle  forme  est  de 
classe  2/3.  La  classe  s'abaisse  de  deux  unités  si  l'on  remplace  iji  ou  Zi 
par  une  constante  ;  si  l'on  suppose  par  e.xemple  r/=  C,  on  peut 
écrire  dyp_^,^  +  Cidyi  =  d^Up+i  +  ^'iyi)  6t,  au  lieu  de  trois  varia- 
yu  Si,  ^y+i,  on  n'en  a  plus  qu'une  g^,^_^  +  dgi. 

Prenons  encore  une  forme  de  classe  2/3.  Si  l'on  suppose  y,  =  C, 
la  classe  s'abaisse  de  deux  unités  ;  elle  s'abaisse  d'une  unité  seule- 
ment,  si    l'on  sujjpose  s,  ^^  C,  Mais   elle    s'abaisse  aussi  de  deux 

unités  si  l'on  suppose  le  rapport —égal  à  une  constante  C,  car  on 

-I 
peut  alors  écrire 

:,dy,  +  Sj(/y-2  =  s^d(!/,  +  Cy^\ 

et,  au  lieu  de  quatre  variables  g^,  y.,,  s^,  ^2,  on  n'en  a  que  deux,  s^ 
et  y^  +  Cy.2. 

12.  Nouvelle  méthode  de  réduction. —  La  propriété  précé- 
dente des  intégrales  du  système  Sj  conduit  à  une  méthode,  de 
réduction  plus  simple  que  la  première.  Soit 

0,  =X,(/xj  -|-  ...  +  X,^dx,^ 

une  forme  de  classe  sp  -{-  i.  Supposons  que  l'on  ait  obtenu  une 
intégrale  «j  du  système  S3  correspondant;  si  l'on  fait  un  change- 
ment de  variables  de  façon  que  «1  soit  une  des  nouvelles  variables 
indépendantes,  en  prenant  par  exemple  pourvariables,  u,,X2,  ...,  x„, 
l'expression  de  w  devient 

,„  =  U,r/H,  +  X„ii)(/.r2  +  ...  +  X„(i)f/.r„ 
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U,,  Xo*'*.  ...,  XJi)  étant  des  fonctions  des  variables  «,,  jc.,,  ...,  ,t„. 
D'après  ce  qui  vient  d'êtro  démontrt^  la  forme 

0,(1)  =  XoWdxn  +  ...  +  X,W(/x,^, 

où  M,  est  re^ardi'  comme  un  paramètre,  est  de  classe  2/3 —  i. 
Soit  (/■)  une  intégrale  du  système  de  Pfaflf  correspondant  S.j'",  qui 
est  d'ordre  sp —  2  ;  cette  intég^rale  dépend  des  variables  0^2'  ■••■>  -^«i 
et  aussi  en  g'énéral  de  u^  qui  y  fijçure  comme  paramètre.  Prenons 
pour  nouveau  système  de  variables  «j,  x.,,  ...,  Xn,  au  lieu  de 
(x^,  ...,,T„)  ;  il  faudra  pour  cela  poser 

Jj  =  /\it^,  a,,  j-.j,  ...,  Xn). 
En  faisant  ce  changement  de  variable  dans  la  forme  r.,  elle-même, 
on  doit  rem[)lacer  f/j?2  par 

^-  du,  +  ^-  du,  +  -^  dx..  +  ...  +  ^  dxa. 

et  w  devient 

,.,=  U/i'rfH,  +  V..^(^Vhi,  +  XjPirf.r,  +  ...  +  X„C3)(/x'„, 

tandis  que  ol*'  a  pour  nouvelle  expression 

.,(1)  =  U,ii)(/«o  +  X.,'.^)dx,,  +  . . .  +  Xn'^Mx,,. 

Si  dans  celte    forme  wC  on  rei^arde  u^  comme  constant,   ainsi 
que  «1,  la  forme 

,Ji)  =  X.^'i^dx.,  +    .  .  .   +   X„(2)f/j„^ 

OÙ  u^  et  II.,  ne  figurent  que  comme  paramètres,  est  de  classe  2/3—3. 
Soit  z/.|  une  intégrale  du  système  S./-)  correspondant,  qui  est 
d'ordre  'iji  —  t\.  Un  nouveau  changement  de  variables  permet 
d'écrire  w  sous  la  forme 

0.  =  U,t2)f/M,  +   U.,'2>(/h,   +   U,C2>afM3  +  cu(3), 

où  w'3i  est  une  nouvelle  forme 

,.,(3)  =  X,&)dx,    +    .  .  .    +  Xn^MXn 

qui  est  de  classe  2/3  —  .">  quand  on  regarde  m,,  î/.^,  w.j  comme  des 
paramètres   dans    les   coefficients.  En   continuant  ainsi,   au    bout 


54  LEÇONS    SUR    LE    PROBLÈME    DE    PFAFF. 

de p  transformations  de  ce  genre  dont  chacune  diminue  la  classe 
de  deux  unités,  on  aura  pour  w  une  expression  de  la  forme 

„  =  \J^ip)dn,  +  U.Wdu.  +  . . .  +  y-\,^P^clUj,  +  rJP), 

</j,  u,,  .  . . ,  Il  étant /3  variables  indépendantes,  Ui(/'',  . .  . ,  U  'PJdes 
fonctions  de  ces  p  variables  et  de  n  —  /;  variables  xt,  et  w<P)  une 
forme  de  classe  un,  quand  on  y  regarde  Mj,  ...,  (/^  comme  des  para- 
mètres. On  a  donc 

JP)  =  ciw  -  (^  du,  +  .  .  .   +  |X.  du\, 

la  fonction  V  se  déterminant  par  une  quadrature,  et  on  voit  qu'en 
modifiant  un  peu  les  notations,  l'expression  obtenue  pour  «  peut 
s'écrire 

r„  =:  s,f///,  +  Zidij.  +  . . .  +  z^dij.^,  +  <y^+,  ; 

la  forme  w  se  Lrouve  ainsi  ramenée  à  une  forme  canonique,  et  cette 
réduction  eœige  les  opérations  ^p,  2/j  —  a,  ...,  2,  et  une  quadra- 
ture, avec  des  changements  de  variables . 

La  méthode  est  la  même  pour  une  forme  de  classe  2p.  La  réduc- 
tion à  une  forme  canonique  exige  les  opérations  ip —  i,  ip —  3, 
...,  3,  I,  et  des  changements  de  variables. 

On  a  intégré  par  là-même  les  systèmes  S3  et  S2  relatifs  à  la 
forme  w.  Nous  avons  supposé,  pour  simplifier,  que  dans  chaque 
changement  de  variables,  on  conservait  toutes  les  variables  indé- 
pendantes Xi,  sauf  une,  qui  figuraient  dans  la  forme  d'où  l'on  part. 
Mais  il  est  clair  que  cette  hypothèse  n'est  nullement  nécessaire; 
l'essentiel  est  de  prendre  une  intégrale  du  système  SjO  auquel  on 
est  parvenu  pour  l'une  des  nouvelles  variables.  Remarquons  encore 
que,  quand  on  passe  d'une  forme  '.j<''  à  la  suivante,  la  classe  diminue 
de  deu.x  unités,  mais  le  nombre  des  variables  qui  figurent  dans  la 
nouvelle  forme  n'est  pas  forcément  égal  à  la  classe,  comme  il 
arrivait  dans  la  première  méthode  de  réduction. 

Exemple  I.  —  Reprenons  la  forme  considérée  plus  haut 

w  =  a\XidXi  +  x^xidxj  +  (-^^i  +  XiX.^)dx^  -f-  x^x^dx^ 
qui  est  de  classe  quatre.  Dans  la  nouvelle  méthode,  on  n'utilise  qu'une 
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des  inlég^rales  du  systènieSs  ;  posons,  par  exemple,  x,  ^r.rjn,.  L'expres- 
sion de  w  devient 

d'iiprès  la  théorie  générale,  si  on  considère  «i  comme  un  paramètre, 
cette  l'orme  w  est  de  classe  deux,  et  par  suite  l'équation  obtenue  en 
l'éisfalanl  à  zéro  est  coniplètenieiit  iiitéçrable.  On  vérifie  en  effet  immé- 
diatement que  l'on  a 

w  =  Xjfl   \    UyXîXi  +  XiX^j  +  U,Xi    i , 

en  regardant  toujours  u,  comme  constant,  et  par  conséquent,  si  l'on 
considère  aussi  ((,  comme  variable, 

o>  =  x/l  ■.  «i.i'j.rj  +  XiX^  +  «,J?,  (  —  •J^sl^i  +  XiX^du^  : 

au  moyen  des  variables  primitives,  m  aura  l'expression 

un  peu  différente  de  celle  qui  a  été  obtenue  plus  haut  (no  9,  Ex.  I). 

KxEMi'Li;  11.  —  Soit 

w  =  j-^dxi  -\-  Xidxi  +  Xidx3  +  •l^3dx^  +  x^d^r^ 

qui  est  de  classe  cini  (n»  9,  Ex.  III).  On  a  vu  que  j?2 —  -f"i  était  une 
intég'rale  de  83  ;  posons  .ri  =  i'o  +  Ui.  La  forme  w  devient 

w  —  X./lUi    +   '-il'l, 
Ol'l 

'.>"!  =  («1  +  X-2  +  J'3)fteî  +  XodX}  +  XfdXf  +  x^dx^. 

(Conformément  à  la  théorie  générale,  la  forme  w<*l  est  de  classe  trois, 
«luand  on  y  regarde  Uj  comme  une  con.stante,  elle  système  Sa''!  corres- 
pondant admet  les  deux  intégrales  x^  —  ccj,  x^  —  X3.  Pour  continuer 
l'application  de  la  méthode,  posons  x^  =  .ra  +  «a  ;  wCl  devient 

où  l'on  a  posé 

(.j(2l  =  (U,  +  JÎ!  +  ^3  -f-  X.^)dXi  +  X^dx,  +  {Xi  +   Ui)dXs. 

("ettc  forme  6)1-)  est  bien  une  différentielle  exacte 

d  ( -^  +  X2X3  +  ar.Xj  +  X2U1  +  XiUij, 
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quand  on  regarde  Ui  et  Uj  comme  des  paramètres,  et,  si  «j   et  it^  sont 
considérés  comme  des  variables,  on  a 

wCi  =  f/  I -?-  -|-  .j-2.r3  +  .i72a'5  +  .rjjii  +  a'ji^j  i  —  .r-ihi,  —  .r-dii,. 
En  remplaçant  «i  et  U;  par  leurs    valeurs,  on  trouve  successivement 

4)1=1  =  d\  .rfX,-\-  .X'jO-s  +  JCîXi ^-     +  x-,d(x-i  —  .Tj)  4-j:-5f/(j2  — x^), 

oo(')=„|!)  +  .TVf.Ci  —  j-sl, 
et  enfin 

0,  =  .„(-)  +  x~d(x,—xt)  +  x,d{Xi  —  X.), 
ou 

,  r  T^'-  1 

w  ^  d  \  XiXi  -\-  x^x^  +  J'î.r3 "-  1 

+  {Xi  —  x^)  d(Xi  —  J?,)  +  {Xi  -  Xi)d{Xi  —  .r,). 

Une  forme  w,  de  classe  supérieure  à  un,  peut  être  mise  d'une  infinité 
de  manières  sous  forme  canonique;  connaissani  une  de  ces  formes 
canoniques,  on  peut  en  déduire  toutes  les  autres  par  une  Iransforniation 
de  contact  (Leçons,  chop.  X,  n"^  78  et  80). 

Exercices 

Ramener  à  une  forme  canonique  les  expressions  suivantes  : 
XîXidXi  +  .rjf.r,  +  .;■.  +  x^)dx->  +  x^Xi  +  x^  -|-  x^)dx■^  +  Xi-r^rlx^ 
(X-,  +  x,)dx,  +  {■'■3  +  X,)dXi  +  (x,  +  x^)dx,  + 

(.r^  +  .r,)fte,i  +  {x^  +  .7-,)f/,r-  +  (x^  +  x.^dx^, 
■  l'-idXi  -\-  X3-\-  dx-tx^d.j's  +  x^dXi-\-Xgdx-^  +  .T,d.i\., 
■r^dxt  -\-  ix^dx-,  +  x^dx^  -\-  zx^dXi 
.rAl.ff  +  X3-dx2  +  ./•|-f/.ro 


CHAPITRE  II 

INTÉGRATION  D'UNE  ÉQUATION  DE  PFAFF 


13.  Classe  d'une  équation  de  PfafF.  —  Ouaiul  on  imiltiiilie 
iiiie  forme  île  PfatV  «  par  un  facteur  K,  fonction  des  varialiles  qui 
Hifurent  dans  m,  pouvant  aussi  renfermer  d'autres  variables,  la 
classe  de  la  nouvelle  forme  Kw  peut  être  égale,  supérieure  ou  infé- 
rieure à  celle  de  w.  On  le  voit  immédiatement  si  w  est  ramené  à 
une  forme  cauonii(ue  ;  si  m  est  de  classe  paire  2p  et  a  pour  forme 
canonique  -tiJi/t  +  ■■■  +  -,/li/p-  il  >ist  clair  que  la  forme  K(r,f/y, 
+  .  . .  +  s  di/  )  est  au  plus  de  classe  2/3,  mais  elle  peut  être  de 
classe  inféiieure  à  2p,  si  l'on  prend  par  exemple  K  =r  —  .  gi  ,,,  est 

de  classe  2/J  4-  i,  et  a  pour  forme  canonique  s^dy^  +  ■••  +  ~pdij 
4-  <lij^^^,  ilest  évidentquela  forme  K^5;f/y,  -f-  •■•  +  -/l'J,,  +  (^l/p+i] 
est  au  plus  (le  classe  a/j  -|-  2,  quelque  soit  le  facteur  K.  Il  résulte 
de  là  ([ue,  ([uol  que  soit  K,  la  (-lasse  de  Kw  ne  peut  dépasser  la 
classe  do  m  de  [dus  d'une  unité,  et  cela  n(^  peut  avoir  lieu  que  si  w 
est  de  classe  impaire. 

La  classe  de  Kw  ne  peut   non   plus  (Stre   inféiieure  de  plus  d'une 

unité   à  celle    de  oj,    car    la    multiplication    par  tt  augmenterait   la 
classe  de  Kw  de  plus  d'une  unité. 

Nous  appellerons  rl/isse  de  l't'qualion  w  =  o  la  classe  de  la 
forme  Km  qui  est  la  plus  petite  possible  quand  on  prend  pour  le 
fadeur  K  une  fonction  arbitraire  différente  de  zéro.  Cette  classe  y 
est  toujours  un  iKjinljrc  impair.  En  ert'et,  si  Kw  est  une  forme  de 
classe  [)aire.  avant  pour  forme  canoni((ue 

K.,  =  r,r/y,  +  ...  +  v('/i>- 
—  w  sera  une  forme  de  classe  imj)airo  s/)  —  i. 
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Puisque  la  classe  de  w  ne  peut  diminuer  de  plus  d'une  unité 
quand  on  donne  au-  facteur  K  toutes  les  formes  possibles,  il  s'en- 
suit que  si  M  est  une  forme  de  classe  impaire  2/3+1,  la  classe  de 
réqiiation  w  =  o  est  égale  à  la  classe  de  la  forme  w  elle-même. 

Au  contrairo,  nous  avons  remarqué  tout  à  l'hcnire  qu'en  multi- 
pliant une  forme  de  classe  paire  ip  par  un  l'acteur  K  convenable- 
ment choisi,  on  abaisse  la  classe.  Par  suite,  si  w  est  une  forme  de 
classe  paire  ip,  la  classe  de  l'équation  w  ^  o  est  égale  à  ip  —  i. 
Y  =  r  —  I . 

Si  on  écrit  la  classe  y  =  '.>.m  -\-  i.  le  nomijre  m  est  cg'al  à  p  pour 
une  forme  w  de  classe  impaire  ip  -\-  i,  et  à/>  —  1  par  une  forme  de 
classe  paire  2/). 

Pour  trouver  toutes  les  multiplicités  intégrales  d'une  équation 
de  Pfafl'  cj  =  o,  il  est  évident  que  l'on  peut  multiplier  le  premier 
membre  par  une  fonction  aibitraire  K  des  variables  qui  j'  figurent, 
et  il  est  naturel  de  choisir  ce  facteur  K  de  façon  que  la  nouvelle 
équation  Ko  =  o  renferme  le  plus  petit  nombre  de  variables  pos- 
sibles. C'est  ainsi  que  la  notion  de  classe  d'une  équation  de  Pfajf 
s'introduit  d  elle-même  dans  la  question. 

Le  nombre  //;  +  i  ^  ^-^ —  est  égal  au  plus  petit  nombre  de  dij- 

férentielles  q^ie  l'on  puisse  laisser  dans  l'équation  w  =  o  par  tous 
les  chang-ements  de  variables  possibles.. En  effet,  supposons  que, 
par  un  changement  de  variables  convenable,  on  ait  mis  w  sous  la 
forme 

(l)  '.)  =  \\dui  +    .  .  .    +   \^,dUr, 

aucun  des  coefficients  U;  n'étant  nul.  11  est  clair  que  l'équation 
M  =  o  est  équivalente  à  l'équation 

c/h,    +  ^  dlU_   +    ...    +  -pp  dUr 

dont  la  classe  est  au  plus  zr  —  i.  On  a  donc  y  -^  2r  —  i,  et  par 
suite  r  ^  "''  . 

"Sons  A'wona  (\u'  une  équat  ion  w  =  o  est  ramenée  à  la  forme  eano- 
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iiiijiic  lorsqiio,  dans  celle  é(|uali()ii,  ne  lii;iiriMil  r|iii'  -LJl —  z^rn  +  i 

(liftV'rentielles,  y  étant  la  classe  de  cette  forme.  Si,  par  un  chaiig-e- 
menl  de  variables  convenable,  on  a  mis  o>  sous  la  forme 

(2)  r.  =:  Y,r///,  +  .  .  .  +\,„dy,„  +  Y„.^,,/y,„^j, 

ré([uation  m  =0  peut  s'écrire,  en  divisant  tous  les  coefficients  par 


Y/  .  , 


Ym+l 


et  l'on  est  ramené  dans  tous  les  cas  à  résoudre  une  équation 
w  =  o,  où  w  est  une  forme  canonique  d'ordre  impair. 

Pour  ramener  une  équation  de  Pfaff  donnée  &j^o  à  la  forme  (3), 
où  le  nombre  m  a  la  plus  petite  valeurpossible,  nous  avonsencore 
deux  cas  à  distinguer,  suivant  la  parité  de  la  classe  de  u. 

/*■■  Cas.  —  Supposons  que  r,,  soit  de  classe  paire  2/)  ;  on  a  dans 
ce  cas  Y  :=  s/j  —  i ,  et  par  suit"  ///  +  t  =:  p,  de  sorte  que  le  pro- 
hlènie  revient  à  mettre  une  l'orme  de  classe  paire  tp  sous  la  forme 

Y,f///,  +  ...  +  Y/Vp. 

c'est-à-dire  à  mettre  w  sous  forme  canonique. 

z''  Cas.  —  Soit  w  une  forme  de  classe  impaire  2/3  +  i  ;  on  a, 
dans  ce  cas,  y  :=  2/>  +  1,  et  par  suite  m  +  \  =  p  -{-  i,  de  sorte 
qu'il  s'ag-it  de  ne  laisser  dans  l'expression  de  t.,  ([ue  p  +  i  diffé- 
rentielles. On  a  une  première  solution  de  ce  problème  si  on  a 
mis  r„  sous  forme  canonique 


=  -id'Ji  +   •  •  •  +  ^/l'Jr,  +  fly 


p+i' 


mais  ce  n'est  là  qu'une  solution  particulière,  où  le  coefficient  d'une 
des  différentielles  est  égal  à  l'unité. 

D'une   façon  générale,  si  la   forme  m  de  classe  2/)  +  i   ne  ren- 
ferme dans  son  expression  que  p  -\-  i  différentielles 

(4)  «  =  y.dij,  +  ...  +  Y/ii/,,  +  Y,,^,t/yp+„ 
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est  clair 

que 

.'/i- 

■  .'/2-   • 

••'^-"Y,;,-- 

Y/, 

Y;,+l 

forment  un  système  de  ip  +  i  varialiles  distinctes,  car  aiitremont 
l'équation  w  =  o  serait  de  classe  inférieure  à  2/j  +  i  ;  cetli»  équa- 
tion est  donc  ramenée  à  la  forme  (3)  où  m  =/J.  En  résumé, 
si  w  est  de  classe  impaire  ip  +  i,  pour  ramener  l'équation  w  =  o 
à  la  forme  canonique  (3),  il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir 
ramené  w  elle-même  à  une  forme  canonique.  //  suffit  d'avoir 
ramené  w  à  une  expression  où  ne  figurent  que  p  -j-  i  différen- 
tielles, les  coefficients  de  ces  différentielles  pouvant  être  quelcon- 
ques. 

Pour  liien  saisir  cette  distinction  entre  les  deux  problèmes,  con- 
sidérons une  l'orm;'  à  trois  variables 

M  =  X^d.r^  +  X,dx,, 

on   X|,   X.i    sont   des    fonctions    quelconques  des    trois    variables 

X,,    Xn,    X-j. 

Pour   ramener  o,  à   une    l'orme    canonique,  il   faudrait  intégrer 
le  système  S,,  qui  est  ici 

df. 


c'est-à-dire  le  système  le  [)lus  général  du  second  ordre  ayant  pour 
multiplicateur  l'unité.  Nous  voyons  an  contraire  que  l'équa- 
tion w  ^  o  est  mise  immédiatemenl   >ous  forme   canonique  si  l'on 

prend  pour  varialiles  x,.  x.^,  ei'-^  . 

Prenons  encore  la  forme  la  plus  ç-énérale  à  trois  variables 

o,  =  X^dxi  +  Xidx.  +  X-jf/j?.,. 

où  Xj.Xj.Xj  sont  des  fonctions  quelconques  des  variables  j;,,j;2,j:,. 
Pour  la  ramener  à  une  e.xpression  où  ne  fig'urentque  deux  diffé- 
rentielles,  on  peut  procéder  comme  au  n"  8,  en   considérant    la 
forme  auxiliaire 

rJi)  =  X.dXi  +  X^dxg, 

où  l'on  rcijarde  j\  comme  un  paramètre.  Celte  l'orme  est  de  classe 
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lieux  eu  général,  et  ou  [leut  la  mettre  sous  la  forme  ii^du^  ])ar  un 
chang'ement  de  varialiles,  pourvu  qu'on  ait  intégré  l'équalion 
ditl'érentielle  wO  =  o,  où  x^  est  traité  comnu-  une  constante.  Le 
même  changement  de  variables  appliqué  à  la  forme  w  conduira  à 
niio  expression  où  ne  figurent  que  deux  difFéreatielles  dxi  et  du^. 
Ce  procédé  se  rattache  ;\  la  méthode  "'énérale  du  paracraphe 
suivant. 

14.  Caractéristiques.  —  Dans  l'étude  il'une  équation  de 
Platl,  /('  sijsièiiie  C(ir/iciei'i.slii/ue  S^  délini  plus  haut  (n"  7)  joue  le 
même  rôle  que  le  Système  de  Pfafl"  S3  dans  l'étude  de  la  forme  de 
PfalV  elle-même.  Ce  système  S^,  qui  coïncide  avec  Sj  si  la  classe 
de  <i)  est  un  nombre  pair,  et  avec  S,  si  la  classe  est  un  nombre 
impair,  s'obtient  en  écrivant  qu'un  élément  intégral  {dx^',  dx.^,  ..., 
dxj  est  en  iuvolution  avec  tous  les  autres  éléments  linéaires  inté- 
graux. Il  est  évidemment  le  même  pour  une  forme  w  et  pour  une 
forme  Kw,  quelle  que  soit  la  fonction  par  laquelle  on  multiplie  la 
forme  w  ;  c'est  une  conséquence  immédiate  de  sa  signilication . 
C'est  aussi  un  covariant  de  w  relativement  à  tout  chan^'ement  de 
variables.  On  peut  donc  dire  que  le  système  caractéristique  S^  est 
un  covariunt  de  l'équation  de  Pfaffu,  =  o,  quand  on  effectue  un 
changement  de  variables  quelconques,  et  qu'on  multiplie  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  par  un  facteur  quelconque.  Nous  avons 
vu  (n"  7)  que  ce  système  est  complètement  intégrable,  et  il  se  com- 
pose d'un  nombre  impair  d'équations,  qui  est  jjrécisément  égal  à 
la  classe  y  de  l'équation  w  =  o.  Nous  dirons,  pour  abréger,  que  , 
toute  intégrale  du  système  S.j  est  nne  variable  caractéristif/ue  II  y 
a  donc  ■;  variables  caractérisli(|ues  distinctes  pour  une  équation  de 
classe  v. 

Si  une  équation  de  l't'atf,  de  classe  y,  a  été  ramenée  à  une  forme 
canonique,  les  y  variables  qui  y  Jigurent  sont  des  variables  rarac- 
leris/iques.  Les  variables  qui  figurent  dans  une  équation  de  Pfatf 
sont  les  variables  qui  figurent  sous  le  signe  d,  et  les  rapports  de 
deux  coefficients  quelconques  des  différentielles. 

Supposons,  en  efifet,  qu'une  équation  de  Pfaif,  de  classe 
Y  =  -jr»  +  1 ,  ait  été  mise  sous  la  forme 

s^dy,  +  ...  +  :,„dy,,,  +  dy„,^^  =0; 
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pour  cette  forme  canonique,  le  système  caractéristique  S^  se  com- 
pose des  zm  +  i  équation 

di/i  =^  o,  ...,  c/(/,„_,.i  =  o,       ds^  =  o,  ...,  ds„^  =  o. 

Les  fonctions  //,,  Sk  des  variables  Xi  sont  donc  des  intégrales  du 
système  caractéristique,  quelles  que  soient  les  variables  au  moyeu 
desquelles  on  exprime  la  forme  w.  Si  une  équation  a  été  ramenée  à 
une  forme  canonique,  ou  en  déduit  donc  immédiatement  l'intégrale 
générale  du  système  caractéristique.  Cela  posé,  pour  ramener  une 
équation  de  Pfnjf^  =  o  de  classe  ini  +  i,  à  une  forme  canonique, 
on  peut  procéder  comme  au  n"  12  pour  ramener  une  forme  de 
Pfajfk  une  forme. canonique  ;  il  suffit  de  remplacer  le  système  de 
Pfaff  S3  par  le  système  caractéristique  S^.  Les  deux  calculs  sont 
d'ailleurs  identiques  si  w  est  de  classe  paire,  car  alors  dans  ce  cas  S3 
et  S4  coïncident  pour  la  forme  w,  et  pour  toutes  les  autres  formes 
que  l'on  rencontre  dans  le  calcul. 

Soit,  dans  le  cas  général,  «j  une  intégrale  du  système  caractéris- 
tique S4  ;  si  on  prend  pour  variables  «j,  .r^,  ...,  j;„,  l'équatiou  de 
Pfaff  s'écrit 

w  =  Uif/Mi  +  X.Wdx,  +  ...  -I-  X„(i)d/j"„  =  Uif/M,  4-  w(')  =  o. 

L'équation  wC.ii^o  est  de  classe  im  —  i  quand  on  y  regarde  u^ 
comme  un  paramètre.  La  propriété  est  immédiate  si  la  forme  w  est 
de  classe  paire  2/ji,  car  S^  coïncide  avec  S3,  la  forme  u  est  de 
classe  ^p  —  I,  et  ojC)  de  classe  Q.p  —  3.  Si  la  forme  u  est  de  classe 
impaire  2p -\-  i,  la  forme  u(i'  est  de  classe  2/j  ou  ip  —  i,  puis- 
que S.J  coïncide  dans  ce  cas  avec  Sj,  et  l'équation  mO  =^  o  est  de 
classe  zp  —  I.  Eu  déterminant  ensuite  une  intégrale  du  système 
caractéristiq.ue  relatif  à  wWz^o,  et  ainsi  de  suite,  on  démontre 
comme  au  n"  12,  qu'on  arrivera  à  mettre  l'équation  u  =:  o  sous 
une  forme  où  ne  figurent  que  m  -\-  i  différentielles,  c'est-à-dire  à 
une  forme  canonique. 

Si  par  exemple  w  est  une  forme  de  classe  impaire  2W  +  i,  ou  ne 
figurent  que  2w  +  i  variables,  toutes  ces  variables  sont  des  inté- 
grales du  système  caractéristique,  et  en  écrivant  l'équation 

Xjf/xi  -h  wHi  =  o, 

l'équation  (.j(<)  =  o,   où  l'on   regarde  .r,  comme   un   paramètre,   est 
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déclasse  2m  —  i.  C'est  la  g-énéralisatin  n  <lo  la  }omar([iie  (jui  ter- 
mine le  paragraphe  précédent. 

Remarque.  — On  peut  aussi  comme  plus  haut  (11°  11)  ramener  une 
forme  m  de  classe  impaire  2/j  +  i  à  n  variables  à  une  forme  li  =.  ''^^.jO) 
+  dœ  de  classe  paire.  Si  il  a  clé  ramenée  à  une  forme  canonique, 
avec  p  +  I  différentielles,  il  suffira  d'y  remplacer  .t',;^;  par  une  con- 
stante pour  avoir  l'équation  w^  o  sous  forme  canonique. 

Soit  r,,  une  l'orme  à  n  variables,  telle  que  l'équation  w  =  o  soit  de 
classe  Y  ;  en  égalant  à  des  constantes  les  y  variables  caractéristi- 
ques, on  obtient  les  équations  d'une  famille  de  multiplicités  à 
n  —  Y  dimensions  dans  l'espace  à  n  dimensions 

H,  =  C|,       11-2  =  Cj,        .  .  .        a..  =  C, 

telle  ([ii'il  eu  ])assc  une  par  chaque  point  de  l'espace  (jîi,  ...,  x,,). 
Ce  sont  les  mnltipUcités  caractéristiques  de  l'équation  to  —  o. 

Si  n  est  pair,  y  étant  impair,  il  y  a  toujours  des  multiplicités 
caractéristiques  à  un  nombre  impair  de  dimensions.  Si  n  est 
impair,  il  y  a  dos  multiplicités  caractéristiques  à  un  nombre 
pair  de  dimensions,  lorsque  «  est  une  l'orme  exceptionnelle,  où 
le  nombre  des  variables  dépasse  la  classe  ;  si  u  est  une  forme  ordi- 
naire, il  n'y  a  pas  de  caractéristiques. 

15.  Intégration  d'une  équation  canonique.  —  Toutes  les 
multiplicités  intégrales  de  l'étiuation  w  =  o  de  forme  canonique 

(•'')  -i^lh  -h  •  •  ■  +  s:,jlu.a  +  <'/„,+,  =0. 

peuvent  être  obtenues  par  des  opérations  algébriques  ('). 

Rappelons  brièvement  la  solution.  D'après  l'équation  (5),  il 
existe  une  relation  au  moins  entre  les  variables  1/1,1/2,  ■■•,!/m+i- 
Supposons  qu'il  y  ait  /;  relations  distinctes  et  h  seulement  entre 
ces  variables  (o  <;  //  -^  m  -f-  i)  ;  au  lieu  de  les  supposer   résolues 


(')  Leçons  sur  t'infryralion  des   équations  aux  dérivées  jiartielles    du  premier 
ordre  (Chap.  IX,  pp.  .3i5-.'Î2o). 
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par  rapport  à  h  des  variables,  écrivons-les  sous  la  l'orme  la  plus 
générale 

(6)  <l,{ij,,  ...,y„,^j=o,  ...,  'lh(y^,  ...,//„.+  ,)  =  0, 

les  h  fonctions  A,-  étant  distinctes,  et  l'une  au  moins  renfermant  la 
variable  y^j+j.  La  relation  (5)  doit  être  une  combinaison  linéaire 
des  II  relations 

(7)  t/'i,  ==0,   ....  d'\h  =  o, 

puisqu'il  résulte  des  hypothèses  qu'il  ne  peut  exister  entre  les 
différentielles  f/y,  aucune  relation  linéaire  distinctede  celles-là.  On 
doit  donc  avoir  une  identité  de  la  forme 

z^dij,  +  ...  +  :,j/i/,„  +  r/y,,,^,  =  \dl,  +  ...  +  l/,d!^n, 

A|,  ...,  X/j  étant  /(  coefficients  indéterminés,  ce  qui'  entraîne  les 
m  4-  I  relations  nouvelles. 

[  3 '/„,  +  ]  3;/«!  +  l 

Ces  m  4-  I  équationssont  distinctes,  puisquetous  les  déterminants 
d'ordre  h  que  l'on  peut  déduire  du  tableau  des  dérivées  partielles 
des  fonctions  i/j  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  L'élimination  des  h 
paramètres  ).,•  entre  ces  m  -f-  1  équations  conduira  donc  à  un  sys- 
tème de  m  -\-  1  —  /(  relations  entre  les  variables  i/i,  Zi, 

(9)  "/.(.'/i-  ya.  •■•>  .y„,,H  ;  -i'-2'  ■••'5j=o 

[k  =1,2,  ...,  m  4-  I  — h). 

Inversement,  toute  multiplicité  M  dans  l'espaceà  un  +  i  dimen- 
sions telle  que  les  coordonnées  de  l'un  c|uelconque  de  ses  points 
(//j,  ...,  ?/,„^.,  ;  s^,  ...,  r,„)  vérifient  les  m  -\-  i  relations  (6)  et  (9)  est 
une  multiplicité  intég-rale  de  l'équation  w  =  o.  On  obtiendra  donc 
toutes  les  intégrales  de  l'équation  oj  =  o  en  prenant  tous  les  sys- 
tèmes de  m  fonctions  distinctes  'i'i,'!^'  •••'  '^ii>  des  variables  y,-,  l'une 
au  moins  renfermant  y,„j^i  (o  <  A  -^  m  -\-  i),  et  en  adjoig-nant  au.x 
m  -\-  I   équations  (G)  et  (9)  un   système    de    y  relations    choisies 
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ailiiliMirement  entre  les  varial)les //i,  r,,  pourvu  i|u'elles  ue  soient 
p;is  incompaliblos  avec  les  premières. 

La  nuiltii>licitéintégTaleainsi  obtenue  esta  2/rt  +  i  — (//(  4-  i  +  </) 
;=  ///  —  (j  dimensions,  puisque  les  équations  (6)  et  (g)  sont  au 
noinlirt'  de  ni  +  i-  On  ol)tienilrM  les  multiplicités  intégrales 
d'ordre  maximum  eu  supposant  y  =  o.  En  résumé,  les  multipli- 
n'fcs  iiifi'f/rriles  ai/nnt  le  nombre  maximum  de  dimensions  sont 
des  /nidliplicilés  h  ta  dimensions  que  ion  obtient  en  établissant 
entre  les  s/ti  +  i  nariubles  yi,  s/c  un  système  de  m  -\-  i  relations 
de  la/orme  (0)  et  (y),  les  Jonctions  iiét/int  arbitraires. 

Toute  multiplicité  intég'rale  Mm—q  à  m  —  (/  dimensions  est 
située  sui-  une  multiplicité  intégrale  M„j  à  m  dimensions,  et 
s'obtient  en  adjoiiynaut  aux  équations  qui  délinissent  M,„  q  relations 
nouvelles  choisies  arbitrairement  et  distinctes  des  premières. 

Remarque.  —  On  peut  écrire  les  équations  de  ^\.^  en  adjoig'nant 
aux  relations  ((V)  les  équations 


+  ...+>./, 


Hh 


(i  =  I,  2,  ...,  m). 


"1  r  r  •  ■  •  -r  '■/(  T 

3.'//H  +  l  ».'/m+l 

qui  ilonnent  les  variables  jr,  en  l'onction  de  h  —  i  paramètres 
.-  ,  ...,  T-^  etdes  variables)//, quidépendentelles-mêmesde//i  —  h+  i 
variables  indépendantes. 

Soient  .M/,  iiiK-  intégrale  à  A  dimensions  de  réquation  (5)  et 
(.'/i">  ■•■'  {/"m -.1,  -1°,  .  ,  -"m)  un  point  ordinaire  de  Ma.  Les  coordon- 
nées d'un  élément  de  M/;  voisin  de  celui-là  peuvent  s'exprimer  au 
moyen  de  h  d'entre  elles  prises  pour  variables  indépendantes.  On 
peut  toujours  prendre  pour  ces  h  variables  indépendantes  a  des 
variables  ///  et  /t  —  «  des  variables  r/,  toutes  ces  variatjtes  ayant  des 
initiées  différents. 

En  ett'et,  si  i/m  +  l  est  une  des  variables  indépendantes,  l'une  au  moins 
des  variables  //i,  //o,   •.-,  .'/.«  dépend  de  y,H-ui,  et  la  relation 

G .   Lrçnns.  5 
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que  l'on  déduit  de  l'équation  de  PfafF  (5)  prouve  que  toutes  les  déri 


J.'/i  _^ 


ne  peuvent  être  nulles  à  la  fois.  Si  par  exemple 


la  dérivée — ''-J^ —  n'est  pas  nulle  pour  les  coordonnées  de  l'élément  con- 

3ym  f  1 

sidéré,   on    peut   prendre   i/i    pour   variable  indépendante    à   la    place 
de  i/m+i,  en  conservant  les  autres  variables  indépendantes. 

D'autre  part,  supposons  que  deux  variables  de  même  indice,  //i  et  ri 
par  exemple,  fassent  partie  des  h  variables  indépendantes.  De  la  rela- 
tion (5)  on  déduit   les  expressions  de-^-^^^ et     '  '"^    au   moyen  des 

dérivées  de  i/^,  ...,  }/m,  '■>,  •■■•  -m  par  rapport  aux  mêmes  variables,  et 
la  condition  d'intégrabilité  conduit  à  la  relation 


D(//-.-/)  _  ,    ,   D(//;.-"2)    ,  ,    D (//,„,  r,„)  _ 


Z-  D(/y.,  r,)  "^  D(y„  r,)  ^   "  '  "   ^    D(y.,  r.) 


=  o. 


i>p. 


Il  faudra  donc  que  l'un  au  moins  des  indices  2,  3,  ...,in  ne  figure 
pas  parmi  les  indices  des  variables  indépendantes,  sans  quoi  tous  les 
termes  qui  suivent  le  premier  seraient  nuls  dans  la  relation  précé- 
dente. Nous  pouvons  supposer  que  l'on  ait  cboisi  les  notations  de  façon 
que  les  indices  des  variables  indépendantes  soient  i,  ■2....,p;  alors 
toutes  les  dérivées 

Zt/i  ij/i  ?r;  Dr,- 

D//I   '         Dr,    '  Dy,  '  Dr,  ' 

ne  pourront  être  nulles  pour  l'élément  initial.  Supposons  par  exemple 
que— s^^^i-^  ne  soit  pas  nul   pour  cet  élément  ;  on  pourra  alors  prendre 

i/p+l  pour  variable  indépendante  à  la  place  de  y,.  Les  indices  i  etp-\-  i 
figureront  chacun  une  fois  dans  les  variables  indépendantes,  et  les 
indices  qui  n'y  figurent  pas  sont  /)  +  2,  .  . .,  m.  Si  un  des  indices 
2,  3,  ...,  p  figure  encore  deux  fois  dans  les  variables  indépendantes, 
on  peut  recommencer  la  même  opératioti,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  un  système  de  h  variables  indépendantes  oij  tous  les 
indices  sont  différents. 

Ce  raisonnement  prouve  en  même  temps  que  le  nomlxe  A  ne  peut 
être  supérieur  à  ni. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  /i  variables  indépendantes  sont 
.'/,>  !/i>  ■    •.  ,'/«.  -«+1'  •  ■  •'  ^l>-  Soient 

!//,-,  1  =  iii,+i  (//,,  ...,.'/«  ;  r       ,  ...,  r/,),  ,'//H--2  =  "l'+'i'  ■•■.  .'/«  —  "«- 
r/H  1  =  ;'A  +  l(,'/i,  ...,.'/„  ;  :„^^,...,  r/,),  r/i+o  =  L'/,+<i,  ...,  r„.  =  i',„ 
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les  expressions  de  y/i+l,  ...,  //m,  -A+l,  ...,  s„  en  foDctioa  des  varia- 
bles indépendantes,  u,,  ...,  u^,  u,,  ...,««  désignant  des  fonctions 
arbitraires  qui  prennent  respectivement  les  valeurs  y'A-fi,  ...,  r„,°  pour 
les  valeurs //i",  ...,1/^",  -"j,,,,  ....  sh".  Nous  écrirons  l'expression 
de  i/m  ':  1  coinnic  il  suit 

(11)    ym-,  1  =  w(;/„  ...,//«;  ^«^1,  . .  . ,  r/,)  -  !/^^^^„_^^  —  ...  —  yAH, 

(/'  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire  qui  doit  satisfaire  à  une  con- 
dition initiale  évidente.  En  portant  ces  expressions  de  i/n+l,  ... ,!/„!, 
ym+\,  'A+ij  . . .,  ~m  dans  l'équation  de  PfafF  (5),  et  en  ég'alant  à  zéro 
les  coefficients  de  rf//,,  ....  (l'Jf^.,  dz^  ,  .  , .,  dzh.  on  obtient  les  expres- 
sion des  autres  coordonnées  11,.  ,  .,  . . . ,  1/,,  Si,  . .  . ,  s„, 
•'«-1-1'  -'/(  '     a' 


^«+1  = 


+  vh-i-i 


+   ...+". 


(12) 


^!/, 


+  v„ 


:>ii,„ 


''y^ 


—  Wi  +  1 


'y« 


Les  formules  (lo),  (i  i),  et  (12)  représentent  la  nuiltiplicité  inlég'rale 
M/,  dans  le  voisinage  de  l'élément  donné  ('). 

En  particulier  si  /(  =  m,  il  y  a  une  seule  fonction  arbitraire  ir  de  m 
arguments,  et  les  formules  qui  représentent  une  intégrale  à  m  dimen- 
sions sont  les  suivantes  [Cf.  Leçons,  p.  3ig,  formules  (11)]. 


'J"Hl  =  't'd/u  •-,.'/«;  -c 


(.3) 


y«+l  = 


?((' 
^'"=^; 


?yi 


16.  Résolution  de   l'équation    générale.   —   Soit   (■>   u 
forme  de  Pfatt'  à  n  variables  .c,,  X2,  ...,  x^.  L'équation 

(i/l)  M  =  Xjf/xi  4-  . . .  +  X,^dx„  =  G 

(')  C.\HTAN.  Annale.<:  de  l'Ecole  Xormnlf  Supérieure,  3"  série,  I.  .XVI,  p.  370. 
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sera  imrtK^'diatement  résolue,  d'après  le  paragraphe  précédent,  si 
on  a  pu  ramener  cette  équation  à  une  forme  canonique,  où  ne 
fijfurent  que  m  +  i  différentielles,  quand  celte  équation  est  de 
classe  Y  =  2m  -1-  '•  Toute  multiplicité  intégrale  est  déKnie,  nous 
venons  de  le  voir,  par  un  système  de  wi  +  i  relations,  dépendant 
de  fonctions  arbitraires,  entre  les  variables  de  la  forme  réduite. 
Il  s'ensuit  que  toute  intégrale  de  l'équation  (i4)  est  elle-même 
définie  par  un  système  de  m  -\-  i  relations  entre  les  variai  des  Xi, 
auxquelles  on  [leut  ajouter  un  nombre  quelconque  de  relations 
arbitraires  nouvelles  entre  ces  variables,  pourvu  qu'elles  ne  soient 
pas  incompatibles  avec  les  premières. 

Les  multiplicités   intégrales  d'ordre  maximum  sont   donc   des 

multiplicités  à  n  —  (w  +  \)  ^^  n LIE —  dimensions,  si  y  est  la 

classe  de  l'équation  w^o;de[jlus,  toute  multiplicité  intégrale 
d'ordre  inférieur  à  cette  limite  est  située  sur  une  multiplicité  inlé- 
g'rale  d'ordre  maximum. 

Il  est  facile  d'avoir  une  limite  inférieure  du  nombre  n  —  -'— î —  . 
En  effet  si  /(  est  pair,  n  =  ip,  y  est  au  plus  égal  à  2/; —  i,  -'-^t — 
est  au  plus  é^al  à  p,  et  par  suite  on  an ^-^ —  ^  /;  =  —  . 

De  même  si  «  ^  3/3  +  i,  y  est   au   plus  égal  à  2/)  +  i,  et  par 

suite /« — --^ — ^  ».  Dans  les    deux   cas,  les   multiplicités   inté- 
2        ^ 

grales  d'ordre  maximum  sont  d'un  ordre  au  moins  égal  à  la  partie 
entière  de  —  (Cf.  u"  6). 

La  méthode  précédente  de  résolution  du  problème  de  Pfaff 
exige  la  réduction  de  l'équation  w  =  o  à  une  forme  canouii|ue. 

Nous  allons  montrer  que  les  deux  problèmes  sont  équivalents,  du 
moins  si  l'on  demande  une  solution  g'énérale,  c'est-à-dire  si  l'on 
veut  déterminer  toutes  les  multiplicités  intég-rales  d'ordre  maxi- 
mum. Supposons  en  effet  que  l'on  connaisse  toutes  les  multi- 
plicités intégrales  d'ordre  /;  —  (jn  -\-  i)  d'une  équation  w  =  o 
à  n  variables  de  classe  2ni  +  i-  Prenons  en  particulier  une 
famille  d'intégrales  dépendant  de  m  -\-  i  constantes  arbitraires,  de 
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telle  façon  qu'il  en  passe  une  par  chaque  point  de  l'espace. 
Soient 

(i5)  /i=C.,      /3  =  C,,  ...,/„, ,.  =  C,„^. 

les  équations  qui  définissent  cette  famille  de  multiplicités. 

Imaginons  que  l'on  fasse  un  chanjn;ement  de  variables  de  façon  à 
prendre /i,yi,,  ■■■,fm+i  oarmi  les  nouvelles  variables.  L'équation 
transformée  il  =  doit  être  vérifiée  quand  on  y  ïaXi  df^=  o.  ..., 
(/f„^^i  =  o,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  autres  différentielles. 
KUe  est  donc  de  la  forme 

ii^  F, df,  +  V,dJ\  +  ...  +  F,„^.c(/',„^,=  o, 

et  par  suite  l'équation  w  ^  o  a  été  ramenée  à  une  forme  canonique 
parce  chang-ement  de  variables.  On  voit  même  qu'il  suffit  de  con- 
naître une  famille  de  multiplicités  inlég-rales  à  n  —  (m  +  i) 
dimensions  pour  pouvoir  effectuer  la  réduction. 

Reiiiarr/ue.  —  Les  conclusions  précédentes  peuvent  être  eu 
défaut  pour  certaines  intég-rales.  Par  exemple,  l'équation 

r/j'j  —  .r^.r-idX;^  =:  o 

de  classe  trois  admet  une  intég-rale  à  dea.r  dimensions  x^  =^  o.  Si 
l'on  prend  pour  variables  canoniques  Xi,  x^x-i  et  jJj,  les  deux 
relations  x^  =  o.  XiX,  ^=  o,  qui  définissent  une  intég'rale,  se 
réduisent  à  une  seule.  De  même  l'équation  de  classe  2/«  —  i 

y.dx^  +   ...  +  y,„(/.r„,  =  0 

admet  l'intéifrale  àm  dimensions  i/i  =:  o,  ...,  y„,=:o,qui  ne  rentre 
pas  dans  le  type  g-énéral.  On  reviendra  au  Chapitre  IV  sur  ces 
soin  fions  singulières. 

17.  Intégrales  lieux  de  caractéristiques.  —  Quand  on  a 
ramené  une  équation  de  Pfafl'  à  une  forme  canonique,  il  ne  figure 
dans  cette  nouvelle  équation  que  les  y  variables  caractéristiques,  et 
par  suite  toute  intégrale  d'une  équatiou  de  Pfaff  est  définie  par  un 
certain  nombre  de  relations  entre  les  variables  caractéristiques, 
au.xquelles  on  peut  adjoindre  d'autres  relations,  en  nombre  quel- 
conque, choisies  à  volonté,  |)ourvu  qu'elles  soient  compatibles  avec 
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les  premières.  Nous  allons  dévelop|)er  les  conséquences  de  cette 
remarque.  Imaginons  que  dans  l'équation  u  =  o  on  ait  effectué  un 
changement  de  variables,  en  prenant  pour  variables  nouvelles 
un  système  de  y  varialiles  caractéristiques  distinctes  Ui,  ...,  ii, 
avec  /(  —  Y  variables  My  i  j,  •■•,  «„,  choisies  de  façon  à  former  avec 
les  premières  un  système  de  n  fonctions  indépendantes  des  varia- 
bles primitives.  Après  la  transformation,  les  variables  Hj,  u^,  ...,  Uy 
figurent  seules  dans  la  nouvelle  équation  et,  par  suite,  toute  mul- 
tiplicité intégrale  est  définie  par  un  certain  nombre  de  relations  où 
figurent  seulement  Mj,  ii^,  ....  ii. , 

(iG)        lI,(Mi,   ...,   M.p=:0,    ....  11/,(W,,    ...,  M„^)=0,       ^  <  ^  +   '    , 

au.\quelles  on  peut  adjoindre  un  nombre  quelconque  de  relations 
choisies  arbitrairement  entre  «j,  Mi,  ...,  «„. 

Considérons  une  multiplicité  intégrale  à  p  dimensions  M^  définie 
par  les  formules 

(17)  n,  =  ■!>,(.(,.  •-,  tp)>  ••■.  Uy='\'-(('i,  ■■■,  Iph 

(,8)  «„^^j  =  'Vi^'i- ••■''?)'  ■  •  ■'  "■'  =  ■^'.C"  •■•'  'A 

où  /],  /»,  ...,  tp  désignent  p  variables  auxiliaires  qui  ne  figurent 
pas  uécessairement  daiis  toutes  les  fonctions  (j/,-.  Les  conditions 
pour  que  la  multiplicité  ainsi  définie  soit  une  intégrale  de  l'équa- 
tion de  Pfatr  ne  renferment  que  les  fonctions  <li,,  ...,  '1.;  si  elles 
sont  vérifiées,  elles  le  seront  encore  quand  on  remplacera 
■!/,,,  ...,  'i'jtpar  d'autres  fonctions  quelconques,  pouvant  renfermer 
de  nouvelles  variables  indépendantes.  En  particulier,  la  multipli- 
cité M'  définie  par  les  équations 


(•9) 


1     Mi  =  4/i(; /„),    ...,U^  =  'ly{tt,    ...,tp), 

{   '''7+1  ^^    0+1'   ■  ■  ■  '  "'»  ^^    «— 7+P' 

où  <p4i>  •  •  •>  'ii_Y+o  sont  de  nouveaux  paramètres  variables  indé- 
pendants de  <,,  ...,  <o,  est  aussi  une  multiplicité  intégrale.  Or  cette 
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multiplicité  M'  est  le  lieu   des    multiplicités   caractéristiques    de 
l'équatioii  w  =:=  o, 

Mj    =    Cj,     .   .   .  ,    lly  =   C,., 

issues  des  différents  points  de  la  multiplicité  M,.  On  a  donc  le 
théorème  suivant  : 

Le  lieu  des  multiplicités  caractéristiquesde  l'équation  de  P/aJ/ 
u  ^=  o,  qui  passent  par  les  différents  points  d'une  multijilicité 
intégrale  M  de  cette  équation,  est  une  nouvelle  multiplicité  inté- 
grale M'. 

Si  la  multiplicité  M  est  à  p  dimensions,  la  multiplicité  M'  est  au 
plus  à  p  +  n  —  Y  dimensions,  mais  elle  peut  en  avoir  moins.  Elle 
aura    ce    nombre    maximum    de    dimensions    si    les  y  fonctions 

y,, ...,  '},,  sont  des  fonctions  distinctes  des  p  paramètres  l^,  /o tp  ', 

les  n  fonctions  u,,  u^,  ...,  «„  définies  par  les  formules  (^19)  sont 
alors  en  effet  des  fonctions  distinctes  des  n  +  0  —  y  paramètres' 
'i'  ■••'  ^n—y+o'  Supposons  en  second  lieu  que  les  y  fonctions 
tii,  ...,  '{<.,  des  p  paramètres /j,  ....  tp  ne  soient  pas  distinctes,  de 
telle  sorte  que  le  point  («p  u^,  ...,  Uy)  décrive  dans  l'espace  à 
y  dimensions  une  multiplicité  à  moins  de  p  dimen.sions.  Nous  pou- 
vons alors  choisir  les  paramètres  ti  de  façon  que  les  fonctions 
'ij,  ...,  'i/.  dépendent  seulement  de  p' <  p  paramètres  /,,  ...,  t^i  et 
en  soient  des  fonctions  distinctes,  les  paramètres  <„' ,  j,  .-.,  'p  d6 
fiiîurant  que  dans  les  expressions  lly,^,  ...,  (<„.  La  multiplicité  M' 
représentée  par  les  formules  (ig)est  alors  visiblementà  n  —  Y  +  P' 
dimensions  seulement.  On  peut  encore  énoncer  ce  résultat  comme 
il  suit.  Soient  («/',  ...,  «„")  les  coordonnées  d'un  point  de  AL, 
'l't  •■•>  [to'T  'bs  valeurs  correspondantes  des  paramètres,  ty,t-i,...,tn'', 
si  l'on  donne  à  ces  paramètres  les  valeurs  constantes  t^,  ...,  (fày  les 
autres  paramètres  'n'+p  •■•>  'p  variant  arbitrairement,  le  point 
(//(,  «,,  ...,  HJ  décrit  sur  Mp  une  multiplicité  à  p  — p'  dimensions 
qui  a[)partient  aussi  k  la  multiplicité  caractéristique 


72  LEÇONS  SUR  LE  PROBLÊME  BE  PFAFF. 

La  multiplicité  IM^  et  la  multiplicité  caractéristiijuo  i|ui  passe 
par  un  point  quelconque  de  M„  ont  donc  en  commun  un  ■  multi- 
plicité d'ordre  p  —  p'.  Par  conséquent  lorsque  la  mulli iilicilé  inlé- 
qraleM^  et  la  midliplicifé  caradéristique  qui  passe  par  un  point 
quelconque  de  M.  ont  en  commun  une  multiplicité  d'ordre  p  —  p'. 
le  lieu  des  multiplicités  caractéristiques  issues  des  différents 
points  de  Mp  est  une  multiplicité  intéf/raleM'  à  n  —  y  +  rj' dimen- 
sions. 

Il  résulte  des  propriétés  précédentes  que  les  multiplicités  inté- 
grales d'ordre  maximum  sont  composées  de  multiplicités  carac- 
téristiques. En  effet  si  M.  est  une  intégrale,  sans  être  un  lieu  de 
caractéristiques,  le  lieu  des  caractéristiques  qui  passent  par  les 
différents  points  de  M„  aura  évidemment  plus  de  p  dimensions. 
Pour    obtenir    ces    multiplicités     intéo-rales     d'oriire    maximum 

n ^-^t —     il  sufiira  de  prendre  le  lieu  des  multiplicités  caracté- 

2  '■ 

ristiques  issues  des  différents  points  d'une  multiplicité  intégrale 
d'ordre  ^^ ,    n'ayant    aucune    multiplicité    commune   avec   la 

2 

multiplicité  caractéristique  qui  passe  par   un  quelconque  de  ses 
points.  Ces   intégrales  sont  représentées  par  les  formules  (u)),  où 

l'on  suppose  que  le  nomljre  p  a  sa  valeur  maximum  — ,  les 

Y  fonctions  Aj,  ...,  '|,.  étant  distinctes. 

Supposons  par  exemple  que  w  soit  une  foime  ordinaire  à  2m 
variables  ;  on  a  alors  y  ^  :>//f  —  i.  Les  caractéristiques  sont  à  une 
dimension,  et  les  multiplicités  intégrales  d'ordre  maximum  sont 
d'ordre  m.  Ces  intégrales  sont  engendrées  par  les  caractéristiques 
issues  de  tous  les  points  d'une  multiplicité  intégrale  d'ordre  Art — i, 
non  composée  de  caractéristiques. 

Remarque.  —  Les  conclusions  qui  précédent  ne  s'appliquent 
pas  aux  intégrales,  dites  singulières,  qui  ne  rentrent  pas  dans  le 
type  général  (  Voir  Chap.  IV). 

18.  Application  aux  équations  aux  dérivées  partielles. 

—  Les  propositions  précédentes   généralisent   la    méthode   dinté- 
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î^Taliou  de  Cauchv  pour  une  i''i|uati(iii  aux  déiivées  jiaiticllcs  du 
premier  ordre. 

Inversement  cette  méthode  s'en  déduit  très  facilement  comme 
cas  particulier.  En  effet,  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

(:'o)  />!  =/(.r,.  .r, j"„.  ;  ;  /;, /O 

revient  à  la  recherche  des  multiplicités  intégrales  à  ii  dimensions  de 
l'équation  de  Pfaff 

(21)  0)  z=fdx.^  +  p«dXi  +  ...  +  pjlx,^  —  dz=  o. 

Le  covarianl  bilinéaire  w'  a  pour  expression 

w'  ^=  ^f<l^'i  —  ''(/"°J"i  i-  à/u_c/x.2  —  >fp.-,0X2  + 
...  -|-  ùfijlx.^  —  dp/jx^^  ; 

pour  avoir  les  équations  différentielles  du  système  caractéristique 
Sj,  il  n'y  a  qu'a  remplacer  dz  et  85  par  yc^j'j  +  ...  -\-  p^dx,^, 
f^x^  +  ••  -|-  Pn^^n  respectivement  dans  w',  et  k  égaler  à  zéro  les 
cœfficients  de  Sjjj  ...,  Sj:;,,,  6/),,  ,..  ^p^.  On  obtient  ainsi  un  système 
de  2  /?  —  I  équations  différentielles 

dx-,  =  —  -^—  dxi ,  .  .  . ,  dx„  = —  (Ix. . 

^p-2  ^Pa  ' 

Ij'équalion  w  :^  o  admet  donc  des  caractéristiques  à  une  dimen- 
sion; de  tout  élément  de  l'espace  dont  les  coordonnées  vérifient  la 
relation  (20)  part  une  de  ces  caractéristiques  et  une  seule  en  géné- 
ral. Le  lieu  des  multiplicités  caractéristiques  issues  de  tous  les 
points  d'une  intégrale  M  est  encore  une  intégrale.  En  particulier, 
toute  intégrale  M„  est  le  lieu  des  caractéristiques  issues  de  tous  les 
points  d'une  intégrale  M„_i.  La  méthode  de  Cauchy  se  trouve  ainsi 
rattachée  à  la  proposition  plus  générale  du  n»  17,  qui  s'applique  à 
toutes  les  équations  de  Pfaff  admettant  des  multiplicités  caractéris- 
tiques. 
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Quand  oa  applique  à  l'équation  (21)  la  méthode  de  Pfaff  sous  sa 
forme  primitive,  il  semble  qu'elle  exige  non  seulement  l'intégra- 
tion du  système  (22),  mais  aussi  l'intégration  de  plusieurs  autres 
systèmes  d'équations  différentielles  d'ordre  in  —  2,  2/î  —  3,  ..., 
successivement.  C'est  là  une  infériorité  apparente  de  la  méthode 
de  Pfaff",  mais  il  suffit,  comme  l'a  montré  G.  Darboux,  {voir 
n"  10)  de  dirig-er  convenablement  les  calculs,  pour  retrouver  les 
résultats  de  Cauchy.  Soient  X,,  ...,  X„,  Z.  P,,  ...,  P„  les  inté- 
grales principales  du  système  (22J,  c'est-à-dire  celles  qui  se  rédui- 
sent respectivement  à  x^,  ...,  .a;„,  z,  p^,  . . .,  p,^  pour  ,r^  =  j,"  ;  pre- 
nons pour  nouvelles  varialiles  x^  et  ces  intégrales  principales.  Dans 
les  formules  de  transformation 

{  x.  =  V.{Xi,Xi'',  X2,...,PJ,...,a-„=F„(a',,.z;,»,  X,,  ....Pj, 
(2.3)     p,  =  f.ix,,  x,\  X„  ...,  PJ, ...,  /j,,=  1>„(.r„  x,\  X„  ...,PJ, 
(    r  ^W{x^,x^'',X^,  ...,  P,), 

les  seconds  membres  représentent  précisément  les  solutions  des 
équations  différentielles  (22)  qui,  pour  x^  =  j:;^'',  prennent  les 
valeurs  Xj,  ...,X„,  P^,  ...,  Pn,  Z  respectivement.  Après  le  change- 
ment de  variables  (23),  l'équation  w  =^  o  se  change  en  une  équa- 
tion où  ne  figurent  que  les  variables  caractéristiques Xj, ...,  P„,  Z, 
et  leurs  différentielles.  On  a  donc  une  identité  de  la  forme 

,0  =  K  [U,dX^  +  ...  +  l'ndXn  +  y,dP,  +  ...  +  YndPu  +  UdZ], 

les  fonctions  U/,  V,-,  H  ne  dépendant  que  des  variables  X,-,  P/,-,  Z.  Ou 
peut  encore  supposer  (u"  10)  que  le  facteur  K  se  réduit  à,  l'unité 
pour  Xi  =0?,".  En-  supposant  x^  =  x^"  dans  l'identité  précédente, 
on  en  déduit  que  l'on  a 

U,=  P/,       V,=o,       (;>i),       H  =  —  I. 

et  l'équation  lo  =  o  est  ramenée  à  une  forme  canonique 

(24)  P.//X,  +  ...  +  P„(/X„  —  f/Z  =  o, 

après  le  premier  changement  de  variables(23)  qu'exige  la  méthode 
de  Pfaff. 

Observons  en  passant  que  la  forme  u  elle-même  est  de  classe 
2n  si  y  contient  la  variable  s,  et  de  classe  271  —  i  siy  ne  dépend 
pas  (le  s. 
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Remarque.  — •  On  a  supposé  pour  le  raisoniiemenl  que  l'équation  aux 
dérivées  partielles  était  résolue  par  rapport  à  l'une  des  dérivées  par- 
tielles, mais  les  conclusions  sont  indépendantes  de  cette  hypothèse.  En 
cfFel,  étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  |)reniier 
ordre 

P{Xi,  .  ..,■>■„,:;  p„  ...,  p„)  =  o, 

renfermant  la  dérivée /)|  par  exemple,  désignons  pary(j?i,  .  . .,  x,„  z, 
Pi<  ■■  •)  />h)  la  fonction  que  l'on  obtiendrait  en  résolvant  cette  équation 
par  rapport  à/)|.  Si  dans  les  équations  du   système   caractéristique  (22) 

on  remplace  les  dérivées  -^ ,    -^,    -^  par  leurs  expressions   tirées  des 
?.;v       :>:      :>pi  ' 

é(|uatiûns 

2L-U  2LÈJi  —  o        £114.^ 5/"— o         jf      jk  j/'  _ p 

on  obtient  un  système  d'équations  différentielles 


djoi                       d: 

_     —  djjh 

Pi         Pi/).  +  .  . .  +  P.p. 

Xlc  +  Zp/c 

^JCi                         5/)/.- 

,     z=il:, 

3r 

qui,  joint  à  la  relation  F  ^  o,  est  identique  au  système  différentiel  de 
Cauchy. 

Lorsque  F  ne  renferme  aucune  des  dérivées />i,  on  a  à  rechercher 
toutes  les  multiplicités  intégrales  de  l'équation  de  Pfaff 

ds  —  PidjCi  —  ...  —  p,idjs,i  ^  o, 

dont  tous  les  élémentsvérifient  la  relation  F  =  o.De  la  relation  (/F  =:o, 
on  peut  tirer  l'expression  de  l'une  des  différentielles  dœi,  d:  au  moyen 
des  autres,  et  on  est  conduit  à  une  équation  de  Pfaff  de  forme  cano- 
nique. 

19.  Théorie  de  Lagrange.  —  La  théorie  de  l'intégrale  complète 
de  Lagrange  et  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  se  rattachent 
aussi  très  aisément  à  la  méthode  de  Pfatt'.Soiten  effet  ir  =*  (aj,,  ...  Xn', 
Oi,  ...,are)  une  intégrale  dépendant  de  n  constantes  arbitraires  de 
ré<|uatioa  du  premier  ordre 

/Jl    =/■'.'! ^-n,  ^--Pï,   ..-,  P„); 

dans  ré(|uationde  Pfaff'  correspondante 

w  =  ds  — /(/.f,  —  pid.Vi  —  ...  —  pndx,,  ;=  o 
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faisons  le  chautremeni  de  variables  défiai  par  les  formules 

les  nouvelles  variables  étant  ./,,  .  . .  .r,„  a^,  ...  a„.  En   tenant   compte 
de  la  condilion 

=  /(   '1 ,   ■•  ■  ■r,i.  *  ; .  .  . ., ), 

D.7.-|  \  .  D.r2  3J3m/ 

cette  équation  prend  la  forme  canoniipie 

w  = aa,  +  . .  .  H aa„  =  o . 

L'application  de  la  méthode  ifénérale  d'intéi^ration  d'une  équation  de 
Pfaff  mise  sous  forme  canonique  conduit  précisément  à  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  (Lerons  n°  32). 

Les  caractéristiques  sont  définies  par  les  ii  relations 

r  ^=   4',      pi   = ,  \-  o, =  0,  ..., 1-  Oh— 1   =1  o, 

C.r/  ^«1  ?a„  3«;;— i  D«,j 

et  dépendent  des  2/(  —  i  constantes  arbitraires  o,  ...  a„,  6i,  ...,  />,!—[■ 

Plus  g:énéralement,  si  l'on  connaît  une intég'rale  complète  définie  par 
une  équation  de  forme  quelconque 

V(xi,  . .  .  T,„  r  ;  (7,,  .  . . ,  a„)  =  o 

d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  F(.'',,  .  .  .,  .f,„  f  ; 
pi,  .  .  .,  Pu)  ^  o,  l'équation  de  Pfaff  correspondante  prend  la  forme 

'■>  = «a,  +  .  .  .  -| «o,t  ^  o, 

quand  on  prend  un  nouveau  système  de  ■îh  variables  (x/,  ak),  en  posant 
V  =:  o,  [-pi  —  =r  o         ((^1,2,   ...,  «), 

C.r/  Dr 

(Cf.  Leçons  n"  38). 

On  verra  plus  loin  (Chap.  IV)  comment  la  seconde  méthode  de 
Jacobi  se  rattache  à  la  méthode  de  réduction  du  n"  8  d'une  forme  de 
Pfalf. 


1      20.   Equations  simultanées  du  premier  ordre.  — Consi- 
dérons encore  un  système  de  /■  équations  aux  dérivées  partielles  du 
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jiremier  ordre  à  une  seule  toiicliou  iueoiniue, 

(    Pi  =/lU"l'  -.  •■'■'"-  ;  Pr+U   ...,  />nV 
(20]  j    

intés^rer  ce  système  revient  k  trouver  toules  les  multiplicités  inté- 
grales à  H  dimensions  de  l'éiiuation  île  Pfafl'à  ■.>/)  +  i  —  ''  varialiles 

(26)                        '.>  =  /\d.r^    +    ...  +  frd.Vr   -\-  pr^-[dj;r+i   +    •■• 
+  p„(l.Cn dz  ^^  O. 

Le  covariaiit  hilinéaire  a  pour  expression 

w'  =  "i/i'/'?"!   —  ((/\^-^\   +   •■•    +   iJ'rdXr  —  dfr^Xr 
+  \  ipr-l-ld.rr+l  —  dpr+i^JCr^i  +   ...   +  &p„dx„  —  (/p„OXn  {; 

en  remplaçant  encore  d:  et  n;  par  leurs  expressions  tirées  des  deux 
équations  w  (d)  =  o,  w  (3)  =  o,  et  en  ég-alant  à  zéro  les  coefficients 
de  Sa?!,  . .  .  8j:„,  o^Jr+i,  ....  ^pn-,  on  obtient  les  équations  différen- 
tielles des  multiplicités  caractéristiques  de  l'équation  (26)  : 


f/j,.+,  -I —-  dx.  +  ...  ^ —'—  dXr  =  o, 


dXn+  'i^r/.r,    -I-    ...    +''/^dXr- 


dz  =  J\dx^   +   ...   +  frd.rr  +  /h-^ldXr-i-i   +   ....   +  pndXn, 


''P^+'=  (^  +  77 /''■+*)  '^■'''  +  -  +  (^  +  s  /^'-^O  '^•^'■' 


d/-=l^dx,   +   ...+^dx,.^fr\'{^dx.+...  +  ^dXr 
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Les  2ft  —  2r  +  I  premières  équations  de  ce  système  sont  tou- 
jours distinctes,  et  pai-  suite  la  classe  de  l'équatiou  co  ::=  o  est  au 
moins  ég'ale  k  zn  —  zr  +  i.  Pour  qu'elle  soit  ég'ale  à  cette  valeur 
minimum,  il  faut  que  les  r  dernières  équations  soient  des  consé- 
quences des  premières.  Si  donc  on  j  remplace  dxr+i,  ...,  dxn, 
ds,  dpr-\-\,  ....  dpn  parleurs  valeurs  tirées  des  premières  équations, 
les  relations  que  l'on  obtient  doivent  être  vérifiées,  quels  que  soient 
dx^,  ...,dxr.  En  faisant  le  calcul,  on  trouve  les  conditions 

(28)  [[H  —y;,  pic  -//,]  =  o,     («,  A-  =  1, 2, ...,  r), 

le  crochet  [u,  v]  ayant  la  signification  habituelle  : 

i  =  l\  ! 

ces  conditions  (28)  expriment  précisément  que  le  svstème  (2.5)  est  un 
système  en  involution  (Leçons,  n"  58).  Si  elles  sont  rem[)lies,  la 
classe  Y  de  l'équation  de  Pfafï"  (2O)  est  égale  à  9.n  —  nr  +  i,  et  les 
multiplicités  intégrales  d'ordre  maximum  sont  définies  par  un 
système  de  n  —  '^  +  i  relations  entre  les  variables  caractéristiques. 
Ces  multiplicités  intégrales  ont  donc  2« — r-\-  i — [n — r+  i)^n 
dimensions,  tandis  que  les  multiplicités  caractéristiques  ont  r 
dimensions.  Toute  multiplicité  intégrale  d'ordre /î  est  le  lieu  des 
multiplicités  caractéristiques  qui  passent  par  les  différents  points 
d'une  intégrale  M„_r  de  l'équation  (0  =  0.  Ces  dernières  multipli- 
cités se  déterminent  sans  aucune  intégration,  car  il  suffit  d'adjoin- 
dre les  r  équations  (26)  aux  équations  qui  déterminent  une  multi- 
cité  intégrale  quelconque  à  n  dimensions  del'équation/îif/j",  -f  ...  + 
Pndxn  —  dz==o. 

La  méthode  d'intégration  précédente  conduit  exactement  aux 
mêmes  calculs  que  la  méthode  générale  de  S.  Lie  (Levons,  Chap.  IX), 
et  l'interprétation  est  la  même.  En  efl'et,  en  écrivant  quey(j:j,  ..., 
Xn,z;  pr-\-[,  ■••,  pn)  est  une  intégrale  du  système  (27),  on  obtient 
les  équations 

(29)  [pi  — /o/J  =  o-    ■••'  \Pr  —fr-f]  =  O. 

On  peut  aussi  démontrer,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  équation, 
qu'un  changement  de  variables  permet  de  ramener  l'équation  w  =  o 
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à  une  forme  canonique  quand  on  a  intégré  le  système  (27).  Soient 
en  eU'el  Xr+i.  •••,  X„,  Z,  P,-(  i,  ...,  P„  les  211  —  ar  +  i  intéîÇTales 
de  ce  système  qui  se  réduisent  respectivement  à  Xr-j-i,  ...,Xn,s; 
pri-i,...,  pn\>oul^^^  =  J^^'',  ...,  Xr  =  Xr". (junad  on  prend  pour  nou- 
velles variai  lies 

■r^ a-r,  Xr+i,  ..  .,  X„,  Z,  Pn-1,  ...,  P/i, 

le  raisonnement  employé  dans  le  cas  de /■  =  i  s'applique  sans 
modification,  et  la  nouvelle  expression  de  o),  après  le  chana;ement 
de  varialiles,  est 

(3o)  r„  =  K  [P^+lf/X,.+l   +  ...  +   P„f/X„  —  f/Z]  =  o. 

i/équalion  w  ^  o  est  donc  ramenée  à  une  l'orme  canonique 

(3 1  )  (/Z  —  P;.+,f/X,+i  —  ...  —  P„(/X„  =  o, 

et  on  en  déduirait  aisément  les  résultats  précédents. 

Remarque.  —  Les  propriétés  de  l'intéi^rale  complète  pourraient 
aussi  se  déduire  très  aisément  de  la  méthode  de  Pfafl',  comme  pour 
une  seule  équation.  Nous  verrons  au  chapitre  IV  comment  la 
seconde  méthode  de  Jacobi  se  rattache  à  d'autres  méthodes  d'inté- 
gration de  l'équation  générale  de  Pl'atl'. 

31.  Remarques  sur  la  méthode  générale  d'intégration.  —  .Soit 
w  z=  0  une  équation  de  PfafF  de  classe  2/n  -f-  '  ;  si  l'on  connaît  une 
famille  d'intégrales,  définies  par  m  relations  distinctes,  telle  qu'il  en 
passe  une  par  chaque  point  de  l'espace,  on  peut  en  déduire  l'intégrale 
générale  de  l'équation.  Soient,  en  effet, 

/,  =  C,,  ...,/„,  =  C„, 

les  relations  qui  définissent  la  famille  d'intégrales  considérée  ;  si  l'on 
prend  un  nouveau  système  de  variables,  tel  queyi,y5,  ...,/„,  fassent 
partie  de  ces  nouvelles  variables,  l'équalion  o»  ^  o  sera  mise  sous  une 
forme  canonique 

M  =  F.rf/,  +  . . .  +  F„.rf/„.  =  o. 

et  par  suite  on  pourra  obtenir  l'intégrale  générale  (n"  15-16). 

Ce  résultat  peut  être  généralisé.  Etant  donnée  une  équation  de  Pfaff 
u  :=  o  à  n  variables,  supposons  que  l'on  connaisse  une  famille  d'inté- 
grales à  «  —  /•  dimensions,  telle  qu'il  passe  une  de   ces  intégrales  par 
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un  point  quelconque  de  l'espace.  Ces   intégrales    sont  définies   par   un 
système  de  /•  relations  distinctes 

/.  =C,,  ...,/.  =  C,., 

et  l'on  peut  encore,  par  un  changement  de  variables,  ramener  l'équa- 
tion proposée  à  la  l'orme 

w  =  Xic/ji  +  X,jLVi  +  . . .  +  XriLrr  =  0  ; 

les  multiplicités  intégrales  connues  Mn—r  sont  alors  représentées  par 
les  /■  équations 

./■l   =C,.  J-i  =Co,    ....  JV=  Cr. 

Nous  supposerons  d'abord  (]ue  les  rapports 

X.        X3  Xr 

X,'  X,'  ■■"'X. 

forment  avec  JCt,  a?;,  .  .  .  . •■  r  un  système  de  n  fonctions  distinctes,  cequi 

.S'il 

en  est  ainsi,  nous  pouvons  évidemment  prendre  n — /•  de  ces  rapports 

pour  les  variables  ,rr+i T/t,  les   autres  rapports   pouvant  être  des 

fonctions  quelconques  de  i'i,  ...,Xr,  ...,Xn. 

Sur   toute   multiplicité    intéa:rale  M;,  d'ordre  h  de    l'équation  w  1=  o, 
j'i,  Xi,  .  .  .,  .rr  sont  des  fonctions  de  h  variables  indépendantes 

.ri  =    'fi  (H|,  U-;..    ....   llll),  X-i  =  'f-s,    .  .  .  ,  ,Tr  =    JT  ; 

en  remplaçant  .'1,  J7>,  .  .  . ,  Xr  par  oj,  .  .  .,  -j,-  dans  l'équation  de  PfalT,  et 
en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dui,  du-i,  ...,  duh,  on  obtient  un 
système  de  li  équations  avec  n  —  r  inconnues  Xr-fi,  ....  Xn.  Ces  équa- 
tions sont  compatibles,  quelles  que  soient  les  fonctions  yi,  u^.  .-•)  fr, 
pourvu  que  )i  soit  inférieur  ou  au  plus  égal  an  —  r.  S\  /i  z:z  n  —  t-, 
xr+i,  . .  .,  Xn  seront  déterminées  dès  que  l'on  aura  choisi  les  fonctions 
ft,  y?,  ...,  «r.  Si  /i  <<  n  —  /■,  les  variables  J^r+l, ...,  xh  devront  vérifier/i 
é(| nations  seulement,  auxquelles  on  pourra  adjoindre  n  —  /■ —  A  relations 
choisies  arbitrairement.  En  résumé,  dans  l'hypothèse  considérée,  on 
pourra  détermine/-,  sans  aucune  inlégralion.  toutes  les  multiplicités  inté- 
grales de  l'équation  de  Pfaff,  d'ordre  inférieur  ou  au  plus  égal  à  n — r. 

Il   n'en   est  plus  de   même    lorsque    les  rapports  i^"  ,  ...,^  forment 

Xi  X, 

avec  Xi,  Xi,  ..,  .ï>  un  système  de  /■ -f  s  variables  indépendantes 
('"  +  s  <  ")•  0"^  peut  supposer  alors  que  ces  rapports  dépendent  seule- 
ment des  variables  Xi,  ..,xr,  Xr-\-\,  ..,Xr-^s,  et  écrire  l'équation 

w  =:  (/r,  -)-  fid.r-,  +    ...-(-  'frdxr  =  O. 
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.V  (les  cocftifienls  y,  étant  ég-aiix  aux  variables  .Cr+l, l'r+s.  L'équa- 
tion w  =:  o  étant  mise  sous  forme  canoni(iue,  il  y  figure  seulement  y 
variables  canoniiiues  i/i,  i/t, 
(ie  Xi,  .  .  . ,  .Vr+s, 

!/i  —  I'i(.fi,  Cr  ,  s),  .  .  .  .'/     =  l^  (-^^1,  .  ..,Xr-\-s),        V  r=  '■  +  «. 

et  les  i-cl.-ilioiis 

l',(j?„  ...,  ,TV+.)  =  C„  . . .,  P.^(.r„  ...,  a-r+s)  =  (l^ 

représentent  (les  multi|)licités  caractéristiques  à  n  —  y  dimensions  de 
l'équation  w  =  o. 

Soit  M/i^r  l'inléçrale  à  n  —  /■  dimensions  représentée  par  les  relations 

.Vi  :=  J.',",,   . . .,  ./>  :=  ,t>°, 

etM/i-r— ila  multiplicité  à  «  —  /•  ^  . s- dimensions  située  sur  la  précé- 
dente, dont  on  obtient  les  (''(|ualions  en  adjoignant  aux  précédentes  les  s 
équations 

■2.V+1  =  -i-'fH  »,  . ..,  av+s  =  JC<>r+.i. 

Cette  multiplicité  Mn—r—s  est  située  sur  la  multiplicité  caractéristi- 
<iue  définie  parles  relations 

l',(./'i,.'>,   ...,Xr+s)  —  Pi(Xi'>,  ...,  J-'>r+s),        (('=  1,2,  ...,  y), 

et  la  multiplicité  intégrale  M/i_r  considérée  a  donc  en  commun  une 
multiplicité  Mn_r-s  avec  la  multiplicité  caractéristique  issue  d'un 
([uelconque  de  ses  points.  C'est  donc  un  lieu  de  multiplicités  à  n  —  /■ — s 
dimensions  dont  chacune  fait  partie  d'une  multiplicité  caractéristique. 
Les  multiplicités  intégrales  M/j-r  de  cette  espèce  ne  sont  donc  pas  les 
plus  générales  parmi  les  multiplicités  intégrales  à  n— r  dimensions, 
et  le  résultat  obtenu  dans  la  première  hypothèse  peut  s'énoncer  comme 
il  suit 

Soil  1,1  ^  Il  une  éi/iia/ion  dp  l'faff' à  n  rarinhles,  dont  on  <rjnnai/  une 
l'dinillc  d'intégrales  M,i-r  à  n  —  rdiineusions  .Si  M,i-r  n'a  aucune  inul- 
liplicité  commune  arec  la  inuldpticilé  caractéristique  issue  de  l'un  quel- 
conque de  ses  points,  on  peut  obtenir  sans  aucune  intégration  toutes  les 
intégrales  de  l'équation  u  =  o  ayant  au  plus  n  —  ;•  dimensions. 

Cette  |)roposition  généralise  une  propriété  évidente  de  l'équation 

de  —  .f(l''i  —  pidjy,  —  ...  —  p,idx,i  =  o, 

.à  2«  variables  (,ri.  ...  .x,,  ;  r,/>2,  ...,/)«)  ;on  connaît  a  priori  une  famille 
d'intégrales  à  n —  i  dimensions,  définie  par  les  relations 

.Ti  =  Cl,     Xi  =  C.,  ...,  ./■«  ^  C,,,  s  —  Cn+l, 
G.  Leçons.  0 
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qui  n'est  pas  composée  de  caractéristiques  ;  on  peut  donc  obtenir  sans 
intégration  toutes  les  intégrales  ayant  au  plus  n —  i  dimensions.  On 
peut  faire  la  même  remarque  pour  l'équation  (26)  à  laquelle  conduit  le 
problème  de  l'intég-ration  d'un  système  d'é(|uation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre. 

De  même,  si  l'on  connaît  une  famille  de  courbes  intégrales,  l'équa- 
tion de  Pfaff  peut  être  ramenée  à  ne  contenir  que  n  —  i  différentielles  : 

w  =  X,cLr,  -|-  .. .  +  Xii-u/vn-i  =  o  ; 
si  les  rapports  ^—'-  dépendent  d'une  autre  variable  x^,  on  pourra  obtenir 
sans  aucune  intégration  toutes  les  autres  intégrales  à  une  dimension  de 
l'équation  de  Pfaff. Il  n'en  est  plusde  même  si  les  rapports  '—  ne  dépen- 
dent que  des  n  —  i  variables  Xi,  X2,  ...,  Xn—\'.  dans  ce  cas,  les  courbes 
intégrales  Xi  =z  Ci,  ...,.r;,_i=  Cn-l  sont  situées  sur  des  multiplicités 
caractéristiques. 

Lorsque  la  somme  r+  s  est  inférieure  à  n,  la  conclusion  précédente 
ne  s'applique  plus,  mais  l'intégration  de  l'équation  m  ^  o  est  ramenée 
dans  ce  cas  à  l'intégration  d'une  équation  à  un  nombre  de  variables 
inférieur  à  n.  Il  y  a  donc  une  simplification  du  problème.  Si  le  nom- 
bre «  a  sa  valeur  maximum  /■ —  i,  l'équation  est  ramenée  à  une  forme 
canonique,  et  l'intégration  est  immédiate.  Si  s  est  inférieur  à  r —  i,  on 
peut  encore,  en  opérant  comme  tout  à  l'heure,  trouver  toutes  les  inté- 
grales à  .s-  dimensions  au  plus  dans  l'espace  (,Ci,a?2, ...,  Xr^rs),  et  il  leur 
correspond  des  intégrales  à  n — /'dimensions  au  plus  dans  l'espace 
{Xi,  Xi,  ...,  Xn).  La  méthode  fournit  donc  de  nouvelles  intégrales,  sauf 
dans  le  cas  où  s  est  nul.  L'équation  w  =  o  ne  renferme  alors  que  les  r 
variables  ,r,,  Xi,  ...,  Xr. 


CHAPITRE   III 

FORMES  SYMBOLIQUES  DE  DIFFÉRENTIELLES  (' 


22.  Définitions  et  notations.  —  L:i  théorie  des  formes 
linéaires  de  dirtV'rentielles  peut  être  généralisée  do  plusieurs  façons. 
On  peut  tout  d'abord,  en  restant  au  point  de  vue  purement  aUjé- 
briqiip.,  considérer  des  formes  d'un  degré  supérieur  par  rapport 
aux  ditt'érentielles,  par  exemple  des  formes  quadratiques 

J ^kih'd-r,i(l.Ti;,       (i\  k  =  i,  2,  ...,  n), 

comme  celles  qui  interviennent  dans  l'étude  de  la  déformation  des 
surfaces,  ou  du  problème  analogue  pour  les  variétés  d'ordre  quel- 
conque dans  un  espace  à  n  dimensions.  Ces  formes  sont  de  vérita- 
bles formes  algébriques  par  rapport  aux  ditt'érentielles  ;  quand  on 
efifectue  un  chang'emejrit  de  variables 

(i)  •'V  =  'f,(yp  y».  ••-,  !/n)       {i  =  1,  2,  ...,  n), 

y^,  1/21  •  ■  •>  !/n  étant  les  nouvelles  variables,  on  doit  remplacer  dans 
la  forme  quadratique  chaque  facteur  dori  par 


^f/y,  +  ...  +  ^dy,„ 


et  ap()liquer  ensuite  les  règ'les  ordinaires  de  la  multiplication  algé- 
brique à  chacun  des  produits  dX/djc/,-. 
Mais  on  peut  se  placer  à  un  autre  point  de  vue.  Si  m  est    une 


(')  .Valeurs  a  ronsulter  : 

H.  l'oiNcAiiÉ.  Li:t  Afrl/iodus  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste  (tome  III j  ;  Sur 
les  résidus  des  inlérjni/es  doubles  (Aria  Malliematica,  tome  IX)  ;  Analysis  silus 
(Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  lSg5). 

E.  C.vRTAX.  Sur  certaines  expressions  différentielles  et  le  problème  de  Pfaff 
(Annales  de  l'Ecole  Normale,  .?»  série,  l.  XVI,  iSgg). 

E.  GouKSAT.  Sur  certains  systèmes  d'équations  aux  différentielles  totales  et  sur 
une  généralisation  du  problème  de  Pfaff  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  t.   VII,  igiSi. 

BuRALi-FoRTi.  Introduction  à  la  géométrie  différentielle,  suivant  la  méthode 
deGrassmann  (Gauthier-Villars,  iSg8). 
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Forme  de  PfalT.  ]  =  j  r.i  représente  une  intéçrak'  curviligne  éten- 
due à  une  courhe  C  de  l'espace  à  n  dimensions.  Si,  au  lieu  d'une 
intégrale  curviligne,  on  considère  des  intégrales  étendues  à  des 
multiplicités  à  un  nombre  quelconque  p  de  dimensions  de 
l'espace  à  n  dimensions,  on  les  représente  par  des  symboles  où 
figurent  sous  le  signe  d'intégration  des  sommes  d'expressions 
telles  que 

F  (,r,,  j-,,  . . . ,  xj  dx^dœ.,  . . .  dx^,,       (p  ^  n) 

et  le  produit  dx^dx.^,  ...  dx^^  n'est  plus  un  produit  algébrique 
au  sens  propre  du  mot,  mais  un  produit  symbolique  pour  lequel 
les  règles  du  calcul  sont  toutes  difl'érentes  des  règles  ordinaires  du 
calcul  algébrique.  Ces  régies,  que  nous  allons  rappeler,  se  dédui- 
sent naturellement  de  la  signilication  attribuée  à  ces  produits 
symboliques. 

Considérons  d'abord,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  une  inté- 
grale  de   surface  1^1     1     A  (.z',  y.z)    d.rdy    étendue  à    un    côté 

déterminé  d'une  portion  de  surface  X,  telle  que  les  coordonnées 
d'un  de  ses  points  s'expriment  en  fonction  de  deu.x  paramètres 
(il,  v).  Soit  R  la  région  du  plan  (il,  v)  qui  correspond  point  par 
point  à  la  portion  de  surface  S;  l'intégrale  de  surface  I  est  égale  à 
l'intégrale  double  ordinaire 

1=  r  r   X{a,.,,)Ri£iAdudv, 

J  J(R,   ^  '-'    '  D(./,  n 

étendue  à  la  région  R.  11  résulte  immédiatement  de  cette  nouvelle 
expression  de  l'intégrale  qu'elle  change  de    signe  quand  on  per- 

mute  X  et  u,  nuisque  -.r^ — >V  +   ^     —  =  o.  On  a  donc  : 
^    '         '       D(m,  v)         D(«,  c) 

les  deux  intégrales  étant  étendues  au  même  côlé  de  i^  ;  ce  que   l'on 

peut  écrire  sous  forme  abrégée 

(a)  d.rdy  =  —  dydx. 
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Le  produit  syniboli(iiic  d.i-ilij  r/iti/if/r  ilonc  de  sii/in'  quand  an 
/jcrnialir  les  deux  facteurs. 

Celle  règle  d'apparence  paradoxale  est,  rdiiiiiie  mi  le  voil,  une 
conséquence  de  la  signification  même  ilu  [irodiiil  dxdy.  D'une 
façon  j^viiéiale,  si  l'on  adoptait  la  notation  (dj   [)onr   re|ii'(''senter  le 

déterminant      ,,,    ,  il  est  clair  que  l'on  aurait  ab  +  ha  =  o. 
\(i  0  \  ' 

Considérons   maintenanl   une   variété    E^   à  p    dimensions    de 

l'espace  à  /(  dimensions,  et  soit 

1  ^  i  F  (.i\,  .rj,  .  .  .,  x^^)dx^da^.,  .  .  .  dx^^ 

une  intégrale  multiple  d'ordre  /j  étendue  à  celle  variété  (pour  sim- 
plifier les  notations,  nous  n'écrirons  qu'ini  seul  sig'ne  /  ,  ce  qui  ne 

[leut  entraîner  aucune  ambiguïté). 

Supposons  que  les  coordonnées  J?,,  J^j,  ...,  x^  d'un  point  de  E 
s'expriment  au  moyen  de  yo  paramètres  indépendants  ^l^,  u.^,  ...,  u  , 
de  telle  façon  que  la  variété  E^,  corresponde  point  par  poijit  à  un 
certain  domaine  R^,  de  l'espace  à  p  dimensions  (Mj,  (/.,,  ...,  w^). 
L'intégrale  I  est  égale  à  une  intégrale  multiple  ordinaire  étendue 
au  domaine  R^,. 

I  =  /'  F  !^<-''"-'^-'--   -'--'■'  du, du..   .  .  .  du„, 

où  x^,x.;,,  ...,j?,j  doivent  être  remplacées  dans  F  par  leurs  expressions 
au  moyen  de  Mj,  u.,,  ...,  «^  (').  Quand  on  échang-e  deux  facteurs 
consécutifs  dans  le  produit  dx^dx.^  ...  dx^^,  on  voit  encore  que 
ce  produit  change  de  signe  et,  par  conséquent,  quand  on  permute 
d'une  façon  quelconque  les  facteurs  du  produit  symbolique 
dx^dx.^  ...  dx^,  ce  produit  ne  chniujç  pas  de  si<//ie  ou  cliaiKjrde 

(')  Quand  on  permute  les  variables  auxiliaires  m,  le  déterminant  peut 
changer  de  signe,  les  deux  signes  possibles  correspondant  aux  deux  côtés 
d'une  surface  dans  l'espace  à  trois  dimensions.  Nous  supposerons  que  cet 
ordre  a  été  fixé  une  Fois  pour  toutes. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  propriétés  des  intégrales  multiples  d'ordre 
quelconque  dans  l'espace  à  n  dimensions,  je  renverrai  le  lecteur  aux  .Mémoi- 
res cités  plus  haut  de  Poincaré. 
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signe,  suivant  que  cette  permutation  peut  être  obtenue  par  un 
nombre  pair  ou  un  nombre  impair  d'écltanges  entre  deux  J'ac- 
leurs  consécutifs. 

Tout  ceci  s'étend  évitlemment  à  tout  produit  symliolique  de  la 
forme 
(3)  Vdx^^dx^,  . .  .  dx„^^, 

Xj,  a,,  ...,  a  étant  p  nombres  entiers  différents,  pris  parmi  les 
n  premiers  nombres,  si  on  n'étudie  que  des  intég'rales  dans 
l'espace  à  n  dimensions.  Si  l'on  range  ces  indices  dans  un  autre 
ordre  [t'^,  a'.j,  ...,  a'^J,  le  nouveau  produit  symbolique 

¥dx^'    dx^i,,  ...  dx^  ^ 

est  égal  au  premier,  ou  égal  au  premier  changé  de  signe,  suivant 
que  les  deux  permutations  (a^,  a^,  ...,  a^),  (a'j,  a'^, ...,  a'^^)  sont  de 
même  classe  ou  de  classes  différentes. 

Il  résulte  aussi  de  la  définition  que  tout  produit  symbolique  (3), 
où  deux  indices  sont  égaux,  est  identiquement  nul,  car  le  déter- 
minant fonctionnel 

■^ (■»«..  •3=«„.  ••    >'ï'«,) 


D(«i,  J/2,    . .  .,  tlp) 

a  deux  lignes  identiques. 

Les  expressions  symboliques  telles  que  (3)  seront  appelées  des 
expressions  monômes  ;  F  est  le  coefficient,  dx,j^^dxg.,^  . . .  dx^  est 
l'analogue  de  la  partie  littérale  dans  un  monôme  algébrique  ordi- 
naire. 

Plus  généralement,  toute  intégrale  étendue  à  une  variétéi 
d'ordre/)  de  l'espace  à  /(  dimensions  est  représentée  par  la  notation 

où  w  est  une  expression  de  la  forme 

(4)  '•>  =  V  A„,«.,  ...  ^^dx^^dx^^  .'..  dx^, 

les   coefficients  A„  ~^  •  •  •  «    étant  dos    fonctions   des  n  variables 
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j?j,  x^,  ...,  a;,,  et  la  sommation  étant  ét(Midue  à  ton/es  les  combi- 
naisons des  «  indices  p  à  p.  Nous  dirons  que  w  est  une  forme  si/ ni- 
holique  de  différeniielles  de  degré  p. 

Il  est  clair  que  le  dei>Té  d'une  forme  symbolique  ne  peut  dépas- 
ser le  nombre  n  des  variables,  et  que  toute  forme  symbolii|ue  de 
degré  n  se  réduit  à  un  seul  terme 

Fdx^dx^  . . .  dx„. 

On  peut  supposer  par  exemple  que,  dans  chaque  combinaison, 
les  indices  sont  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  mais 
cela  n'est  pas  nécessaire.  Quand  on  est  amené  à  éhanger  l'ordre 
des  facteurs  dans  un  produit  symbolique  tel  que  dx„  dx^^  ...  dx^  , 
le  coefficient  correspondant  doit  être  changé  de  signe  si  la  permu- 
tation change  de  classe.  A  chaque  combinaison  d'indices  p  à  p, 
correspondent  donc  p\  fonctions  Aj,  ^^^  ...  „  qui  ne  peuvent  diffé- 
rer que  pai-  le  signe,  deux  fonctions  A„  ^^  ...  „  et  A„'  ^^;  ...  „'  étant 
égales  si  les  deux  permutations  (a,,  a.^,  ...,  a^)  et  (a',,  x'j,  ...,  ï'  ) 
sont  de  même  classe,  et  de  signes  différents  si  les  deux  permuta- 
tions sont  de  classes  différentes. 

Cette  remarque  trouve  son  application  dans  la  réduction  des 
li-rnies  semblables,  c'est-à-dire  des  termes  où  figurent  les  mêmes 
différentielles,  à  l'ordre  près.  On  peut  toujours  ramener  les  termes 
semblables  à  contenir  les  différentielles  écrites  dans  le  même 
ordre,  en  changeant,  s'il  est  nécessaire,  le  signe  de  certains  coeffi- 
cients. Gela  fait,  on  peut  ensuite  remplacer  tous  les  termes  sem- 
blables par  un  seul,  dont  le  coefficient  est  égal  à  la  somme  des 
coefficients  de  tous  ces  termes  semblables.  Par  exemple,  on  a 

kdxdijdz  +  Bdi/dsdx  +  Cdxdzdy  ^  (A  +  B  —  C)dxdyds. 

La  somme  d'un  nombre  quelconque  de  formes  symboliques  de 
degré  p  est  une  forme  symbolique  du  même  degré  dans  laquelle 
on  pourra  réduire  tous  les  termes  semblables  à  un  seul,  en  appli- 
quant la  règle  précédente  ('). 

Remarque.  —  On  pourrait  ainsi  convenir  que,  dans  le  second 
membre   de  la   formule  (4),  la  sommation  est  étendue  à  tous  les 

(')  Lue  forme  est  identiquement  nulle  lorsque,  après  réduction  des  termes 
semblables,  tous  les  coefficients  sont  nuls. 
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arraiiœements  p  k  p  des  ii  indices,  en  tenant  compte  des  relations 
qui  existent  entre  les  coefficients  correspondant  à  une  même  com 
binaison.  Il  est  alors  entendu  que  chaque  produit 

dx„^dx„^  ...  dx„^^^ 
est  mis  à  la  place  de 

Uy,  11.^,  ...,  iij,  élant  p  paramètres  auxiliaires.  La  somme  des  ter- 
mes qui  se  déduisent  de  l'un  d'entre  eux  par  une  permutation  dans 
l'ordre  des  indices  est  liien  ég'ale  au  produit 

_^du^du.-,  ...  du  . 


D(»,.  «,,  . . .,  Il,,) 


On  se  sert  aussi  quelquefois  de/)  systèmes  différents  de  diffé- 
rentielles, chacun  d'eux  correspondant  à  une  des  varialiles  auxi- 
liaires. Par  exemple,  une  forme  du  second  degré 

M  =^   /  ^kjkd.Vjdxic 

s'écrira  aussi,  avec  deux  systèmes  de  différentielles. 

0)  =  ^A,A(</,r/8a:'i.  —  dxk^xi), 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  n  indi- 
ces deux  à  deux. 

23.  Changement  de  variables.  —  Considérons  d'abord  le 
produit  symbolique  dx^dx.^,  et  cherchons  par  quelle  forme  sym- 
bolique on  doit  le  remplacer  quand  on  remplace  les  variables  a;,  par 
de  nouvelles  variables  yi  liées  aux  premières  par  les  relations  (i). 

Si  les  nouvelles  variables  yi  sont  remplacées  par  des  fonctions  de 
deux  paramètres  auxiliaires  h,  v,  les  variables  xi  se  chang-ent 
aussi  en  des  fonctions  de  ces  paramètres,  et  le  produit  (/jjjrfoJjdoil 

être  remplacé  dans  tous  les  calculs  par    ^,"',^    diido.  Mais  on  a, 
'  '         D(«,  i') 

d'après  les  formules  classiijues  du  changement  de  variables  dans 
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les  (létermiiiaiil^  fonctionnels, 


D(u,v)  fdD(yi,,jk)      D(«,y) 


la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  deux  à  deu.\ 
des  indices  /,  k,  qui  peuvent  varier  de  i  à  n.  Cette  formule  peut 
encore  s'écrire,  en    niiilli[iliaut    les    deux  membres    par   dudu,  et 

remplaçant  .  ■'''■'''  diulo  par  diiidiih, 

dx.dx,  =   7    ^''  "  '^"    duiduu-. 

C'est  le  résultat  que  l'on  obtiendrait  en  etïï'cliianl  le  produit  des 
deux  différentielles  d.v^  et  dx.^, 

l  ^  dy,  +  ^  f/y .,+  ...  +  ^'  dyÀ  (  '1=-  dy,  +  ...  +  -'^  dyV 

suivant  les  rètcles  habituelles  du  calcul  algébrique  en  ayant  bien 
soin  d'écrire  dans  chaque  produit  partiel  les  facteurs  dyi  dans 
l'ordre  même  où  ils  se  présentent,  puis  en  tenant  compte  des 
règles  spéciales  au  calcul  symbolique,  c'est-à-dire  des  ég'alités 

dyidyi  =  o,       dy.dyk  +  dy,,dyi=  o. 

Il  est  clair  en  effet  que,  dans  ce  produit,  il  y  a  un  terme  eu  dy,dyi; 

(lui  a  pour  coefficient —ii -!^  et  un  terme  en  diihdiuam  a  pour 
'  '  Dy,-  DyA-  ./  '    J  '    1  1 

coefficient—^     '■.  La  somme  de  ces  deux  termes  est  liien  é  ara  le  à 

Le  raisonnement  est  général.  D'après  les  formules  du  change- 
ment de  variables,  on  a 

D(Xi,  xz,  ...,Xp) yi      \i(x^,Xi,  ...,x,)  D{i/i,  ijk,  ...,  yi) 

D(«„  u,,  ...,  Il,)  ~  .  J^    ^  t){yi,  yic,  ...,yi)  D(»„  ii..  ....  «„)  ' 

la  sommation  étant  étendue  k  toutes  les  combinaisons  des  n  indi- 
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ces  p  à  j).  En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  relation  paj 

(hi^(ln.2  ...  ihij,,  elle  devient 

(5)        dx^dx.,  ...  dx^  =      V      Ti{.xux„...,.r„)  ^  ^^f  ^1    _ 

i,k^..,i  ^^'^''y'''  ■■■'  'j') 

■    C'est  encore  le  résultat  que  l'on  obtiendrait  en  effectuant  le  pro- 
duit des  p  différentielles 

dx,  =  ^-'^'  dlJi   +    ...    +  ^  f/tf„, 
dx.^  =  -^"  dii,  +   ...   4-  ^^  rfv,,, 


f/j:',,  —  ^'  f/w,  +  ...  +  ^'  du,, 

d'après  les  règles  ordinaires  du  calcul  alg'ébrique,  en  ayant  soin 
d'écrire  les  facteurs  di/i  de  chaque  produit  partiel  dans  l'ordre  où 
ils  se  présentent,  et  enn'écrivant  pas  les  produits  partiels  où  figure- 
raient deux  facteurs  dyt  égaux,  puis  en  réduisant  les  termes  sem- 
blables comme  on  l'a  expliqué  au  numéro  précédent. 

La  méthode  est  la  même  pour  une  forme  quelconque  de  degré/). 
Il  suffit  d'appliquer  la  règle  à  chacun  des  monômes,  puis  de  réduire 
les  termes  semblai)les. 

24.  Produits  symboliques.  —  Considérons  d'abord  deux 
formes  s^Tnboliques  réduites  à  deux  monômes 

«p  =  -^f/-^«/''>ï'«.,  ••■  f/'ï^«p.        ">'/  =  ^dx^^dxr^^  ...  dxp^ 

de  degrés  p  et  q  respectivement.  Nous  appellerons  produit  symbo- 
lique des  deu.x  monômes  Mp,  w^^,  et  nous  représenterons  par  o>pc>q  le 
monôme 

wpw,/  =  iUidx^dx^^  ...  dx^pdxfi^^  ...  dxo,^ 

obtenu  en  prenant  pour  coefficient  le  produit  AB  des  deux  coeffi- 
cients, et  en  écrivant  dans  leur  ordre  tous  les  facteurs  dxi  de  wq  à 
la  suite  des  facteurs  de  otp. 

Il  est  clair  que  ce  produit  wpUy  sera  identiquement  nul,  si  l'une 
des  différentielles  dxi  figure  dans  les  deux  monômes  w^j,  w^.etdans 
ce  cas  seulement. 
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Considérons  iiiiiiiiteiiaiit  deux  tonnes  quelconques,  de  degrés  ^ 
et  (j  respectivement, 

'^1  =  '^^p,p,  ■  ■  ■  ^/•^^,'/-^(3,  ■  •  •  ^•^>./' 

et  imaginons  qu'on  effectue  successivement  le  produit  de  chacun 
des  monômes  de  io^  par  chacun  des  monones  de  u,/  d'après  la  règle 
précédente,  puis  qu'on  fasse  la  somme  de  tous  les  monômes  obte- 
nus, en  réduisant  les  termes  semlilables.  La  nouvelle  forme  ainsi 
obtenue  est  par  déKnition  le  produif  symbolique  des  deux  formes 
"P)  <^<7t  et  se  représente  par  hipoi,/, 

w„M„  =  ^  A    ,    ...      Bp  p    . .  .  p  dx„    .  . .  dx„  dxù    .    .  dxa  ■ 

Il  est  clair  que  ce  produit  symbolique  est  de  degré  p  -\-  q  ;  on 
aura  donc  Mptiiq  =  o,  si  la  somme  p  +  q  est  supérieure  à  n,  puis- 
qu'il n'y  a  quen  facteurs  dxi  différents. 

La  multiplication  symbolique  est  évidemment  une  opération 
distributive  ;  on  a 

w,((o,   +  0)3  4-   ...   +  ai,)  =  WjWj  +  ojj(03  +   ...   +  WjOi^., 


W„(0. 


Mais  l'opération  n'est  pas  commuiative.  Quand  on  échange  les 
deux  facteurs  Mp,  la,,  du  produit  symbolique,  on  voit  facilementque 
chacun  des  monômes  de  ce  produit  est  multiplié  par  ( —  i)w  ;  on  a 
donc 

(6)  UpCO,/   =   ( l)/"/UyWp. 

Si  les  deux  nombres/?  et  q  sont  impairs,  on  a 
(6)'  wphiij  +  uii^p  =  o  ; 

si  l'un  des  nombres  p  ou  q  est  pair,  on  a,  au  contraire, 

(6)"  OlpID^/   =    Wf/Mp. 

Supposons  en  particulier  w^  =:  oip;sip  est  impair,  la  relation  (6)' 
prouve  que  le  produit  Wj,.Wp  =  (wp)'  est  nul.  Le  carré  d' une  forme 
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siiiiiboliquc  de   i/t'i/ré   impair  est   donc  toujours  nid  idi>nli([n'>- 
inenl . 

Le  produit  syinlioliqiie  iluii  nombre  i[uelcoiii[ue  de  formes  sym- 
boliques wp,  lùq^  r.i,.,  ...  se  définit  de  proche  en  proche  comme  le 
produit  algébrique  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Par 
e.vemple  le  produit  w^w^wr  s'obtient  en  effectuant  d'abord  le  iiroiUiil 
symbolique  wpwq,  et  en  multipliant  ensuite  ce  produit  par  w,-.!!  est 
clair  qu'il  faut  ici  tenir  compte  de  l'urdre  dans  lequel  on  écrit  les 
facteurs,  à  moins  que  tous  ces  facteurs  ne  soient  de  deijré  pair. 
Supposons  que,  dans  le  proeluit  symboli([ue 


nous  intervertissions  deu.x;  facteurs  «^,  m,^,  de  dea;'rés  p  et  </  respec- 
tivement, séparés  par  plusieurs  autres  facteurs  dont  la  somme  des 
deg'rés  est  égale  à  r.  r  étant  nul  si  les  deux  facteurs  w  ,  w.j  sont 
consécutifs.  Pour  faire  cette  opération,  on  peut  faire  passer  «^ 
devant  w  ,  puis  faire  passer  oj  à  la  suite  des  autres  facteurs  qui 
séparaient  M  et,  r^, .  11  est  clair  que  cette  opération  revient  à  faire 
une  certaine  substitution  sur  les  rangs  des  différentielles  d'un 
quelconque  des  monômes  qui  figurent  dans  le  produitsymbolique. 
Pour  faire  passer  t,^^  devant  w^,  on  a  à  effectuer  en  tout  q\^p  +  r) 

échanges  entre  deux  facteurs  dxi  consécutifs  dans  chacun  de  ces 
monômes;  pour  faire  passer  ensuite  «^  à  la  suite  des  facteurs  qui 

précédaient  w^^,  il  faut  faire  de  nouveau  pr  échanges  de  deux  fac- 
teurs c/j;,- consécutifs.  Le  produit  symbolique  est  donc  multiplié 
par 

( —  iy/i/)  +  '1+P''  ^  ( —  I  )'//)  +  '■(/)  +  '/»  ; 

s'il  n'y  a  pas  plus  d'un  facteur  de  degré  impair  ilans  le  [)roduit 
symbolique,  un  seul  des  trois  nombres  p  -\-  q,  pq,  r  peut  être 
impair,  et  le  nombre  pq  '+  r{p  +  q)  est  toujours  pair.  Dans  ce 
cas,  le  produit  symbolique  est  indépendant  de  l'ordre  des  facteurs. 
Si  les  deux  nombres  p  et  q  sont  de  même  j)arité,  p  +  q  est  pair, 
et  pq  est  pair  ou  impair  suivant  que  p  ei  q  sont  tous  les  deux  pairs 
outous  les  deux  imj)airs.  Donc,  quand  on  éc/ifini/i>  dcii.r,  facteurs 
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dont  les  dey  nés  sont  de  même  parité  dans  un  produit  symbolique, 
ce  produit  nechange  pas  si  ces/acteurs  sont  tous  tes  deux  de  degré 
pair,  et  il  change  de  signe  s'ils  sont  tous  les  deux  de  degré  impair. 

\i  vn  vésuhe  que  tout  produit  symbolique,  qui  renferme  deux 
facteurs  identiques  de  degré  impair,  est  identiquement  nul.  Car 
co  produit  doit  changer  de  signe  quand  on  écliaiige  <:es  deux  fac- 
teurs. 

La  puissance  /«"'""' symbolinuc  d'une  l'ornic  w  i  st  icproiluit  sym- 
bolique (le  ///  facteurs  identiques  à  w.  Toute  puissance  d'une  forme 
de  degré  i/npair  est,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  identiquement 
nulle.  Il  n'en  est  pas  de  même  en  général  des  puissances  il'une 
forme  de  deyré  pair.  Supposons  w  écrit  sous  la  forme 

«  =  o.,    +   0.,    +    ...    4-   <..,„. 

wp  (uo,  ...,  f.),j,  étant  des  monômes,  (lomme  le  carré  d'un  monôme  est 
toujours  nul,  on  a 

W-    =    2((0j(0.,    -|-    tOjW^   -\-     ...     -\-    WjWjij    -f-    (OjWj    -|-     ...     4"    ^i,i-l"j)i)' 

car  le  j)roduit  de  deux  monômes  de  deg-ré  j)air  estindépendant  de 
l'ordre  des  facteurs.  On  a  de  même 

W^   ^^^    .■2.3  I  WjWoOJg    4-    WiW.jW,     -|"    •■•     "l~    "m— s'^w  — i'^Ill)' 

et  d'une  manière  générale,  w^'  s'obtient  en  multipliant  par/*!  la 
somme  de  tous  les  produits/)  à  p  des  /"monômes  o>^.  m^.  ...,  «,„. 

Pour  justifier  la  définition  d'un  produit  symbolique  de  plusieurs 
formes,  il  est  essentiel  de  démontrer  que  celte  définition  est  indé- 
j)endanle  du  choix  des  variables  indépendantes.  En  termes  plus 
précis,  soient  w,,  w.^,  ...,  r,,^^  plusieurs  formes  et  w  leur  produit  sym- 
bolique. Si  l'on  fait  un  changement  de  variables  quelconque,  les 
formes  toij'w^)  •••>  o',,,  se  changent  en  de  nouvelles  formes  m^,  w.,,  ... 
ra„_,  w  se  change  en  m,  et  l'on  a  encore  entre  ces  formes  la  relation 


Otte  [H-opriété,  qui  joue  un  rôle  capital  dans  la  théorie  des  for- 
mes symboliques,  est  encore  une  conséquence  des  formules  cfu 
changement  de  variables. 
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Pour   simplilier   l'écriture   des    formules,  considérons    d'abord 
deux  formes  monômes 

et  leur  produit  symbolique 

w=  W|Oj.,  =  AlidXidx^dx^dXj^dx-, 

les  coefficients  A  et  B  étant  fonctions  de  «  variables  indépendantes 
Xi,  Xo,  ...,  X,,.  En  introduisant  un  nouveau  système  de  variables 
y^,  1/2,  ...,  ,y„.  «i  se  chance  en  une  nouvelle  forme 

.     V*    D(j;,,  .r,,.T,)    ,       ,      , 
C5i  =  A     >     -— -! = — ^  di/hdijidiij, 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  3  à  3  des  n 
indices  ;  w,  se  change  de  même  en  une  nouvelle  forme 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  n  indi- 
ces 2  à  2.  Dans  le  produit  symbolique 

-.-3  =  AB   V   D^^-  --  ^3^  y  D(p^  dy,,h,,di,jd,„dy,. 

le  produit  dyhdyidyjdyj,dyi  se  présente  évidemment  plusieurs  fois. 
Calculons  par  exemple  le  coefficient  de  dy ^^dy ./ly,^dy ^dy-^.  Si  nous 
posons  pourabréger 

ce  coefficient  est  éafal,  il  est  facile  de  le  voir,  au  produit  de  AB  par 
la  somme 

(i,  2, 3)[4,  5]  —  (i ,  2,  4)  [3,  5]  +  (i,  2,  5)  [3,  41  +  (i.  3, 4)  [2,  5] 

-(1,3,  5)[2.4]  +  (i,4,5)[2,3]  -(2,  3,  4)ri,  5]  +  (2,  3,5)  [i, 4] 

-(2,4,5)[i,3]  +  (3.  4,  5)  [1,2]. 

Or  cette    somme  est  ég-ale,   d'après  une  jiropriété    connue   des 
déterminants,  au  déterminant 

Dtei.a;;.  Ja.  x^,.T^) 
I^('/i.  .'/2.  .'/3.  .'/i-.'/r.)    ' 
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et  on  démontrerait  de  même  que,  quelle  que  soit  la  combinaison 
d'indices  (A,  /,  /,  k\  /),  le  coefficient  de  diihdyidyjdyicdyi  dans  le 
produit  symbolique  mimo  est  éo-al  à 


^i!/>>,  !/i,  !/J,  !/k,!//) 
On  a  donc  pour  ce  i)roduit  symbolique  l'expression 

ra.ra,  =  AB      y      ^J_f"  ^^'  ^"  ^'-  -^f^  di//,d,/,d,/,d,j,,di//. 

Or  le  second  membre  n'est  autre  que  la  forme  symbolique  ro 
déduite  du  produit  <o  =  w^w,  par  l'introduction  du  nouveau  sys- 
tème de  variables.  On  a  donc  bien 


et  la  démonstration  s'étend  évidemment  au  produit  de  deu.x  monô- 
mes de  degré  quelconque.  Si  les  deux  monômes  mj,  cjj  ont  une  diffé- 
rentielle commune  dxi,  le  produit  w  est  identiquement  nul.  Il  en 
est  évidemment  de  même  du  produit  symbolique  ra,ro,,  qui  con- 
tient deux  facteurs  identiques  du  premier  deg'ré. 

Il  est  à  remarquer  que  la  règ'le  du  chang'ement  de  variables 
(n"  23)  dans  le  monôme  AïijCj,  ...  dx^  revient  à  effectuer  le  pro- 
duit svmbolique  obtenu  en  remplaçant  f/aj,,  ,...,  c?.7;„  par  leurs 
expressions  développées. 

Considérons  maintenant  deux  formes  quelconques 

r^   =  ^,,    +    ,,,    +    ...+    „,__, 

Q  =£2,  4-  il.,  +  ...  4-  a,.,     , 
(0/,  Qa  étant  des  monômes.  On  a 

,.0.  =  y  y  ,.,o^. 

1=1   k=i 

Soient  ra,  ra,,  ra,,  ....ra^,  n,  111,  n.,,.-.,  rir.ceque  deviennent  les  for- 
mes w,  6,j,  ....  r,,,„,  il,  i2,,  ....  n,-  par  l'introduction  d'un'  nouveau 
système  de  variables  ; 

ra  =  m,   4-  ra.7  +   •  •  ■   +  ra,,, , 

n=  n,  4-  Oo  +  ...  4-  Wr. 
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Le  produit  m,Û/;  se  change  en  nr/ri;,,  etpar  suite  le  produit  mQ.  se 
chaiifiie  en  l'expression 

m       r 

"V  V  w,nA-, 

/--l    /,■  =  ! 

(|ui  est  identique  au  produit  (rrij  +  ...  +'''ni)(nj  +  ...  +  rir)  des 
deux  l'ormes  transformées.  Le  théorème  est  donc  vrai  pour  le 
produit  de  deux  formes  quelconques.  Par  un  raisonnement  bien 
connu,  on  en  conclut  qu'il  est  vrai  aussi  pour  le  produit  d'un  nom- 
bre quelconque  de  l'ormes. 

Application. —  Nous  dirons  que/3  formes  linéaires  w^,  mj,  ...,  Wj, 
sont  indépendantes  lorsqu'il  n'existe  aucun  système  de  coefficients 
Xj,  "/.,,  ....  A  dont  l'un  au  moins  n'est  pas  nul,  tel  que  l'on  ait 
identiquement 

(7)  ^^l"l    +    \^2    +    •••    +    \<^p  =  0- 

Pour  que  le  produit  symbolique  de p  formes  linéaires  soit  nul, 
il  faut  et  il  suffit  que  ces  p  formes  ne  soient  pas  indépendantes . 

i»  La  condition  est suff santé .  — Supposons  en  effet  que  les/) 
formes  cjj,  «oo,  ...,  Wj„  vérifient  l'identité  (7),  le  coefficient  Ij,  par 
exemple  n'étant  pas  nul.  On  peut  alors  écrire  cette  relation 


et  le  produit 


"«  =    l'-l"!    +    lJ-2"2    +    ••■    +   1^J,-1%_1. 


•>2  •••'^j,-l(l^l<^l    +    P-2^2    +    •••    +    lS,-l%-l) 


est  nul,  car  chaque  produit  partiel  contient  deux  facteurs  linéaires 
identiques. 

2°  La  condition  est  nécessaire.  —  Supposons  d'abord  que  l'on 
ait  /(  formes  linéairement  distinctes 


■  ai^d.r^  +  ...  +  aindjCn,       {'=  '»  2  ...  n)  ; 


le  déterminant 


«2,, 
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esl  alors  dirtV-i'cnt  de  zéro.  On  vérilic  aisùinciil,  d'après  la  vigie  de 
la  multiplication  symbolique,  que  l'on  a 

w,(i)2  ...  w„=  \tlj\(l.i:,  ...  d.r,^, 
et  par  suite  le  produit  m, m.,  ...  w„  n'est  pas  nul. 

Si  l'on  a  /t  Formes  linéaire  ('ii/i)», ...,  '''p(/5<C")  indépendantes, on 
peut  toujours  leur  adjoindre  ii  ^  p  autres  Formes  w^^,,  ...,w,j  For- 
inanl  avec  les  [)remiores  un  système  de  n  Formes  linéairement 
distinctes.  D'après  ce  i[ue  nous  venons  de  voir,  le  produit  tij,w., ...  w^^ 
n'est   pas   identiquement  nul.  lien  est  donc  de  même  du  produit 


25.  Diviseurs  linéaires  d'une  forme.  —  Une  Forme  sym- 
lioli(|ue  il  est  dite  dinisiblc  par  une  aiiti-o  Forme  w,  s'il  est  possible 
de  représenter  la  Foi'jne  12  par  un  pioduit  symbolique  dont  w  est  un 
des  Facteurs  :  Ù  =  H^m  ;  la  Forme  w  est  alors  un  diviseur  de  Q..  Il  est 
toujours  possible  de  reconnaître  par  des  calculs  linéaires  si  une 
l'orme  donnée  il  est  divisible  par  un  autre  Forme  donnée  w  ;  soient 
eu  e£l'et/3et/)  —  /•  les  degrés  de  ces  deu.x  Formes.  La  Forme  £2j 
doit  être  de  degré  r,  et  les  coeFficients  inconnus  de  cette  Forme 
doivent  satisfaire  à  un  certain  nombi-e  de  relations  linéaires  que 
l'on  obtient  en  écrivant  que  les  coeFficients  des  mêmes  termes  dans 
le  produit  symbolique  OjW  et  dans  £2  sont  identiques.  Nous  allons 
nous  occuper  en  pai'licalier  de  la  recherche  des  diviseurs  du  pre- 
mier de^ré  d'une  l'oijne. 

Pour  (juc  il  .wi(  divisible  par  une  for  rue  lini'-airc  w,  ilfinil  cl  il 
sufjil  que  le  produit  iloisoil  ideiiliquenienl  nul. 

11  est  évident  que  la  condition  est  nécessaire,  car  le  produit 
symbolique  Uw  contient  alors  deu.x  facteurs  identiques  du  premier 
degré.  Pour  démontrer  que  la  condition  est  suffisante,  supposons 
que  w  contienne  fAr„,  de  telle  sorte  que  l'on  puisse  exprimer  dx^^ 
au  moyen  de  dx^,  d.x.,,  ...,  c?j;„_i,  <■>, 

(/.r,,  =  xM  +  oL^dx^  +  ...  +  a^,_jf/x'„_j,         a  5zi  o. 

I^a  Forme  il  |)eut  aloLss'ex|iiiinerau  moyen  de  (/.jc,,  dx^, ...,  dx„_^, 

(.)  et  s'écrire 

il  =  il,  +  Q,o,, 

12,  et  il,    étant    deu.x    nouvelles    Formes    qui    ne    reulerment    que 
G.  Prob.  7 
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dx^,  dx^,  ■■.,  dx„_i.  Le  produit  iiu  =  QjW  ne  peut  être  identique- 
ment nul  que  si  la  forme  Qi  est  elle-même  identiquement  nulle. 

Soit  en  effet 

Ai/c...idxidx/c  ...  dxi 

un  terme  quelconque  de  Q^  ;  le  coefficientde  dxidxk  ■■■  dxidxn  dans 

Ail-     I 
le  produit  symbolique  V.^w  est  ég;-al  à ''  '     ,  et  par  conséquent  ce 

produit   ne  peut  être  nul  que  si  tous  les  coefficients  A,/.-...;  sont 
nuls.  La  forme  ii  est  donc  égale  au  produit  symbolique  Q.^m. 

Pour  reconnaître  si  une  forme  Q.  de  degré  p  k  n  variables  admet 
des  diviseurs  linéaires,  on  cherchera  à  déterminer  n  coefficients 
ttj,  aj,  ...,  a^  de  telle  façon  que  le  produit 

£2w  =  Çi(!x.^dxi  +  t^dx^  +  ...  +  a.^dx„) 

soit  identiquement  nul.  Comme  ce  produit  est  de  degré  p  +  i,  on 


aura  en  tout 


n  (n 


i)  ...  (n-p) 


équations  linéaires  et  homogènes 

.......    (/)+!) 

pour  déterminer  les  coefficients  a;.  Si  ces  équations  sont  incompa- 
tibles, la  forme  iï  n'admet  pas  de  diviseur  linéaire.  Lorsqu'elles 
sont  compatibles,  elles  admettent  r  systèmes  de  solutions  linéaire- 
ment distinctes,  et  par  suite  la  forme  il  admet  r  diviseurs  du  pre- 
mier degré  w^,  Wj,  ...,u>r,  linéairement  indépendants. 

La  forme  ii  est  alors  divisible  par  le  produit  .symbolique 
M, «2  ...  bip,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  propriété  suivante  :  Si  une 
forme  Q,  est  divisible  par  k  facteurs  (  A;<^  n)  du  premier  degré 
Wj,  lOj,  ...,  Ml^,  linéairement  distincts,  elle  est  divisible  par  le  pro- 
duit (OjtOj w/,-. 

Il  nous  suffit  évidemment  de  montrer  que  si  le  théorème  est 
établi  pour  k  —  i  facteurs  linéaires,  il  est  vrai  aussi  pour  k  fac- 
teurs. Soient 

Cl);  =  OLi^dXi   +    ...  +  OLjndXn  («' =  I,  2.  ...,  k) 

k  formes  linéaires  indépendantes  ;  tous  les  déterminants  d'ordre  k 
déduits  du  tableau 
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ne  peuvent  être  nuls  à  la  l'ois.  Nous  supposerous  par  exemple  que 
le  déterminant 


"■U  ^12 


*21  ^22 


«1* 


n'est  pas  nul,  de  sorte  que  dxi,  dx^.  ...,  dxh  peuvent  s'exprimer 
linéairement  au  moyen  de  «i,  wa,  ...,t>i)i,dxk-^.i,  ...,  dxn- 
Soit  maintenant  Q.  une  l'orme  telle  que  l'on  ait  à  la  t'ois 

12mj  ^  0,     Uwj  =  0,  ...,  S2o)ft  =  o  ; 

nous  voulons  démontrer  que  Q  est  divisible  par  le  produit  symbo- 
lique WjWj  ...  <o/,-.  Le  théorème  étant  admis  pour  A: —  i  facteurs,  on 
a  déjà 

Q,  =  (OjW,  •••  "A— 1^1) 

et  la  forme  Q,  peut  s'écrire  à  son  tour 

n,  =  n,  +  a3«A.  +  n,, 

i2j  et  iij  ne  contenant  que  les  différentielles  dxk-{-\,  •••,  dXn,  et  un 
terme  quelconque  de  Sl^  étant  divisible  par  une  des  formes 
w,,  . . .,  (i)ft_i.  On  a  donc 

Q.  =  tOjdjj  ...  (o;i_i(Qj  +   QjOJfc), 

Pour  que  iito/,.  soit   identiquement  nul,  il  est  nécessaire  que  Qa 
soit  identiquement  nul.  Soit  en  efl'et 

Xij.jdxidxj  ...  dxi 

un  terme  quelconque  de  Q.^,  tous  les  indices  i,  j,  ...,  /  étant  supé- 
rieurs à /c.  Le  coefficient  de  dx^  ...  dxkdxtdxj  ...  dxi  dans  uwft 
est  au  sig-ne  près  Ay.../A;  il  fautdonc  que  l'on  ait  Ay .../  =  o  pour 
toutes  les  combinaisons  d'indices,  et  par  suite  on  a 

11  suit  de  là  que,  si  une  forme  u  admet  r  diviseurs  linéaires 


too 
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distincts  et  r  seiilemeiit  Wj,  oj»,  ...,  i.j,.,  celle  forme  esl  éfiale  à  un 
produit  symbolique  de  r  +  i  facteurs 
(8)  a  =  iiiW,f.)2  ...  (0,., 

1(1  forme  n,  n  admettant  plus  de  diviseur  linéaire. 

Cette  décomposition  peut  d'ailleurs  être  effectuée  d'une  inKnilé 
de  manières.  Si  l'on  pose  en  effet 

TOj  =  rt,j(.),  4-  rtjjojj  +  ...  +  r/|,.(.v, 
ro,  ^=  fl2i'''l   ■^"  'f-io^i  +   •••   +  napMp, 


CTr  =  a/'i'iJi    +   «;■.,'''.,   +    ...   +   arr'Or, 

le  déterminant  des  coel'Hcients  <'/,/,•  n'étant  pas  nul,  on  a 


et  a  est  aussi  divisible  par  le  produit  TO,ra^  ...  vjr- 

Remarque.  —  Soit  u  une  forme  de  de^ré  n —  i  à  ;;  variables  ;  le 
jHodiiit  symbolique  ii{ct.^dx^  +  ...  -f-  <^,idx„)  contient  un  seul  terme 
en  dx^dx2  ...  dx,^.  Ces  coefficients  a/ sont  assujettis  à  vérifier  une 
seule  relation  linéaire  ;  il  y  a  donc  n —  i  diviseurs  du  premier 
degré  linéairement  distincts  et,  par  conséquent,  toute  forme  il  de 
degré  n  —  /  «  n  variables  peut  être  représentée  par  le  produit 
si/ndjolique  de  n —  /fadeurs  linéaires  {C,(.  n"  27). 

Exemple.  —  En  dehors  du  cas  que  nous  venons  de  citer,  une  forme 
symbolique quelconi|ue  n'admet  pas  en  général  de  diviseur  linéaire,  si 
ses  coefficients  sont  arbitraires . 

Considérons  par  c.xenijile  une  forme  du  second  degré  à  quatre  varia- 
bles, 
il  =  A,.,(la-,d.ft  +  .\i3f/jîi(/.F3  +  An(lxid.i\  +  •'^ndj'td.v^  -\-  Ajjf/j'sfte^ 

+  A34''.î-:i(/.''(  ; 
\c  produit  Ll{x,(l.ri  -}-  a«(t.r-i  -\-  o-d.rs  -\-  (t^(t:i\)  développé  esl  égal  à 

(Aii,«:i   —    A|;)î<2   +    K2i'i{)dXidX'idX;i 

+  (Ai2«t  —  A|4«»  +  \^^<iL^)dXldx■ldx^ 
+  (Ai3«4  —  A, ^«3  +  Aj^aijrfx'irf.rsf/.r^ 
+  (A23«t  —  As^Ks  +  A.,ia-2)dXidx^d.x^. 
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l'our  (|iu'    Ci'    |ii'iHliiit   soil    nul,   Irs   ccicfticicnls  «j,  «j,  k-,,  «j    (li)ivfnl 
vorlticr  les  (|uali'(;  rclatiuii.s 


(9) 


Ai3«l'  —   Al;|«o    -\-    A|o«3    =    O, 

.\j,«i  —  A,,«j  +  A|j«»  =  o, 

A:u«|  —  Ai^aa  +  A|a«i  =  o, 

A3, «2  A2t«3    +    A5:|«4   =  O. 

Il  t'aut  donc  que  le  déterminanl  symctriquo  j^auche 


0 

A,-.     - 

-  A„ 

A.jr, 

A,. 

0 

Ah    - 

-A,, 

A,:, 

-  Au 

0 

A:,| 

A,:; 

Ail 

-  A  .i 

0 

=  (A,oA:h  +  A,3A,2  +  AhA,,)' 


soit  nul.  S'il  en  l'^l  ainsi,  les  riiualions  (i))  se  irjiiisetit  à  iloiix  équa- 
tions distinctes,  cl  la  forme  12  admet  deux  diviseurs  du  premier  degré 
linéairement  distincts.il  était  évident  r;  pi-iori  que  si  il  est  divisible 
par  un  t'acleur  linéaire,  il  en  admet  une  infinité.  Si  l'on  a  mis  ii  sous 
l'iirine  d'un   pnidiiit  synili(dique 


on  aura  aussi 


11=  (),,«,  +  u,o,.,)(/,.,a,,  +   a,M.,). 


pourvu    que    les     l'ouctions  >.i,  \i,  U|,  uj    vérifient     la    condition    /joi; 

-   l,Uy    =     >  . 

On  verra  plus  loin  (C.hap.  \'ll)  que,  par  un  cliangenienl  de  variables 
convenable,  on  peut  ramener  un  système  de  deux  éiiuations  de  l'fatt'  à 
quatre  variables  à  l'une  des  formes  suivantes 


(1) 

^i'J-^  —  !l-i<''Ji  = 

^          '/.'/:>  —  !J<><''Ji   —  f , 

(11) 

(///:;  =   0, 

dij-,  —  IJ.dlJ^   =  0 

(III) 

'('/l   =  0, 

dy-,   =  0  . 

Lorsque  le  déterminant  A  est  nul,  la  forme  il  peut  donc  être  ramenée, 
par  un  changement  de  variables,  à  l'une  des  formes  suivantes  : 


11  =  K(<///2  —  !/3d!/i)(d!/3  - 
11  —  Kdt/î{di/3  —  !/idi/i), 
11  =  Kdi/idi/-^. 


Ui'f'.h), 


26.  Formes  dérivées. 


Soit 
une  formu  symbolique  quelconque  de  deg^ré /).  On  appelleybr/rte 


=  2a« 
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dérivée  de  w,  et  on  représente  par  la  lettre  w'  la  forme  rie  degré 
p  +  I  définie  par  une  somme  de  produits  symboliques 

(  1 0)  '"'  =  S^^^a,  =<....  «/^■^«/^•^«=  ■  •  •  '^■^«p- 

En  remplaçant  tous  ces  produits  symboliques  par  leurs  expres- 
sions développées,  il  vient 

"^'  =  z1A)„  „         „   ,  ,dx„  dx„  ...  dx„  , ,, 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  n  indi- 
ces p  +  \  k  p  -\-  I .  Les  coefficients  de  cette  nouvelle  forme  ont 
deux  expressions  différentes  suivant  la  parité  de  p.  Si  p  est  pair, 
on  a 

(lï)      Jl!)„„  „     , , 

da  a  DA 


3CC 

«p+1 


+  •.    '"+■■■   +- 


avec  des  signes  +  seulement  dans  le  second  membre.  Si  p  est 
impair,  on  a 


('=•)     ^^^«,«,...«^+1 


3A  ?A  3A 

ai«2  ■■■«/)  «2  •  ■  ■  «/)«p+l  g/)+l«i  ■  ■  •  «p-1 


avec  le  signe  +  et  le  signe  —  alternativement. 
Si  w  est  une  forme  linéaire 

0)  =  A^dx^  +  k^dx^  +  ...  +  A,^dx^, 

la  forme  dérivée  w'  a  pour  expression 

.'=y(2AL^2è±\dxudx,; 

ou,  en  remplaçant  dxhdxi  par  dxk^xi  —  dxfiXk,  avec  deux  systè- 
mes de  différentielles  (n°  22) 

w'  ^  >  ( — '- !^ — —  I  (dxji^Xi  —  dxi5xk). 

*-*  \  ^xk        :>xi  / 
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La  forme  dérivée  ti>'  d'une  Jor  me  de  Pfajfe.st  donc  identique, 
au  signe  près,  au  covnriunt  bilinénire  (ii"  3). 

Nous  allons  montrer  dans  ce  paragraphe  que  les  propriétés 
essentielles  du  covariant  hilinéaire  s'étendent  à  la  forme  dérivée 
d'une  forme  do  deiçré  quelconque.  Nous  allons  d'abord  démontrer 
que  w'  est  un  covariant  de  w,  relativement  ;i  tout  chang'ement  de 
variables.  Si  avec  des  variables  nouvelles  ;/,,  tj.-,,  ■■■,'Jn-'  '•*  forme  m 
se  change  eu  ra  : 

"  =  Z^^«,«.  . . .  «/'i/«d!/„^  . . .  d,j^^, 

la  forme  w'  dérivée  devient,  avec  les  mêmes  variables,  la  forme  ^' 
dérivée  de  ra, 

a'  =    ?  f/B„  „  „  dii,  di/^    .  . .  du    . 

Prenons,  pour  simplifier  l'écriture,  une  forme  du  second  degré, 
et  soient 

(0  =  y  Ai/,dj'idxii,  w=  /JSjkdyidyti 

i,   k  i,    k 

deux  formes  symboliques  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  un 
changement  de  variables  j",-=  <f,(?/(,  î/j,  ...,?/«).  Supposons  que 
.'/i'  ^2'  •  ■  •'  y,v  ^^  P^i"  suite  j?i,  x^,  . .  .,x,^  soient  exprimées  au  moyen 
de  trois  paramètres  auxiliaires  m,  v,  lo.  Les  formes  w  etra  devien- 
nent respectivement 

-  =  Z  À'-^-  i  ^W^  dudv  +  -^^p^  dvdw  +I}i^l^du,dul 
^         )     D(«,  i>)  D(t>,  w)  D{w,  II)  r 

-=  y  B„  \  ^Sf^ dudv  +  ^ifii^  dvd,v  +  5|p^ du^du). 
^         )  D(u,  t<)  D(v,  w)  D(w,  u)  t 

En  égalant  les  coefficients  de  dndo,  dvdiv,  divdu  dans  l'identité 
0)  =r  îj,  on  a  donc  les  trois  relations 

^  D(«,  vj         ^  D(«,  v) 

yi  .       D(xi,  xh)  _  V  r>.,   »('//,  !lk) 
f^  D(£.,  W)  — -  D(y,  «.) 

t,  k  i,  k 
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Différentioas  ces  trois  relations  par  rapport  à  id,  h,  v  respecti- 
vement et  ajoutons  les,  relations  obtenues  ;  en  tenant  compte  de 
l'identité 

div  (  D(«,  v)  )'^  ^iil  D(t!,  iv)  S       r^i>(  DUv, ti)  ) 

il  vient  une  nouvelle  relation 

yi    ^A,■^,^  C  D(a-,-.  .xk)  ^cci        Dl-rj,  xu)  :>xi        Dr  j;,  xk)  dxl  ) 
.^^    ^xi   l    T>(u,i')      iin  "^     D(v,i[<)      3«    '^    D{w,  u)      3y  ) 

_    y    3B,fc  (  D(y,-,  ;/k)  ?//;        Oi;/i,!/h)  iJll        D(//'.  ///.-)  ?///  ^ 
^.-<^^   Df//    (   D(«,fj)     D//.  "*"  D(p,  a')    Du   '^  ï)(w,u)    Si>   y 

ou  plus  simplement 

y    DA,-fc  D(a;i,  Xh,  xi) -y    ^\iik  D{i/'.  i/k,  yi) 

■^      ^xi       D{u,u,io)  .-^      D//;      D(«, /J,  ;<>) 

Ou  peut  encore  écrire  cette  relation  en  multipliant  les  deux 
membres  par  diidvcho, 

7    tUlL  dxidxkdxi  =    7       '  'i'  di/idijkdi/i, 


(  1 3)  2  dAikdxidxk  =  2^  dBikdi/idi/k . 

i,  h  /,  k 

Or  les  deux  membres  de  cette  identité  sont  précisément  les  for- 
mes dérivées  co' et  nj'-des  deux  formes  co  etn.  La  propriété  énoncée 
est  donc  établie  pour  les  formes  du  second  deg-ré,  et  la  démonstra- 
tion est  la  môme  pour  les  formes  de  degré  quelconque. 

Si  une  forme  u  est  la  somme  de  plusieurs  autres  Wj  +  ...  +  w,-, 
il  est  évident  que  <o' est  ég-ale  à  la  somme  des  dérivées  m\  -^-  ...  -f  w',.. 
Cherchons  de  même  la  dérivée  d'un  produit  m  =  «l'i),,  et  considé- 
rons d'abord  le  cas  où  <o^  el  Wj  sont  deux  monômes, 

(d,  =  kdx„    ...  dx„  ,       Wo  =  Bdxp    ...  dxo  , 
1  «1  «//  -  pi  P? 

co  =  cu,(o„  =  ABdx,    ...  dx„  dxa    ...  d.JCo  . 
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Oïl  a 

r.,'  =  ((.j,(„,)'  =  (Ar/1$  +  Bf/AW.r     ...  r/.r    dxp    ...  dxo 
=  d\dx ,  dx     ...  dx,  (Bdxis    ...  dxn  ) 
+  {-i)P\dx^^  ...  r/,r^^/r/Br/.x-^_  ...  dx^^^), 
c'est-à-dire 

En  reprenant  le  raisonnement  ilu  n"  24,  on  voit  que  la  formule 
est  vraie  pour  le  produit  dedeux  formes  symboliques  quelconques. 
Plus  g;éncralement,  la  dérivée  d'un  pioduit  symliolique  de  ///  for- 
mes Wp  (Oj,  ...,  (o^.j  a  pour  expression 

(  1/4)  ('■Jt<'J_)  •••  «,„)'  =  wV"->  ■••  "m  ±  «iw's  •••  ''),„  zt  •  ■  • 


ce  qui  montre  que  la  dérivée  d'un  produit  est  nulle,  si  chaque  fac- 
teur a  une  dérivée  nulle. 

On  a  déjà  observé  (n"  3)  qu'une  forme  de  Pfatl'  m  est  une  diffé- 
rentielle exacte  lorsque  la  forme  dérivée  w'  est  identiquement 
nulle,  et  dans  ce  cas  seulement.  Si  on  convient  de  regarder  une 
fonction  ordinaire  des  variables  j:^,  X2,  . ..,  x^  comme  une  forme 
d'ordre  zéro,  on  peut  dire  que  toute  forme  du  premier  ordre,  dont 
la  dérivée  est  nulle,  est  elle-même  la  forme  dérivée  d'une  forme 
d'ordre  zéro.  La  propriété  précédente  peut  alors  ôtre  considérée 
comme  un  cas  particulier  de  la  proposition  générale  suivante  : 

Pour  f/u'uiii'  for/ne  o)  de  degré  p  soit  la  dérivée  d'une  forme  de 
dei/ré  p  —  /,  il  faut  cl  II  suffit  (/uc  la  dérivéi^  10'  soit  idcidiquc- 
ini'iit  nul  If. 

On  peut  vérifier  immédiatement  sur  les  expressions  (11)  et  (la) 
des  coefficients  S^„  „         „   , ,  de  a'  que  la  dérivée  de  w'  est  identi- 

quement  nulle,  c'est-à-dire  (jne  la  forme  que  l'on  déduit  de  oj'  de  la 
même  façon  que  l'on  déduitoj'  de  ot,  a  tous  ses  coefficients  nuls.  Mais 
on  peut  le  voir  plus  simplement  en  observant  que  la  forme  dérivée 
d'un  produit  symbolique  tel  que 

d\dx„    ...  dx„ 
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est  nulle,  puisque  tous  les  facteurs  ont  une  forme  dérivée  identi- 
quement nulle  (formule  i4)-  La  condition  énoncée  est  donc  néces- 
saire. 

Pour  prouver  qu'elle  est  suffisante,  nous  n'avons  qu'à  généraliser 
la  démonstration  du  n°  3,  où  le  théorème  énoncé  a  été  établi  pour 
les  formes  du  second  degré.  Soit  u  une  forme  de  degré  quelconque 
p>  2  dont  la  dérivée  est  identiquement  nulle,  c'est-à-dire  dont  les 
coefficients  vérifient,  suivant  la  parité  de  p,  l'un  des  deux  systèmes 
de  relations 

dA  DA  c->a 

•-"^  Djj  ^  :>x  +-+  ox  —  °' 

?A  ?A  ?A 

quelle  que  soit  la  combinaison  d'indices  [(x^,a^,  ...,  <Xj,4.i)-  Nous  vou- 
lons démontrer  qu'il  existe  une  autre  forme  £1  de  deja;rô  p —  i  (et 
même  une  infinité) 


^=ZC«i«2...ap-A«,   •••  ^-^^ 


«p— 1 

dont  la  forme  dérivée  ii'  est  identique  à  m. 

Nous  le  démontrerons  en  supposant  que  p  est  un  nombre  pair  ; 
la  démonstration  serait  toute  pareille  pour/j  impair.  Considérons 
d'abord  une  forme  de  de^ré  p  k p  +  i  variables,  que  nous  écri- 
rons, en  modifiant  un  peu  les  notations  du  cas  g-énéral, 

w  =  A^cfx„ ...  dXp^i  +  Aodx^ ...  dXj,^^dxi  +  ...  -|-  A.J,^^dx^ ...  dx^  ; 
la  forme  dérivée  contient  un  seul  terme  qui  est,  p  étant  pair, 

- '=  Pr^  +  P+  -  +  '^)  dx.dx,  ...  ftep+i, 

et  les  conditions  (i5)  se  réduisent  à  une  seule 
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Coite   condition   étant    sii[)|iosée   vérifiée,  soit  il  une   l'orme   de 
det^ré  p  —  i 

£2  r=  C//j3.,  ...  dXp  +  Cjf/.r.,  ...  dx^dx^  +  ...  +  Cj^dx^  ...  dXp_^, 

où  ne  fissure  pas  la  dift'érentielle  fZ-Cp+i  ;  on  a,  [)iiisque  p  —  i  est 
impair, 

il'  =  /^>  _  ^=  4.  ...  _  ^J^')  dx.dx, ...  dx„ 


3C, 


dx,  . .  .  dx„dx„ 


+  ^^7^  ^-^^  •  •  •  ^'^'^p+^^-^i  —■■■  +  T^r^  dx^^^dx^  . . .  dXj,_^. 
Pour  que  cette  forme  q!  soit  identique  à  to,  il  faut  que  l'on  ait 
f-AÇi_—       A         ^Ca     _   A  .3Cp-i  _       ^  ^Cp     _A 

(•8)< 

(  Djîi  Soîi  ^Xi  '  ^Xp  ''■'"'' 

On  tire  des  p  premières  relations 

rxp+i 
C^  —  —l  X^dxp+i  +  Vi, 
J<x„ 

nxp+\  r'XpJr\ 

C^_=   I  A^dxp^i +  [].,,. ..,Cp—   I  Apdxp+i  +\Jp, 

./«,,  .'«0 

a„  étant  une  constante  choisie  k  volonté,  et  U,,  U,,  ...,  U^,  des 
fonctions  arbitraires  des  p  variables  x^,  x^,  ...,  x^,.  En  rempla- 
çant C,,  C,,  ...,  C^  par  les  expressions  précédentes  dans  la  der- 
nière des  relations  (i8),  et  en  tenant  compte  de  la  condition  (17) 
que  vérifient  les  coefficients  A/,  elle  devient 

On  peut  choisir  arbitrairement  p  —  i  des  fonctions  U/,  et  la 
dernière  s'obtient  par  une  quadrature. 

La  proposition  est  donc  établie  pour  une  forme  de  degré  p  k  p  +  i 
variables.  Pour  prouver  qu'elle  est  générale,  il  suffira  donc  de 
montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  une  forme  de  degré  p  k  n —  i 
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varieables,  elle  est  encore  vraie  pour  une  l'orme  tle  ileçré  p  k  n 
variables. 

Soit  o)  une  l'orme  de  de^ré  pair  k  p  a  n  variables  dont  les  coeffi- 
cients A  vérifient  les  relations  (i5)'pour  toutes  les  com- 
binaisons d'indices  p  k  p.  Il  s'a^-it  de  prouver  qu'il  existe  une 
l'orme  de  dei^ré  /)  —  i , 

(20)  11  =  Vc^_^^  a/^-i^^'^a,  •••  '^■^«p-i' 

telle  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  combinaisons  d'indices, 
?t;  dC  ne 

Nous  pouvons  même  supposer  que  la  dilVérentielle  dx„  ne  figure 

pas  dans  n   de  telle  sorte  que  tous  les  coefficients  C„  „ 

^  '  "i'^i  ■ . .   «p— 1, 

où  l'un  des  indices  est  égal  à  n,  sont  nuls. 

En  considérant  les  relations  (21)  où  l'un  des  indices  est  égal  à  n, 
où  l'on  a  par  exemple  a^  =  n,  on  en  tire 

DC 
\  —       «I   ■  ■  ■  "P-i 

«1  .  .  .  ap-ln  3j.„  ' 

et  par  suite 

a„  étant  une  constante,  et  U  (■r,,x„,  ...,  Xn—i)  unefonc- 

"  C(ia2  ...   «y)  -1  ^     "     -  ' 

tion  arbitraire  des  n —  i  variables  jc^,  ...,  JCn-i.  Il  reste  à  montrer 
(luc  l'on  peut  choisir  ces  fonctions  U  „     .  de  façon  à  satisfaire 

1  «I    . .  .    Un  —  1  * 

aux  autres  relations  (21)  où  tous  les  indices  sont  inférieurs  à  /;. 
Si,  dans  une  do  ces  relations,  on  suppose  tous  les  indices  infé- 
rieurs à  n,  elle  devient,  en  remplaçant  les  coefficients  C/y ...  /  parles 
expressions  précédentes 

MI  DU  Dr 

«1«;   ...   a.p-[ «2    .  ■  ■    «/i       .  I  «/i«|   .  .  .  «p— 2 


+    ■■■    + 


«p 


DA  DA  DA  ) 

°"  •'•  "P-"' "'-  -  "P"  +  ... "^""-"P--"     dx,„ 

D.c  D.r  Dx  s 

Up  «1  «p— 1  .' 
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OU,  en    tenant   compte   do    la    lojidilion  (if)),  où  les   indices    sont 
a,,  a^,,  ...  a^^,  /?, 


3A  DU  DU 


+  ...  — 


^x 
«/)— 1 


On  peut  encore  écrire  cette  condition 

,'  DU  ^\} 

et  on  a,  pour  déterminer  les  fonctions  Uy  ...  /,  un  système  d'équa- 
tions tout  à  fait  pareilles  aux  équations  (21),  où  x.^  a  été  remplacé 
dans  le  premier  membre  par  une  constante  a,,.  Or.  si  l'on  prend 
dans  les  conditions  (i5)  le  j^roupe  formé  par  les  conditions  où  ne 
fii^urent  que  les  coefficients  dont  tous  les  indices  sont  inférieurs 
à  H,  ce  g'roupe  de  conditions  e.xprime  précisément  que  la  forme  w, 
déduite  de  w,  en  y  remplaçant  œ^  par  la  constante  a^  et  dx,^ 
par  zéro,  a  une  dérivée  w',  identiquement  nulle.  Le  théorème 
([ue  nous  voulons  démontrer  étant  supposé  vrai  pour  une 
forme  de  degré  p  k  n  —  i  variables,  les  équations  (22)  sont 
donc  compatibles  par  rappoit  au.\  fonctions  U^^  ,  ...,  U^       ,  et  par 

conséquent  le  théorème  est  vrai  aussi  pour  une  forme  de  degré  pk  n 
variables. 

La  démonstration  prouve  môme  que.  si  les  relations(i5)  sont 
vérifiées,  il  existe  une  infinité  de  formes  11  de  degré/? — •  i  ayant  w 
pour  forme  dérivée,  et  dont  les  coefficients  se  déterminent  par  des 
quadratures.  Si  l'on  a  obtenu  une  de  ces  formes  ii,  toutes  les  autres 
s'en  déduisent  immédiatement.  En  effet,  si  deux  formes  a,  lii  ont 
la  même  forme  dérivée  u,  la  différence  fi —  fî,  a  une  dérivée  iden- 
ticjuement  nulle,  et  par  suite  cette  différence  est  la  dérivée  d'une 
forme  î3  de  degré/) — i.  La  réciproque  est  évidente.  Si  l'on  a 
i2'  =  oj,  il  est  clair  que  la  forme  ii  +  ra'  a  aussi  w  pour  forme 
dérivée,  quelle  que  soit  la  forme  de  nj  de  degré  p  —  i . 
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Les  formes  dérivées  intervienneDt  dans  la  g'énéralisation  de  la  for- 
mule de  Slokes.  Soit  w  une  forme  symbolique  de  degré/)  ;  l'intégrale 
Ip  =  /w,  étendue  à  une  multiplicité  yiermee  Ej,  d'ordre  p  de  l'espace  an 
dimensions,  est  égale,  d'après  le  théorème  de  Stokes  généralisé,  à  une 
intégrale  d'ordre  p  -\-  i  étendue  à  une  multiplicité  Mp-j-i  à/)  -)-  i  dimen- 
sions limitée  par  Ep,  et  cette  nouvelle  intégrale  est  représentée  par/i/, 
où  w'  est  précisément  la  forme  dérivée  de  m  (').  Cette  liaison  entre  les  deux 
formes  symboliques  w,  w'  explique  bien  pourquoi  w'  est  un  covariani 
de  M,  car  elle  est  évidemment  indépendante  du  choix  des  variables.  Elle 
explique  aussi  pourquoi  la  dérivée  de  w'  est  identiquement  nulle.  En 
effet,  l'intégrale  /w'  étendue  à  une  multiplicité  Ep+i  peut  être  rempla- 
cée par  l'intégrale  /w  étendue  à  la  multiplicité  Ej,  qui  limite  Ep-i-i.  Il 
s'ensuit  que  Vintégvale  fo>'  étendue  à  une  inultipliciié  fermée  est  nulle, 
puisque  la  multiplicité  Ej,  disparaît  dans  ce  cas.  Or  l'intégrale  /w', 
étendue  à  une  multiplicité  fermée  Ep+i  peut  à  son  tour  être  remplacée 
par  l'intégrale /w"  (où  w"  est  la  forme  dérivée  de  m')  étendue  à  une 
multi|)licité  Ep-|-2,  limitée  par  Ep+i.  Cette  intégrale  devant  être  nulle, 
quelle  que  soit  la  multiplicité  Ep-1-2,  il  s'ensuit  que  la  forme  w"  est 
identiquement  nulle.  Inversement,  si  une  forme  w  de  degré/)  est  telle 
que  l'intégrale  /w  étendue  à  une  multiplicité  fermée  quelconque  Ep 
est  nulle,  w  est  une  forme  dérivée.  Car  l'intégrale  /w'  étendue  à  une 
multiplicité  quelconque  Ep+i  doit  être  nulle,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  si  w'  est  identiquement  nul. 

Les  formes  dérivées  jouissent  donc,  dans  la  théorie  des  intégra- 
les multiples  d'ordre  quelconque,  des  mêmes  propriétés  que  les 
différentielles  totales  dans  la  théorie  des  intégrales  curvilignes. 
Cette  analog'ie  justifie  le  nom  de  différentielles  totales  que  leur  a 
donné  Poincaré  ;  pour  éviter  toute  méprise,  nous  les  appellerons 
différentielles  totales  symboliques. 

Remarque.  —  Si  dans  une  forme  dérivée  on  remplace  l'une  des 
variables  par  une  constante,  et  la  différentielle  correspondante  par 
zéro,  la  forme  à  n — i  variables  obtenue  est  encore  une  différentielle 
totale  symbolique.  En  effet  si  l'on  fait  par  exemples;  j=  G,  rfa;i  =  o, 
la  forme  obtenue  ne  renferme  plus  que  les  termes 

'  A„  „         „  (tx„  dx„   . . .  dx„  , 

j,^    a.xa.<!.  .  .  .  «p       «1       «2  «), 

(')  Je  renverrai  pour  la  démonstration  aux  travaux  cites  de  Poincaré.  On 
suppose,  bien  entendu,  que  tous  les  coefficients  de  la  fornie  w,  ainsi  que  leurs 
dérivées,  sont  continus  dans  un  domaine  renfermant  les  multiplicités  dont 
il  est  question  dans  l'énoncé.  Voir,  sur  ce  sujet,  plusieurs  Mémoires  de 
M.  Bdhl  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  (igia-iyiS). 
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OÙ  tous  les  iudices  sont  ditleionts  de  l'unité,  et  les  relations  qui 
expriment  que  celte  l'orine  est  une  différentielle  totale  symbolique 
sont  comprises  parmi  celles  qui  expriment  que  la  forme  considérée 
est  une  forme  dérivée. 

27.  Extension  du  problème  de  Pfaff.  —  Etant  donnée  une 

forme  linéairedo  ilill'éri'iiticllps  u  :^A^(/.i\  -|-  \^dx^  +  ...  +  A„(/x„, 
où  les  coefficients  A,  sont  des  fonctions  des  n  variables  .r,,  le  pro- 
blème de  Pfatl'peut  être  posé  comme  il  suit  :  Trouver  dans  l'espace 
à  n  dimensions  tontes  les  multiplicités  Mr  <'i  r  dimensions 
(i  -^  r  <i  n)  telles  que  l'intégrale  fo>,  étendue  ci  une  ligne  quelcon- 
que située  sur  Mr,  soit  nulle.  Si,  au  lieu  d'une  forme  linéaire,  on 
prend  une  forme  symbolique  w  de  degré  quelconque  p,  une 
généralisation  toute  naturelle  du  problème  précédent  consiste  à 
trouver  dans  l'espace  à  n  dimensions  toutes  les  multiplicités 
Mr  à  r  dimensions  (p  ^  r  <Ci  n)  telles  que  l'intégrale  fw,  étendue 
(t  une  variété  quelconque  d'ordre  p  faisant  partie  de  Mr,  soit 
nulle. 

Ce  problème  d'une  si  grande  généralité  comprend  la  plupart  des 
problèmes  classiques.  Toute  multiplicité  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions, satisfaisant  à  la  condition  précédente,  sera  dite  une  multi- 
plicité intégrale,  ou  plus  simplement  une  intégrale,  de  l'équation 

(28)  OJ  =  o. 

Nous  ne  nous  occuperons  que  des  intégrales  appartenant  à  des 
familles  d'intégrales  telles  qu'il  passe  une  intégrale  de  cette  famille 
et  une  .seule  par  chaque  point  de  l'espace,  ou  tout  au  moins  d'un 
domaine  assez  restreint  de  l'espace.  Ces  intégrales  Mr  sont  alors 
représentées  par  un  système  d'équations 

(24)  /i  =  ^i>        f^  —  C.,...,fn-r  —  Cn-r, 

Cj,  Cj,  ...,  C,i-r  étant  des  constantes  arbitraires. 

La  détermination  de  ces  familles  d'intégrales  à  r  dimensions  se 
ramène  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  dont  l'étude  ne  semble  pas  avoir  été 
abordée,  lorsque  ^  est  >  1.  Il  est    facile   de    former  ce  système 
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(réquatlons  en  s'appuvanl  sur  les  propriétés  d'invariance  d'un  pro- 
duit symbolique. 

Proposons-nous  d'abord  de  rechercher  s'il  existe  des  l'amillos 
d'intégrales  k  n  —  i  dimensions.  Soit 

(25)  /C^n  •■^2-  •••.  ^J  =  G 

une  équation  délinissant  une  famille  d'intégrales  de  cette  espèce. 
Imaginons  que  l'on  prenne  un  nouveau  système  de  variables  de 
Façon  que  l'équation  de  cette  famille  d'intégrales  soit,  avec  les  nou- 
velles variables, 

la  forme  <■)  se  change  en  une  nouvelle  formesymi)olique  in  de  degré 
j)  en  <///i,  <///.,  ■■•.  '/y,,-  Pour  que  l'intégrale  /to  étendue  à  une  mul- 
tiplicité quelconque  de  degré  p,  sui'  hupielie  //,  est  constant,  soit 
nulle,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  (///,  figure  dans  tous  les 
termes  de  cr  ou,  ce  qui  revientau  même  (n"  25),  que  le  produit  zadi/^ 
soit  identiquement  nul.  Si  l'on  revient  aux  variables  primitives,  le 
produit  wdi/,  se  transforme  en  ojr//'(n°  24),  et  l'on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Pour  que  les  mulliplicilés  M,^_i  définies  par  Véqucdiun  f  ^  V., 
soient  des  intégrales  de  l'éqantion  w  =o,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
produit  si/mbolique  o>df  soit  identiquement  nul. 

En  égalant  à  zéro  lescoefKcients  de  tous  les  termes  de  ce  produit 
développé,  on  obtient  un  système  d'équations  linéaires  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  qui  doivent  être  compatibles  pour 
que  l'équation  w  =  o  admette  des  familles  d'intégrales  à  n  —  i 
dimensions.  Dans  le  cas  particulier  où  p^  n  —  i,  le  produit  sym- 
liolique  <.)(//"  ne  renferme  qu'un  terme  eu  dx^dj;2  ...  d.L\^,  t't  le 
système  qui  déterminey'se  compose  d'une  seule  é(|uation. 

En  simplifiant  un  peu  les  notations,  écrivons 
(0  =  Al  f/j'j . . .  dx^^  +  I^idx^  . . .  dx„dXi  -t-  . . .  +  A^^dx^d.r.^  . . .  dx^,_^  ; 
le  produit   ox/f  a  deux  expressions  différentes  suivant  la   [larité 
de  //.  Si  n  est  impair. 

'■>df:=  \  A,  --^  +  A,  -^  +  ...  +  A„  -^  ^  dx.dx.,  ...  dx,„ 
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et,  si  n  est  pair, 

w(lf=  \a,'^-^ A.,  ^  4-  ...  —  A„  -^  ^  dx.dXi  ...  dx,^. 

Suivant  la  [larili''  dr  /;,  la  rdiicliiui _/'  iloil  salisl'aii'O  à  ruiio  ou 
l'autre  des  deux  équations 

(:^0)  A,^+  A,-^^+  ...   +  A,,-^=o, 

l^e  ri>sull;il   s't!xpli(|ao   raciltMiKMit  d.aus  l'espace  à  3  diuiensinns  :  soit 

'.,  ~  .\,/,/,/:  +  I !(/---/.<•  +  (.i/.ti/i/: 
on  a 

'.,i/f=  l\^-j-\i^  +  C^\  dxdudz. 

\  ^■'-       ?.'/       ^--  y 

Pour  (|ue  l'intégrale  ^ '.iji'letuiuc  .à  une  portion  quelconque  d'une  sur- 
l'ace  S  représentée  par  ré(|uatioi)y:=  y,  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit 
i|ue  la  l'onction  y(,7', y, r)  vérifie  la  condition 

7>.v  ^1/  Dr 

(leci  esl  bien  d'accord  .-ivec  l;i  sli;niticalion  de  l'inléiiTale  f''>,  cnv  un 
élémenl  de  cette  intégrale  esl  (■gala  (A  cos  a  +  15  cos  jS  +  Ccos'c)  d'^, 
«,  p,  y  étant  les  angles  que  fait  la  normale  à  la  surface  avec  les  axes,  et 
la  conditi(]n  (tîtl)"  exprime  précisément  que  la  normale  est  perpendicu- 
laiir  .'i   I.L  liiiiili-  di'  paianièlrcs  directeurs  A,  1$,  C. 

Si  0)  est  de  det^'rc  (jucleonque,  et  admet  r  diviseurs  du  premier 
de^^rc  linéairement  distincts  oj,,  (o.,,  ...,  oj,.,  la  forme  w  est  égale  à  un 
produit  svmboliijue 


la  fûi'ino  11  n'admettant  [dus  île  dlviscui-  linéaire.  Pour  (|uc  le  pro- 
duit (■!(//  soit  nul,  dj'  doit  être  un  diviseur  de  o)  et  par  suite  une 
eomhinaison  linéaire  des  r  diviseurs  oi,,  tuo (.v, 

On  est  donc  ramené  à  la   recherche  des  combinaisons  intégra- 
bles  d'un  système  de  r  équations  de  Pf'aff  [Leçons,  n'>  35).  Si  w 
G.  Prob.  8 


114  LEÇONS  SUR  LE  PROBLÈME  DE  PFAFF. 

n'admet  pas  de  diviseuv  linéaire,  on  ne  peut  avoir  oiclf  ^^  o,  quelle 
que  soit  la  Fonction  y. 

La  recherche  des  familles  d'intésrales  à  r  dimensions  conduit  à 
un  problème  d'analyse  plus  compliqué.  Supposons  que  les  équa- 
tions (^2^)  représentent  une  famille  d'intégrales,  et  imag'inons  que 
l'on  ait  choisi  un  nouveau  système  de  variables  tel  que  cette  famille 
d'intégrales  soient  représentée  par-  les  équations 

Soit  cj  ce  que  devient  la  forme  t.)  avec  ce  nouveau  système  de 
variables.  Pour  que  l'intégrale  fm,  étendue  à  toute  multiplicité 
d'ordre  p,  sur  laquelle  y,,  (/.,,  ...,  ijn-r  ont  des  valeurs  constantes, 
soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  terme  de  ra  contienne  au 
moins  un  des  facteurs  dy^,  ...,  c/i/„-.r,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  le  produit  symbolique  raf/yi  ...  di/n—r  soit  identiquement  nul. 
En  revenant  aux  variables  primitives,  nous  avons  donc  la  proposi- 
tion suivante  : 

Pour  que  les  équations  (34)  représentent  une  famille  d'inté- 
grales à  r  dimensions  de  l'équation  w  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  produit  symbolique 

Mlfdf^  ...dfn-r 

soit  identiquement  nul. 

En  égalant  à  zéro  tous  les  coefficients  de  ce  produit  symljolique 
développé,  le  nombre  des  équations  obtenues  est  égal  au  nombre 
ç^n-rp-r  j^^  combinaisons  de  n  objets  n  +  p  —  r  k  n  +  p  —  r.  Le 
nombre  des  fonctions  inconnues  étant  égal  à  r,  il  y  a  lieu  de  pré- 
sumer que  ces  équations  sont  compatibles  dès  que  r  est  égal  ou 
supérieur  à  C"  ''~'  .  et  ne  le  sont  pas,  tout  au  moins  si  les  coeffi- 
cients de  w  sont  quelconques,  si  ;'  est  inférieur  à  C  ,  mais  il  y 
aurait  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  étude,  ce  qui  serait  sans 
doute  possible  en  généralisant  les  méthodes  employées  par 
M.  Cartan  pour  les  systèmes  de  Pfafî'  (').  Il  serait  important  en 
particulier  de  connaître  la  valeur  minimum  de  «  —  r.  Il  est  un  cas 

C)  Voir  une  note  de  M.  Cerf  dans  les  Comptes  rendus  (lomc  170,  p.  87^;  1920). 
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limite  où  les  équations  du  système  j)récéilent  se  réduisent  ù  une 
seule,  c'est  le  cas  où  p  =r  :  on  peut  même  choisir  arbitrairement 
n — r — I  des  fonctions  /)■,  et  la  dernière  est  déterminée  par 
une  équation  linéaire  du  premier  ordre.  L'existence  de  ces  mul- 
tiplicités intégrales  à  yo  dimensions  était  évidente  n  priori;  ea 
effet,  si  l'on  se  donnait  a; j,^.j  ,  . . ,  .x,,  en  fonction  de  a;,,  . . . ,  x^,,  ces 
n  —  p  fonctions  doivent  satisfaire  à  une  seule  condition  pour  que 

rintéy:rale    /  w  étendue  à  la  multiplicité  ainsi  définie  soit  nulle. 

Rkmauoue.  —  Pour  (|vi'uiic  iiiulli|ilicit(;  tlcfiiiie  par  les  n  — /■  é(iu;i- 
tioDsyi  =  0,72  =  0,  .  . . , ,/"«— r  =■  o  soil  une  intéarrale,  il  n'est  pas  néces- 
saire (|ue  le  produit  symbolique  wf//",  ...  c(/"n_r  soit  nul  identiquement  ; 
il  suffit  ([ue  tous  les  coeflicients  de  ce  produit  dévelo|)pé  soient  nuls  en 
tenant  compte  dos  équations  y"/ =  o  elles-mêmes. 

Les  conditions  pour  qu'une  multiplicité  Mr  soit  une  intégrale  d'une 
équation  symbolique  w  :::=  o  peuvent  s'écrire  d'une  autre  façon.  Consi- 
dérons la  multi|ilicité  M;-  définie  par  les  formules 

j'r-\-i  =  fr+\  {■>',,  .  .  .,.Vr),  ...,  Xn  =  -fniXi,  ..  ,  Xr) . 

Si  on  remplace  dans  w  les  variables  j;r-!-i,  .■■,Xn  par  les  expressions 
précédentes,  et  les  ditVérentielles  par  les  e.xpressions  correspondantes, 
en  ayant  soin  de  conserver  l'ordre  des  facteurs  dans  tous  les  produits, 
on  obtient  une  forme  symbolique  «,  de  degré  par  variables,  qui  doit 
être  nulle  identiquement,  puisque  l'intégrale  ywi  étendue  à  une  multi- 
plicité quelconque  d'ordre  p  dans  l'espace  à  r  dimensions  («i,  Xt,  .-.,  Xr) 
doit  être  nulle.  Il  en  est  ainsi  en  particulier  toutes  les  fois  que  r  est 
inférieur  à  p,  ce  qui  conduit  à  considérer  toute  multiplicité  d'ordre 
inférieur  à  p  comme  une  multiplicité  intégrale  d'une  équation  symbo- 
lique quelcon([ue  de  degré  p. 

Si  r  est  supérieur  à/^,  les  fonctions  fr-^\,  ...,  yn  devront  satisfaire  à  un 
certain  nombre  d'équations  renfermant  les  variables,  les  fonctions 
inconnues,  et  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  ces  fonctions. 

Tout  système  d'éiiuations  au.x  dérivées  partielles  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  et  d'inconnues  peut  toujours  se  ramener  à  un  sys- 
tème d'équations  de  l'fatV,  en  faisant  figurer  dans  ces  équations  un 
nombre  suffisant  de  dérivéesdes  fonctions  inconnues.  Dans  le  |iroblème 
actuel,  la  réduction  à  un  systèrtie  de  PfafF  peut  s'effectuer  très  simple- 
ment. Considérons  un  système  de /■  équations  de  Pfafl' 

r,>i  =  aiid.i'i  -\-  (liid.Tï  +  ...  +  aindxn  =:  o 

((■  =  I,  2,  ...;■;; 

une   multiplicité  intégrale  de  ce  système   sera  aussi  une   multiplicité 
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iulés^'ralc  d'uiif  ('•(|iialiiiii  syiiil)iili(|ue  12  =;  o  île  degré  supérieur  si,  en 
remplaçant  /•  fies  différenlielles  dxi  parleurs  valeurs  tirées  des  relations 
Mi  =  O  dans  la  forme  1).  =  o,  on  arrive  à  une  forme  identiquement 
nulle.  Ou  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  relations  eijtre  les  coeffi- 
cienls  o,/,- des  formes  m/ et  les  coefficienls  de  la  forme  ii.  Ces  relations 
permettent  d'exprimer  les  o/A-au  moyen  des  variables  .ri,  .To,  ...,  Xa  et 
d'un  certain  nombre  d'indéterminées  )i,  "/a,  ...,)</.  En  substituant  dans 
les  équations  w;  =o,  on  arrive  à  un  système  d'équations  de  Pfaff  entre 
les  11  -\-  q  variables  j'i,  .Vi,  ....r„,  /),  )«,  ..  .,  ïq,  ces  dernières  variables 
ne  figurant  que  dans  les  coefficienls. 

La  métliode  précédente  donnera  bien  loiiles  les  inlégrales,  car  elle 
généralise  la  dernière  méthode  in(lii|iii'e  pour  déterminer  les  multipli- 
cités intégrales  Mr. 

Le  résultat  est  particulièreinenl  simple  lorscpie  la  forme  symbolique 
donnée  est  le  produit  de  /)  foruies  de  Pfatf  il  =  '.i,wo  ...  w^,.  Soit  Mr  une 
miilliplicilé  inlc'n'ralc  à /•  diniensioiis  représentée  par  les  é([uations 

jci  ^  fi{lli,  ..-,  Ur).  ('  ^^.  I,  2,  ...  n)  : 

quand  ou  remplace  les  variables  au  et  leurs  dill'érentielles  par  les  fonc- 
tions fi  eldfi  dans  les  formes  de  Pfaff  w,,  «j,  ...  on  obtient  p  formes  de 
PfalTriijllo,  . . .,  rip,  où  ne  figurent  plus  ([ue  les  variables  ui  et  leurs 
diiférentielles.  Pour  ([ue  Mr  soit  une  n'.ulliplicilé  intégrale  de  l'équa- 
tiou  symbolique  11  =  o,  il  faut  el  il  suffit  que  le  produit  [lillj  ...  IlpSoit 
identiquement  nul,  c'est-à-dire  (no  24)  ([u'il  y  ait  une  relation  linéaire 
entre  ces /)  formes,  >in,  +  . ..  +  ">,,rij,  =:  o.  La  multiplicité  Mr  est  donc 
une  intégrale  d'une  ('iiualion  de  Pfafl'  de  la  l'orme 

et  la  récipi'oque  est  évidenle,  car  lui  déduit  de  la  l'elntion  préc('dente  (jue 
le  produit  symbolique  wj'.jo  ...  '■!/,  est  identiquement  nul.  L'intégration 
de  l'équation  si/mbo/iqiie  wif.)»  ...  '■>/>  =z  o  se  ramène  donc  à  l'intégration 
de  l'équation  de  PfaJ]' 

}.,0J,     +    "/.r.,.,     +    ...    +    \pUip    —    O, 

OÙ  entrent  n  -\- /i  —   i  inronniies,  les  parialdes  .ri  et  li:s  rapports  ~  . 
Par  exemple,  rinlégralion  de  ré(]uation  .symbnliqin- 
(dyt  —  !/■■></ !/t){di/:,  —  r/idiji)  —  o 
se  ramène  à  l'intégration  de  ré(|uation  de  Pfatf 

'ly.  —  t/jdy,  —l{diji  -  Ui'liji)  =  0, 
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qui  est  de  f'oi-nu'  c.'uiiiiiii|iio 

tliji  —  ).(/y,  -  (y,  —  ).yt)rfyi  =  o. 
Les  inténrules  .Mo  sont  représentées  par  les  formules 

>j'-  =  fi!/i-y^')-     '■  =  r^  '     .'/3  =  ^  +  .'/i  7^  > 

et  par  il"aulres  t'oriiiuli's  i|u'il  srrail  facile  d'écrire  (n"  15). 

Si  les  é(|iiatioiis  mi  =:  o,  ..,  Mj,  =i  o  forment  un  système  coniplèle- 
nieiit  intétfrnlile,  ce  système  est  équivalent  à  p  é(|uations  (//"j  =  o, 
•  ••I  '(/j)  =  "i  et  l'cqualion  symboli(|ue  peut  s'écrire  df^dfi  ...  dfp  =  o. 
Toute  solution  s'obtient  en  établissant  une  relation  au  moins  entre 
fitfii  •-■tfp-  L'équation  de  Pfalf  correspondante  )i«(/i  +  •••  -'r\>'ifp=io 
conduit  bien  au  même  résultat. 

On  reviendra  plus  loin  sur  ce  sujet  (n"  32) 

28.  Les  formes  de  degré  n  — 1.  —  Revenons  an  cas  d'une 
forme  w  de  degré  n —  i  à  n  variables.   Si  l'on  prend  un  nouveau 

système  de  variables  indépendantes  {ij^,  y, Un-ii  !/,i)  '^^  l^e 

.'/i>  .'/2i  ■••.  y„_i  soient  n  intégrales  indépendantes  de  l'équation 
a)rf/'=o,  la  dernière  variable //„  restant  (|uelcon(jiie  et  distincte  des 
premières,  m  se  change  en  une  nouvelle  forme  symbolique  ra,  divi- 
sible par  dt/ydi/^ .,.  <///„_ ,,  et  qui  par  conséquent  ne  contient  qu'un 
terme 

n  ^Klll/  ^lll/y  ...  (/!/„_i. 

Si  le  facteur  K  ne  dépend  que  *^e  ij^.  y,.  ...,  y,j_[,etest  indépen- 
dant de  y,,  on  peut  prendre  /  K'/y,  pour  variable  à  la  place  de  y^, 
et  l'expression  précédente  devient 

a  =  d!/^dy,  ...  dy„..^. 

Lorsque  le  facteur  K  contient //„,  on  peut  prendre  ce  facteur  K 
lui-même  pour  la  dernière  variable  //„.  et  l'on  a  alors 

n==:y„f/yi(/yo  .  .  .  f/,y,,_i. 
En  résumé,  toute/orme  symbolique  de  dey  ré  n  —  i  à  nvarinble.t 
peut,  par  un  rhoi.r  convenable  des  variables  indépendantes,  être 
ramenée  h  l'une  des  ileu.c  /ormes 

(I)  dy^dy.^  .  .  .  dy„__„  (II)  (/,//'/i  •  ■  •  dy „_^. 

Il  est  aisé  de  savoir  a  prioi  i  quelle  est  celle  des  deu.v  e.vpres- 
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sions  qui  convient  à  une  forme  donnée  (o.  En  eflFet,  la  forme 
réduite  (I)  a  une  dérivée  nulle,  tandis  que  la  forme  réduite  (II)  a 
pour  dérivée  d.i/,^dy^  . . .  dy,^_^.  La  forme  m  peut  donc  être  rame- 
née à  la  forme  rédnile  (/)  lurxfjue  sa  dérivée  est  nulle,  et  à  la 
forme  {II)  dans  le  cas  contraire. 

Considérons  encore  une  l'orme  w  de  degré  n  —  2  à  n  variables. Si  w 
n'est  pas  une  différentielle  totale  symbolique,  sa  dérivée  w'  est  une 
forme  d'ordre  n —  i  à  /(  varialdes,  et  par  conséquent  on  peut 
l'écrire,  avec  un  choix  convenable  des  variables  indépendantes, 

'•>'  =  di/.d;/.,  .  .  .  %„_j. 

Les  deux  formes  w  et  i/idi/^ ...  dy i^_i  ayant  la  même  forme  déri- 
vée, leur  différence  est  la  dérivée  a'  d'une  forme  n  de  degré  n  —  3, 
et  la  forme  m  a  pour  expression 

i„  =  y^dy^  ...  dy^_^  +  iV. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  expression  avec  la  forme 
réduite  d'une  forme  de  Pfaff  à  trois  variables. 

29.  Multiplicateurs  d'une  forme.  —  Ou  peut  aussi  étendre 
aux  formes  symboliques  la  théorie  du  facteur  intégrant.  Soit  u  une 
forme  symbolique  tFe  degré  p  ;  une  fonction  |j.  des  variables  indé- 
pendantes OJ),  x^,  ...,  x,^  est  un  multiplicateur  ou  un  facteur  inté- 
ffrant  pour  tu  si  le  produit  [au  est  une  différentielle  totale  symboli- 
que. Pour  que  u.  soit  un  facteur  intégrant,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  identiquement 

([iw)'   =    lUo'    +    ((/[l)(0=0. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différents  termes  de  la 
forme  ([j-w)'  développée,  on  a  un  système  d'équations  linéaires 
(mais  non  homogènes)  ])ar  rapport  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  de  la  fonction  X  =  log  jx.  Ces  équations  doivent  être 
compatibles  pour  qu'il  existe  un  facteur  intégrant  pour  to.  S'il  en 
est  ainsi,  l'intégrale  générale  de  ce  système  est  de  la  forme 

À  =  l.  +  F(/„ /,,...,/,), 

où  Xi  est  une  intégrale  particulière,  F  une  fonction  arbitraire  et 
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Jv  fil  •■■^J'i  Ips  r/  intt''i"ialcs  (listiiicles  du  svstimc  linéaire  clliomo- 
jifène  que  l'on  oi)lienl  en  su[)iiriniant  les  termes  imléjjendants 
de  X  dans  les  érjuations  qui  déterminent)..  Mais,  (raj>rès  la  façon 
môme  dont  on  obtient  ces  équations, y'^yj,  •••,/(/  sont  précisément 
des  intéi^rales  du  système  que  l'on  obtient  en  écrivant  que  le  pro- 
duit .symbolique  (nrlj' est  identiquement  nul. 

S'il  n'e.viste  pas  de  fonction  /' satisfaisant  à  cette  cojidilion,  la 
forme  oj  admet  au  plus  un  facteur  intégrant  qui  s'obtient  par  une 
quadrature.  S'il  va  une  infinité  de  facteurs  intégrants  distincts,  la 
forme  o>  est  éi^ale  à  un  pi'oduit  svmbolique 

,0  =  £2r//,f//,  .  .  .  dU 

et  l'expression  générale  des  facteurs  inlégrants  est 

H.  =  i.,n(/„/„...,/,), 

n  désignant  une  fonction  arbitraire.  Le  produit  aw  peut  s'écrire 
comme  produit  svnibolii[ue 

l^-  =  ±  i^fiMA,/, A)df,d/, ...  df,  ; 

or  Ucl/id/.,  ...  dfii  est  une  différentielle  totale  symbolique.  Il  fau- 
dra donc  que  le  produit  [/.lii  soit  aussi  une  différentielle  totale  sym- 
bolique. 

On  voit  que,  dans  le  cas  où  w  admet  plusieurs  facteurs  intégrants 
distincts,  l'équation  w  =  o  admet  des  intégrales  à  /;  —  i  dimen- 
sions ;   si  u.,  et  u..,  sont  deu-x  facteurs  distincts,  l'équation  —  :^  G 

représente  une  famille  d'intégrales  de  cette  espèce. 

Les  formes  pour  lesquelles  le  facteur  intégrant  a  le  plus  haut 
degré  de  généralité  possible  sont  les  formes  représentées  symboli- 
quement par  un  produit  de  différentielles  totales  tel  que 
K<//'i  ..  .  f//"p.  11  en  est  ainsi,  en  particulier,  si  />  =  «  —  i,  et  Ion 
est  ainsi  amené  à  la  théorie  du  dernier  multiplicateur  de  Jacobi. 

Soit  comme  plus  haut 

(0  =  A^dx.2  ...  dx„  +  Aof/.Cj  ...  d.rjlr^  +  ••.  4-  A^rfo-,  ...  f/a;„_,  ; 
l'équation  qui  exprime  que  aw  est  une  différentielle  totale  symbo- 
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lique  est  ditfcreiite,  suivant  la   parité  de  n.  Si  n  csL  impair,  cette 
condition  est 

3(aAi)  MpM-^     I     ...      I    ^^^-^"^  =  0, 

DJ,  D.r2  '  '  '  DJ?„   • 

et,  si  n  est  pair, 

D(aA,)  D(f.Ao)   ^   _  _  _  _  £iii^M  =0. 

Dans  le  premier  cas,  [j.  est  un  multiplicateur  pour  le  système 
d'équations  différentielles  dont  l'intégration  donne  les  intégrales 
de  l'équation  wdf=:  o.  Dans  le  second  cas,  p.  est  un  multiplica- 
teur pour  le  système 

rfj',  __  da;-2  r/.r3  da;, 

qui  doit  remplacer  le  précédent. 

On  voit  immédiatement,  d'après  cela,  que  la  connaissance  de 
n  —  2  intégrales  de  l'équation  co(//'=r  o  et  d'un  multiplicateur  per- 
met d'achever  l'intégration  par  une  quadrature.  Supposons  en 
ell'el  que  l'on  ait  effectué  un  changement  de  variables  de  façon  que 
Ui,  1/2^  ■■■■>  !/n—i  soient  les  n  —  2  intégrales  connues;  si  \i.  est  un 
multiplicateur,  p.w  est  une  différentielle  totale  symbolique  qui, 
après  le  changement  de  variables,  prend  la  l'orme 

u.to  =  dy^dij.j  .  .  .  (///,j_2(B„_,f/(/„_i  -j-  li„dy,^). 

Pour  que  la  dérivée  <le  [jm  soit  nulle,  il  est  nécessaire  que  l'on 
ait 

?B„-i  _    d\in 


et  eu  posant 


on  a  aussi 


-J 


B„_ir///„_,  -1-  B,////„. 


]>M  =  dy^  ...  dy^-^dz; 
z  est  donc  une  nouvelle  intégrale  de  l'équation  adj'=:  o. 
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Oïl  pi'ut  oltlenir  la  dernière  iiili'y^ialc  sans  aucun  cliang-emenl  de 
variables.  Le   produit    uw  esl  en   cITel  de   la  forme 

UM  =  (//,  ...  dfn    1  {(litlxi  +  ...-[-  (i„'l.r„), 

les  coefficients  a/  pouvant  cire  calculés  par  identification.  Puisque  fi«j 
est  une  l'urine  il<'-rivée,  -nid r,  esl  aussi  une  dilfércntielle  exacte  (no  26). 

On  a  cteiKlu  la  eléliiiitiou  du  mullijjlicateur  <le  Jacobi  aux  systè- 
mes complètement  intégra ble.s.  Avec  ja  théorie  fies  formes  symbo- 
lii[uos,  cette  extension  est  bien  facile    Soit 

(27)  01/ =  r/,-,f/.rj   +    .  .  .    +  flindXn=  O        (/ =  I,  2,  ...  s) 

un  système  complètement  intéijralile  de  ,s-  équations,  équivalent  au 
système 

(271'  dj\  =  o,  r//",  ^  o,   .  .  . ,  dfs  =  o, 

J\<fi.  ■  ■  ..yi  étant  s  fonctions  distinctes.  f)n  a 

..,■  =  li,(/J\  +   . .  .   +  Xsr/fs, 

le  déterminant  A  des  coefficients  /.,/,■  étant  dill'érenl  de  zéro.  Consi- 
dérons le  produit  symbolique 

toute  fonction  a  des  variables  (,v^,  .  .  .,  .rj  telle  que  an  soit  une 
différentielle  totale  symbolique  esl  un  multiplicateur  du  sys- 
tème (27).  D'après  ce  qui  a.  été  démontré  plus  haut,  il  existe  une 
infinité  de  multiplicateurs,  dont  il  est  facile  d'avoir  l'expression 
t»'énérale.  Imaginons  en  effet  que  l'on  ait  effectué  un  changement 
de  variables  de  façon  que  s  des  nouvelles  variables  y,,  y„,  ■■■<  !/s 
soient  précisément  les  intés<ralesyj,yj,  ...,fs  du  système.  Le  pro- 
duit symbolique  i>  devient  Ar/yi  .  .  .  dijst  et  l'on  a 

;j.i2  =  ii.ldi/i  .  .  .  dt/x. 

Pour  que  (u.a)'soit  identiquement  nul,  ilsul'Htque  \i.\  ne  dépende 
que  de  1/,,  ...,  ijs-  Le  quotient  de  deux  multiplicateurs  distincts  est 
toujours  une  intégrale  du  système  (27). 

La  connaissance  d'un  multiplicateur  est  de  la  même  utilité  que 
|ioiir  un  système  d'équations  ilill'érentielles.  Si  l'on  connaît  .v  —  i 
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intégrales  premières  /'j,/,,  ...,/s_i  el   un  multiplicateur  [j.,  on  a 
encore  une  relation  de  la  l'orme 


1^1, 


=  f'/i'//»  •••  <(/«-i  )  ^  aidxi  >, 


les  coefficients  ai  se  calculant  par  identification.  Pour  que  (u-il)'  soit 
nul,  il  faut  que  l'on  ait 


Do;  DOft 


et  on  aura  une  nouvelle  intégrale  par  une  quadrature 

ciidxi. 


-!%■ 


30.  Intégrale  intermédiaire  d'une    équation    symbolique.    — 

Toute  multiplicité  intégrale  Mr  d'une  équation  symbolique  'j  ==  o 
d'ordre  p  est  aussi  une  intégrale  de  l'équation  &/  =  o.  La  proposition 
est  évidente  si  /■  =/),  puisque  toute  multiplicité  d'ordre /j  est  une  inté- 
grale d'une  équation  symbolique  d'ordre/)  +  i.  Si  on  a  /■  > /v,  l'inté- 
grale Jm',  étendue  à  une  multiplicité  quelconque  d'ordre /j  +  i,  appar- 
tenant à  la  multiplicité  Mr,  est  égale,  d'après  le  théorème  de  Stokes 
généralisé,  à  l'intégrale  Tw,  étendue  à  la  multiplicité  M,,,  qui  limite 
M/)+i  ;  cette  multiplicité  Mp  appartient  elle-même  à  la  multiplicitéMr, 
et  par  conséquent  l'intégrale  J\>,  étendue  à  Mp,  est  nulle,  puisque  Mr  est 
une  intégrale  de  l'équation  &>  =i  o. 

Réciproquement,  soit  Mr  une  intégrale  à  /■  dimensions  de  l'équation 
symbolique  w'  :=  o,  de  degré  /j  +  i .  L'intégrale  JttJ  étendue  à  une  mul- 
tiplicité quelconque  Mp-(-i,  appartenant  à  Mr,  est  nulle,  et  par  suite 
l'intégrale  Tw,  étendue  à  une  multiplicité yez'/nee  quelconque  Mp  située 
surMr,  est  nulle  aussi.  Supposons  la  multiplicité  Mr  représentée  par 
les  équations 

Xr+\  :=yr+l(a3,,  ...,  Xr),  ...,  œn=  fnixi,  X,,  ...,  .TV)  ; 
si  on  remplace  dans  w  les  variables  xr+i,  ...,  Xn  et  leurs  différentielles 
par  fr+i,  .  . .,  fn,  dfr+l,  -  .  .,  d'fn  respectivement,  on  obtient  une  forme 
symbolique  wi  de  degré  p  où  figurent  seulement;' variables  Xi,  ...,Xret, 
leurs  différentielles,  et  l'intégrale  fw^  étendue  à  une  multiplicité  fermée 
quelconque  àp  dimensions  de  l'espace  à  ;•  dimensions  (xi,  ...,Xr)  doit 
être  nulle,  de  sorte  que  l'intégrale  ^u/  étendue  à  une  multiplicité 
quelconque  à  />  +  i  dimensions  du  même  espace  doit  être  nulle,  ce  qui 
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exige  que  l'on  ail  m,'  ^=  o,  ou  m,  =  ('■'■i)',  '''a  étant  une  forme  sjniholi- 
que  lie  tleyré /;  —  i  à  /•  varial)les  .ï'j,  ./j,  ....  .;•,-.  I>a  niiilti[)li('ilc  M,-  est 
done  une  inti'n'ialc  il'une  équation  de  la  lornie 

(28)  6>  =  11', 

n  étant  une  Ibrnie  syniholiciue  de  deçré /< —  1,  et  inveisenient,  (luellc 
que  soit  cette  l'oriue  11,  toute  intégrale  de  l'équalioii  (28)  est  aussi  une 
intégrale  de  l'équalion  m'  =  o.Nous  dirons  que  l'équation  (28),  où  figure 
une  forme  arbitraire,  est  une  intégrale  inlermédinire  de  l'équation 
«'  =:  o.  L'analogie  avec  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
est  évidente.  Pour  (]u'iino  équalion  synihnlique  admette  une  intégrale 
intermédiaire,  il  .siiliit  (|u'il  existe  un  nuiltiplie.-ileur  pinir  le  premier 
membre 

REM.vnQUK. —  Le  raisonnement  semble  être  en  défaut  si  r  = /',  car 
foute  multiplicité  d'ordre />  est  une  intégrale  de  l'équation  iJ  =:o,  mais 
le  théorème  est  encore  exact.  Soit  M,,  la  multiplicité  définie  par  les 
équations 

■  -Tpw.  —  y/,+i(,r,,  ...,Xp),  ...,  Xn  —  5>«(.r,, j;-.,  ...,Xp); 

si  on  remplace  dans  <a  les  variables  jJ/j+i,  Vn  etleurs  difl'érentielles 

par  les  fonctions  f/j+i  ...,  yn  et  d'ap-i^\,  ...,(/o),,,  il  vient 

&j  =/(.r,,  ...  a-p)(LvidXi  ...  dxp. 

Soient  F  (,/',,  . .  .,  .Tp)  une  fonction   telle  que  - —  =;;  /',  et  n  la  forme  de 

degré  /)  —  i 

n  =  Kttei  .  .  .  d.Tp  ; 

la   multiplicité  M,,  considérée    est    bien    une    intégrale    de    l'équation 

Dans  le  cas  particulier  où  la  Forme  dérivée  m'  est  du  second  ordre, 
M  est  une  forme  de  Pfafl",  et  l'intégration  de  l'équation  symbolique 
w'  =  o  est  ramenée  à  l'intégration  de  l'équation  de  Pfaff 

0)  =:  f/avi-f-i, 

à  n  +  I  variables  .r,,  .ij,  .  .  .,  Xn+\. 

Prenons  par  exemple  l'équation  symbolique  (') 

dxid.c-i  —  dxidxi^  ^  o  ; 

('4  On  est  conduit  à  cette  équalion,  quand  on  cherche  loutes  les  transfor- 
mations ponctuelles  d'un  plan  qui  conservent  les  aires  [Bulletin  des  Sciences 
Matltémttliqiies,  l"  si  rie,  t.  4',  'O'?)-  ■''^i  montré  dans  cet  article  comment  on 
peut  trouver  toutes  les  solutions  de  l'équation  plus  générale 

di/tdt/i  .  •  ■  di/n  :=  dxydx^  ., ,  dœ^. 


124  LEÇONS    SUR    LE    PROBLÈME    DE    PFAFF. 

elle  atlniel  l'iulégrale  intcimcdiaire 

JCiClXi  -\-  J\dX3  =  ftej. 

Si  X2  et  a?3  sont  des  variables  indépendantes,  la  solution  générale  est 
donnée  par  les  deux  relations 

.,.,  =  y-  ,         .r,  =  ^  , 
^X-2  Î^X-i 

,f{Xî,  Xs)  étant  une  fonction  arbitraire  de  x^  et  de  x^. 
31.  Application  aux  systèmes  canoniques.  —  Soit 

un  système  canoni(|ue,  où  H  est  une  fonction   des  2/i  variables  a?',  ys, 

et  de  /.  H.  Poincaré  (')  a   démontré  que    /     >    lixidt/i  est  |)our  ce  sys- 

tème  un  invariant  intégral . 
Considérons  les  intégrales 

(3o)       Xi  =  /((«i,   .  .  . ,  an  ;  A,,  .  .  .,lin\  t),         i/i  =  fi{ai,  ..  .,bn\  t) 

(jui,  pour/  ^  /(),  prennent  les  valeurs  ai,  bi  respectivement. 

Lorsque  le  point  de  coordonnées  {m,  bi)  décrit  une  multiplicité  Mj  à 
deux  dimensions  dans  l'espace  à  2«  dimensions,  le  point  [xi,  i/i)  décrit 
lui-même  une  multiplicité  M(  à  deux  dimensions  dans  ce  même  espace, 
et  /es  lieux  intégrales  multiples 


f   y  (Ixidi/i,  I     ydaidbi 


sont  égales, quel  que  soit  t.  En  d'autres  termes  les  fonctions /(,  fi  satis- 
font, (|uel  que  soit  /,  à  l'équation  s3'mbolique 

n  n 

(3 1  )  2]  dxifh/i  —  y  daidbi  =  o, 

(=1  /=! 

qui  peut  être  rem|)lacée  par  l'intégrale  inlermédiaii'i"  ' 

(32)  y  gidxi  +  y  aidbi  =  ,l\. 

i=l  1=1 

(i)  H.  Poincaré,  Les  méthodes  nouvelles  de  ta  Mêeuniijiie  Céleste,  I.  111,  p.  4.'i. 


CUAI'HUK    ni.    KOnMKS    SV.Mllill.lUUKS    1)K    DlKl" KIUCNTIRLLES.        125 

Les  ■in  variables  .c,-,  ift  soiil  iiiil('|M'ii(l.-ijili's,  |iiils(|ije,  pinir  /  =i  /„, 
.j?!, i'„  se  réduisent  respecliveincnt  à  «,,  ...,  «„,  et  les  valeurs  ini- 
tiales ai,  bk  peuvent  être  clioisii's  arbitrairement.  Il  ne  peut  donc  y 
avoir  aucune  relation  linéaire  entre  les  ditTÏM-enlielIes  r/.;',,  (//'(>  e(  par 
suile   les    t'onclions  cliercbées  y'/,  'fi,  vc'r-ilii'ril  des  ridalinns  tic  la   fnrnie 

D.r/  ^l>i 

Vêtant  nue  fonction  des  2/1  variables  jci,  /i/i  et  de  /.  D'après  les  condi. 
tions  initiales, cette  foncliouV  doit  se  réduire  à  6,.7;i  +  ^o.ro  -\-  ■■■  +  bnJ',i 
pour  /  =  /„,  pour  que  les  fonctions  JU,  i/i  définies  par  les  relations  (33) 
se  réduisent  respectivement  au.x  valeurs  données  pour  /  =  tg.  De  plus, 
ces  fonctions  doivent  être  des  inl('i;ralc>s  du  système  canonique  (29).  On 
obtient  ainsi  les  conditions 


que  l'un  peut  écrire 


ndre 


que  de  la  variable  t,  et  des  paramètres  n,,  .  .,ar„  Or  ou  ne  cbange  pas  les 
équations  (33)  en  ajoutant  à  V  une  fonction  iiuelconquc  de  f/,,  ...,  a,„/. 
On  peut  donc  supposer  que  rex|)ression  précédente  est  nulle,  et  la  con- 
clusion est  la  suivante: 

Les  intégrales  du  système  canonique  (3())  qui  prennent  les  râleurs  ini- 
tiales ai,  bi, pour  t  z=  to, sont  données  par  les  é([ualions  (3.'i),  on  VfjCi ,..■  j-„  ; 
6|,  b.,  ...,  b,„  t)  est  une  intégrale  de  l'équation  <iu.r  dérirées  partielles 

(34)  ^+H(.r,,...,.r.,^,...,f^,t]  =  o, 


qui,  pour  t  =  /„,  se  réduit  à  b\X\  +   .  .  .   +  b„-''n- 

Ce   résultat    est   identique   à   celui    que    l'un   dédnil 
méthode  de  Jacobi  (Leçons,  n"  5o). 


126  LEÇONS    SUR    LE    l'ROBLÈME    DE    PFAFF. 

32.  Rang  d'une  forme  symbolique.  —  Soit 

"  =  liKc,  . . .  u/^W^^«-2  ■  ■  ■  ''•^<^„ 

une  forme  quelconque  de  degré  p  à  n  variable.';.  Prenons  une  per- 
mutation quelconque  de  p — i  des  indices  (a^,  a.^,  ...,ap_i),  et 
écrivons  l'ensemble  des  termes  de  li  où  figure  le  produit  symboli- 
que dx^,  dx„    . .  .  dx„     , , 


VA,. 


„     ,  idx„  fte„    .  .  .  fte„     ,  dxi . 


Si  nous  supprimons  le  produit  (/.r^  ...dx^  dans  chaque  terme, 
il  reste  une  forme  de  Pfaff 

"«la,  ...  v.p^i  ==.^      «i«2  ...  aip—\i'' 
(  =1 

En  opérant  ainsi  avec  toiites  les  combinaisons  des  n  indices/) — i 
kp —  I,  on  obtient  un  système  de  formes  de  PfafF,  que  nous 
dirons  associées  à  la  forme  io,  et  en  égalant  toutes  ces  formes  à 
zéro,  on  obtient  un  système  S  d'équations  de  Pfaff  que  j'appellerai 
pour  abréger  le  syslènie  associé  à  la  forme  oj. 

Pour  trouver  la  signification  de  ce  système,  nous  démontrerons 
d'abord  le  lemme  suivant. 

Leinine.  —  Soient  Wj,  w,,  ...,  w^  des  formes  de  Pfnff  linéaire- 
ment distinctes.  Si  on  développe  te  produit  symbolique  m^w^  ■•■  %, 
toutes  les  formes  de  Pfaff  associées  à  cette  forme  symbolique 
sont  des  combinaisons  linéaires  de  Uj,  Wj,  ...,  t.j  . 

Il  suffit  évidemment  de  prouver  que  le  coefficient  de  dxidx2 ... 
dXjj_^,  par  e-^emple,  s'exprime  uniquement  au  moyen  de  w,. 
"2 %.  Soit 

(,)/  =  at^dx^  +  a,:/(x.2  +  .  .  .  +  atndxn,         (/  =  i ,  2,  ■■■■,  p); 

si  l'on  prend  chacun  des  facteurs  f/x'j,   dx^,  . . .,  cte._,,  dans  l'un 
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lies  facteurs  o)^,  ....  Wp_j,  le  coefficient  deilj\clx^  ...  clXp_^  estég-al 
à  la  forme  de  Pfafl" 


^^lU•^  ...  —  (I „,„_idXj,_^ 


P—L'i    "p—l.i   •••   "p—i,p- 

Ea  opérant  de  même  avec  tous  les  autres  produits  symboliques 
qui  renferment  dxi  . .  .  dx^_^^,  on  voit  que  le  coefficient  de  ce  pro- 
duit symbolique  est  égal  à  une  combinaison  linéaire  des  formes 
tù.,  (02,  ....  (0  ,  diminuée  du  déterminant 


a.^^dx^  + 


pi  ■  ■  ■  f'p.p—i'       ('pidXy  -f  . . .  +  (ip,p_^dXp_^ 

qui  est  identiquement  nul,  comme  somme  de  déterminants  ayant 
deux  colonnes  identiques. 

Cela  posé,  supposons  que  la  forme  ilonnée  iî  puisse  s'exprimer 
symboliquement  au  moyen  derformes  de  Pfaffcoj,  uj,  ...,  ur  linéai- 
rement distinctes  (/)<$;  z'  <^  n). 


les  coefficients  A    „  étant  des   fonctions  quelconques  des 

«t^î  . • .  «p  '  ^ 

variables  a?,,  x^,  . . .,  x„\  d'après  le  lemme  précédent,  toutes  les 
formes  de  Pfaff  associées  à  la  forme  ù  s'exprimeront  linéairement 
au  moyen  de  Wj,  w.),  ...,  wr,  et  par  conséquent  le  système  associé  S 
comprend  au  plus  r  équations  distinctes. 

Réciproquement,  supposons  que  le  système  S  contienne  r  équa- 
tions distinctes  et  r  seulement,  de  telle  sorte  que  toutes  les  formes 
de  Pfaff  associées  à  a  soient  des  combinaisons  linéaires  de  r  formes 
lie  Pfatf  linéairement  distinctes  wi,  wo,  ...,wr.  Admettons,  pour 
fixer  les  idées,  que  le  déterminant  des  coefficients  de  dx^^,  dxt,  ..., 
d.Tr  dans  ces  formes  est  différent  de  zéro  ;  les  n  formes 


=  dxr 


ô„  =  dXn 
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sont  ali)r.s  liiiéaii-emonl  distinctes,  et  la  forme  svmliolique  a  peut 
s'exprimer  an  moyen  de  celles-là  (n"  25  \i.  ()i)) 

Soient  ai,  1X2,  .  .  .,  ïjj_i  un  système  quelconque  de  /ji —  1  indices 
différents  ;    par    hypothèse,    la     forme     associée    correspondante 

s'exprime  au  moyen  des  r  formes  (o,,  w., ov.  Ceci  ne  peut  avoir 

lieu  que  si  les  forineSM  r+i,  ...,  "«  ne  fujuveni  pas  dans  l'expression 
de  u.  En  effet,  mettons  à  [lart  dans  11  la  forme  iijcte,j,  où  figure 
d.r,,,  d  soit  12.,  la  dlllerence  si  —  iii'/'''„  cjui  s'exprime  au  moyen 
de  (.),,  ...,t.j,j_,.  Les  indices  a,,  a^,  ...,yi^_^  étant  supposés 
inférieurs    à    n,   la   portion  de  w „     ,    oui     provient  de   lu 

s'exprime  au  moyen   des  formes  Wj,  .  .  .  w„_j,  tandis  que  la  partie 

qui  provient  de  ii^dx,^  est  ég^âl  au  produit  de  (/.r„  par  le  coefficient 

de  dx  dx         dans  li, .  La  forme  w_  „        renfermera  donc 

«1  . .  ■        «/)— 1  '■  «1  . . .  «/)— 1 

un  terme  en  -dx  ,  à  moinsque  le  coefHcientdef/.r„  ...dx        daiis  a, 

"  '  «I  V.p-  1  ■ 

soit  nul.  (]eci  ne  peut  avoir  lieu  pour  toutes  les  combinaisons  des 
71  —  I  indices  i  ,2, ...,  /;  —  i,  p —  i  h p —  i  à  moinsque  la  forme  n^  ne 
Soit  identiquement  nulle,  c'est-à-dire  à  moins  que  w^  ne  figure  pas 
dans  l'expression  de  li.  On  verrait  de  la  même  façon  que  les  formes 
co,._|.i,  . . .,  wn_i  ne  peuvent  figurer  dans  a  si  toutes  les  formes  de 
Pfaff  associées  sont  des  combinaisons  linéaires  de  W|,  wi,  .  .  . ,  w,.. 

En    rapprochant   ces    deux    résultats,  on    voit   que    lorsque    les 
équations  du  système  S  se  réduisent  à  /■  équalions  distinctes 


la  forme  symbolique  il  peut  s'exprimer  symboliquement  au  moyen 

des  r  formes  linéairement  distinctes  wj,  oj, w,.  (').  Elle  ne  peut 

s'exprimer  au  moj'en  de  moins  de  r  formes  linéaires  distinctes, 
puisque  dans  ce  cas  les  équations  du  système  associé  se  réduiraient 
à  moins  de  /"  équations  distinctes.  Nous  dirons  pour  abréger  que 

(')  Ce  théorème  peut  ctre  considéré  comme  l'citensiou  aux  formes  symboli- 
ques d'un  théorème  d'alejèbre,  relatif  aux  formes  algébriques  ordinaires. 

Pour  qu'une  forme  altjébriqae  F  (cCi,  œ^,  ...,Xnl  de  degré  p  à  n  variables  puisse 
s'e.rprimer  nu  moi/en  de  r  formes  du  premier  degré  linéairement  disiinrlcs,  il 
faut  et  il  suffit  que  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  ji  —  /  de  la  forme  F  se 
réduisent  «  r  formes  linéairement  distinctes. 
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1(1  l'in-ini-  xiiinhnliijuc  es/  de  /■uni/  /■.  (_)ii  [leut  d'ailleurs  remplacer 
(.)|,  (Oj,  ...,  (.),.  par  /•  ioinl)iiiaisiiii^  liiiéaircsclistincles  deces  formes. 
•  11  est  évidenl  «iiR' ce  iKinilirc /•  est  mi  /«t)«rm«<,  relativement  à 
tout  cliangcmcnt  de  variables.  Le  système  S  est  de  même  uu  sys- 
tème covariant.  Supposons  en  etl^t  que  la  l'orme  il  s'exprime  sym- 
l)olic|uement  au  moyen  <1(!  /•  formes  doPfart'linéairement  distinctes 
(.),,  (■>.,,  (o.j,  ...,  (0,.,  et  ne  puisse  s'ex[)rimer  au  moyen  de  moins  de  r 
formes  de  l'faff.  Le  système  S  est  alors  équivalent  aux  /'  équations 
M/  =  o.  Si,  [)ar  un  changement  de  variables  Xi  =  'f/C'/ii  •••»  !/n),  les 
l'oiines  W|,  ...,  ov  se  channenl  en  /■  formes  de  Pfaff  U^,  ...,  U^,  la 
l'orme  n  elle-même  se  chari:;e  en  une  nouvelle  forme  symbolique 
(|iii  s'e\[iiiniera  an  nioven  des  l'ormes  llp  II,,,  ...,  11,.,  et  les  équa- 
tions du  s\slènie  assoeié  à  la  nouvelle  l'orme  s(Mit  des  combinai- 
sons linéaires  des  /•  équations  ll,=  o.  D'ailleurs  ces  équations  ne 
peuvent  se  léduire  à  moins  de /'équations  distinctes,  caria  forme  n 
pouiTait  alors  s'e\[iriiner  au  inoveii  de  moins  de  r  formes  de 
IM'aH'.  Les  équations  du  système  S  se  transforment  donc,  par  un 
cliang'ement  do  variables,  en  un  nouveau  système  d'équations  de 
l'falf  qui  est  précisément  le  système  associé  à  la  forme  transformée. 
Le  rang  /"  d'une  forme  de  degré  p  k  n  variables  est  au  moins 
égal  à  p  et  au  plus  égal  à  /;.  Si  les  coefficients  de  la  forme  li  sont 
quelconques,  on  a  /'  =  n.  Le  rang  est  égal  à  p  si  la  forme  consi- 
dérée est  le  pioduit  symbolique  de/j  formes  de  Pfart'et  dans  ce  cas 
seulement,  ce  qui  fournit  un  moyen  de  reconnaître  si  une  forme 
de  degré/}  est  décomposaiilc  en  un  produit  de  p  formes  de  Pfafl'. 
Pour  une  forme  de  Pfatl  f.j,  le  système  associé  se  réduit  à  l'équa- 
tion oj  =  o  elle-même  et  le  rang  est  égal  à  un. 

Uemauque.  —  Si  une  forme  il  à  n  variables  s'exprime  au  moyen 
de  n  —  V  formes  de  Pfaff  distinctes,  on  ne  peut  en  conclure  immé- 
diatement que  la  forme  est  de  rang  n  —  v.  On  peut  seulement 
affirmer  que  le  rang  est  au  [)lus  éi;al  à  « — v,  car  les  équations 
de  S  contiennent  au  plus  /(  —  v  équations  distinctes. 

.\/i/)/ira/i()/is.  —    1"  l'ytant  donnée  une    l'orme  i>  </c  dei/rt'  .sii/té- 
rii'iif  II  un,  on  ne  peut  pas  tiMijouis.  [lar  uu  changement  de  varia- 
bles, la  ramènera  une  forme  où  li  purent  moins  de  n  différentielles. 
G.  Proh.  9 
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En  etlel,  si  clx„  Y'av  exemple  ne  figure  pas  dans  u,  li'  rang  est  au 
plus  égal  an  —  i ,  puisque  il  s'exprime  au  moyen  do  n  —  i  formes 
de  Pfatf  seulement,  cf.r,,  . . .,  f/^„._i. 

Cette  condition  est  suffisante .  Soit  en  eflet  u  une  forme  dérangé 
r  <^  n,  qui  s'exprime  au  moyen  de  r  formes  linéairement  distinc- 
tes (dj,  Wj,  . . .,  wr.  Ainsi  qu'on  l'a  déjà  démontré  à  plusieurs  repri- 
ses, nous  pouvons  choisir  un  nouveau  système  de  variables  i/i,  •■■,  J/n, 
tel  que  les  équations 

!/i  =  tp   ■■■,  l/n^l  =  C„_i 

représentent  une  famille  d'intégrales  '^\^  à  une  dimension  des 
r  équations  uj^o.  Les  formes  Wj,  to.,,  .  .  .,  Ur  s'expriment  donc  au 
moyen  des  diflerentielles  di/,,  . .  .,  f/(/,;_i  seulement,  et  la  forme  a 
elle-même  ne  renfermera  pas  di/„. 

2»  Pour  une  foiiue  symboli(|ut'  du  second  degré 
li  =  /  Aikdxidrk, 
le  système  associé  S  .se  coui|)ose  des  n  équations 

(35)  A,if/.ri  +  A/s'tea  +  ■•■   +  A/«fte«  =  o,  (/=  i,  2,  ...,  «) 

dont  le  dclerniinant  est  un  déterminant  symétrique  g-auche.  Ces  équa- 
tions se  réduisent  donc  à  un  nombre  pair  d'é(iuations  distinctes,  et  par 
conséquent  le  rang  d'une  forme  symbolique  du  secoml  ordre  est  toujours 
un  nombre  pair.  Une  forme  de  cette  espèce  peut  être  ramenée  à  une 
forme  simple  qui  rappelle  la  forme  canonique  d'un  covariant  biii- 
néaire.  En  eflét  toute  forme  du  second  degré  de  rang  2p  pe  t  s'écrire 
comme  il  suit 

(36)  a  =..,«,+ «3..»+  ...  «-,„_j«2o' 

w,.  w, w      étant  20  formes  de  Pfaff  linéairement  distinctes.  La  pro- 

1.     2.       >     ^p  r 

priété  est  évidente  si  p  =  i .  Pour  démontrer  qu'elle  est  générale,  il 
suffit  de  vérifier  (jue,  si  elle  est  vraie  pour  une  forme  de  rang  zp — 2, 
elle  est  vraie  pour  une  forme  de  rang  20 .  Si  ii  est  une  forme  de  rang  2p, 
on  a 

£i  =  W]  (  y  AiftWft  j  +   VB,7i-r,J,wft,  ((,  /,■  =  2,  3,  .. . ,  20) 

«,,w, w      étant  20  formes  de  Pfalf  distinctes.  La  forme    \  B,7,w/f'ih  est 
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de  rang'  infrriinir  à  i>/)  ;  coninie  clic  est  de  rang  pair,  elle  est  au  plus  de 
rang' 2  0  —  2.  Klle  ne  peu!  ^Ire  de  rang'  inft'ricur  A  20—  2,  car  11  serait 
de  rang-  inférieur  à  20.  La  propriété  étant  admise  pour  une  forme  de 
rang:  2p  —  2,  il  s'ensuit  qu'elle  est  vraie  pour  une  forme  de  rang' 2p. 

La  dénionslration  prouve  d'ailleurs  ([ue  il  peut  rire  mise  sous  la 
forme  (36)  d'une  inhnité  de  manières. 

Si  le  déterminant  de  Pfaff  relatif  aux  équations  (35)  est  nul,  la 
forme  il  est  de  rang  inférieur  kn,  et  on  peut  la  ramener  à  une  forme 
où  ne  fig'urent  ([ue  ;/  —  i  différentielles.  C'est  ce  qui  a  toujours  lieu  si  n 
est  impair.  Si  n  =:  4>  d  si  ce  déterminant  est  nul,  on  a  r  ^  2,  et  la 
forme  12  est  le  produit  de  deux  formes  de  Pfaff  «iwa,  comme  on  l'a  déjà 
démontré  (n"  25). 

30  Re|)renons  une  forme  il  à  h  variables  et  de  rang'  ;•  inférieur  à  n. 
Si  l'on  a  choisi  les  variables  //i,  r/j,  ...,  i/„,  de  façon  que  les  formes  de 
Pfaff  W|,  wj,  ..  ,  '-If  ne  renfermenl  pas  i/i/,„  il  en  sera  de  même  de  il,  et 
toute  multiplicilé  Mj,  à  p  dimensions  détinie  par  n  —  />  relations  de  la 
forme 

/l(.'/l>    ..■,!/n-l)  —  C„   -.^fn-piu y«-l)  =  Cn-p, 

OÙ  ne  figurent  i(ue  les  11  —  i  variables  //i,  iji,  ...,  i/n-  \  est  une  multipli- 
cité intégrale  de  l'équation  11  ^  o,  car  le  [)roduit  HfZ/'i  ...  dfn—p,  qui  est 
de  degré  n  et  ne  renferme  que  /(  -  1  différentielles,  est  identiquement 
nul.  Ces  intégrales  s'obtiennent  en  associant  suivant  une  loi  arbitraire 
les  intégrales  Mj  à  une  dimension,  représentées  par  les  équations 
yi  =  C/  (i  =  !,  2,  ...,«  —  i),  du  système  de  Pfaff 


Plus  généralement,  supposons  que  le  système  précédent  admette  une 
famille  d'intégrales  Mç  à  q  dimensions,  telle  qu'il  passe  une  de  ces 
intégrales  par  un  point  arbitraire.  On  peut  alors  choisir  un  système  de 
variables  //,,  ...,y,i,  tel  ([ue  les  différentielles  f/y«_Y-)-l,  •..,  f/yn  ne  figu- 
rent pas  dans  les  formes  wi,  et  ces  intégrales  My  sont  définies  par  les 
n  —  q  équations 

y,  =  C,,  ...,  ijn-q  =  C„_y. 

Les  différentielles  f/;/;i—y-|-i,  ...,  dijn  ne  figurent  pas  non  plus  dans  la 
forme  il,  et  le  produit  ilt//"]  ...  d/n+i—p—q  est  identiquement  nul, 
quelles  que  soient  les  fonctions  fi,  f^,  ...,  fn-{-l-p-q  des  n  —  q  varia- 
bles i/i,  ..,  ijn—q  On  obtient  ainsi  des  intégrales  k  p  -\-  q  —  i  dimen- 
sions de  ré(iuation  symbolique  il  =  0,  engendrées  j)ar  les  multiplicités 
Mq  associées  suivant  une  loi  arbitraire. 

4"  Les  raisonnements  de  ce  paragraphe  prouvent  (|u'une  forme  sym- 
bolique qui  s'exprime  au  moyen  des  /■  formes  de  Pfaff 


"-2^'^,P'2    ...,V?i"'"    > 
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ne  peul  être  ideQtif|ueni(>Ml  nulle  s'il  n'existe  pas  une  relation  linéaire 
au  moins  entre  ces  /■  i'iuiries.  Toute  intcg-rale  de  l'équation  symbolique 
il  =:  o  satisfait  donc  à  une  ou  plusieurs  relations  de  la  l'oi'me 

>,,«,  +  ),,/r„.  +    ...-[-   "/,■/'•■/■  =  0  (/  =   1,2,   ...  ([). 

Kn  écrivant  que  la  rclaliou  U  =  o  est  une  conséquence  des  équations 
précédentes,  on  obtient  un  ccitain  nombre  de  conditions  entre  les 
coefficients  Cp  r,    et  les  coefficients  "//,/,  qui  permettent  d'exprimer 

tous  CCS  coefficients  au  moyeu  d.s  variables  .i\,  ...,  .;■„,  et  d'un  certain 
nombre  de  paramètres  arbitraires  n^,  ..  ,  iis.  Ou  est  ainsi  conduit  à  un 
système  d'équations  de  PfalV  .''i  /(  -|-  s  inconnues  .r,,  ...,  .r„,  iii,  ...,  us- 

33.  Classe  d'une  forme  dérivée.  —  Les  l'ormes  de  Plaff 
Wi,  w...  .  .  .,  t'V  iii^i  moyen  desi)uellos  .s'exprime  une  Forme  symboli- 
que il  de  degré  supérieur  pouvant  être  (|ueleonques,  il  est  clair  que 
le  système  S  associé  à  une  l'orme  ii  n'est  pas  en  général  complète- 
ment intégrable.  Mais  le  .système  associé  à  uni'  fovine  dérivée  est 
toujours  complètement  intéijralde. 

On  le  vérifie  immédiatement  pour  une  forme  dérivée  du  second 
degré  qui,  d'après  la  théorie  d'une  forme  de  Pi'afF,  peut  être  l'ame- 
née à  la  foi'me  canonique 

d.r^d.r,  +   .  .  .  +  d.r->r-idx<ir  ; 

le  système  associé  se  compose  des  a?'  équations  dœi=  o. 

Pour  ne  pas  compliquer  l'éciitnre,  nous  démontrerons  la  propo- 
sition pour  une  forme  dérivée  du  3''  ordre  ;  la  méthode  est  d'ailleurs 
g-énérale  ('). 

Soit  il'  une  diflérenlielle  totale  symbolique  du  troisième  ordre 

(37)  il'  =   ^   Aiiddxjdxkdx/  ; 

le  système  associé  S'  se  compose  des équations  de  Pfaff 

(38)  2]  A/wf/j^/  =0         {1,  k=^i,2,  ...,n). 

Nous   voulons  établir  que,  si   ce  système  se  compose  de  /'  équa- 
(')  Annules  de  la  Facullé  de  Toulouse,  t.   Vil,  Kjiô,  p.  2u  et  suii'anles. 
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lions    liiit'niroiiu'nl    distiiictcs,  il   est    (''i|iiival('iit   à    iiii    svstrriir    de 
/'  éijiliiliou.s 

l//\   =  O,  f//j  =   O,   ...,   d/'r  :-   O, 

J\,  f.,,  .  .  .,./r  (Haut  /■  Foiicliniis  iiulépeiulantes  de  .r,,  .r^,  ....  .x'„. 

La  démoiislratioii  est  tdiità  l'ail  analos'ue  à  celle  qui  a  clé  déve- 
loppée au  11°  5,  pour  le  système  S|,  i|ui  n'c-st  au  fond  que  le  sysléme 
S' correspoiulanl  à  la  forme  dérivée  w'  iriuic  forme  de  Pfatf.  La 
propriété  que  l'on  veut  établir  est  encore  évidente  si  le  système  S' 
contient  n  ou  n  —  i  équations  distinctes.  Il  sufKtdonc  d'examiner 
le  cas  où  ce  système  S'  contient  seulement /■  équations  distinctes 
(^r  <^  n  — •  i)  On  peut  alors  adjoindre  à  ce  système  n  —  r —  i  équa- 
tions de  Pfatl' 

A/jf/a?,  +  .  .  .  +  \i„dxn  =0,  (('  :=  I ,  a,  .. . ,  n  —  /• —  i  ), 
dont  les  coeflicients  peuvent  être  choisis  arbitrairement,;!  condition 
de  former  avec  S'  un  système  de  u  —  i  équations  linéairement 
distinctes.  Le  système  ainsi  obtenu  a<lmettaiil  /(  —  i  intég-rales 
premières,  su[>posons  f(uo  Ion  ail  choisi  un  nouveau  système  de 
variables  (//,,^2,  ••.,  y„)  de  i'aron  que  ce  système  admette  les  com- 
binaison^ inlégrables  rf//i  =  o,  ...,  t/y„_i  =  o.  Après  ce  change- 
ment de  variables,  la  forme  il'  se  chani^c  en  une  nouvelle  forme 

qui  est  aussi  une  différentielle  totale  symbolique,  et  le  système  S' 
devient,  par  le  même  chanijement  de  variables, 

V  Yiuddyi  =:  o  ((',  ^-  =  1,  2,  ...,  /i). 

Ce   système    doit   être   vérifié    identiijuement   (juand    on  y  fait 

f/yj  =  o (Iijn-i  =  '^  '  ^0*^^  1^^  coefficients  B,7c„  sont  donc  nuls, 

quels    ([ue    soient    les    indices  /  et  k.  D'autre    part,    puisque    la 
forme  ii' est  une  dilférenlielle  totale  symbolique,  on  a  les  relations 

JB//,<  _  ?Ba-/„       Mini  _  yW-  ^  ^ 
Dy„  ^i  :>!/h  ^f/l 

oui   deviennent    ici'    ''   =  o,    iiuisque    15;,/,,  =  B,/,,  =  B,/,-,,  =  o. 
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Après  le  changement  de  variables,  la  forme  u'  et  le  système  S'  ne 
renferment  donc  ni  y,,,  ni  dy,^.  On  a  donc,  par  ce  changement  de 
variables,  ramené  le  système  S'  à  un  système  de  /■  équations  h.  n  —  i 
variables. 

Si  r  =.-  n  "  2,  le  théorème  énoncé  est  établi.  Si  r  <  /i  —  2,  ou 
remarquera  que  le  nouveau  système  S'  est  associé  à  une  l'orme 
dérivée  a'  k  n  —  i  variables.  On  peut  Jonc,  par  un  nouveau  chan- 
gement de  variables,  le  ramener  à  un  système  équivalent  de /"équa- 
tions k  II  —  2  variables,  et  ainsi  de  suite.  On  finira  donc  par  le 
ramener  à  un  système  de  /'  équations  à  /•  +  i  variables,  c'est-à-dire 
à  un  système  complètement  intégrable. 

Voici  une  conséquence  importante  de  ce  théorème.  Le  système  S' 
étant  complètement  intégrable  est  équivalent  à  un  système  de 
r  équations 

àfi=o,  df^==o,  ...,c/fr  =  o; 

nous  prendrons  un  nouveau  système  de  variables  (,ij^,  1/^,  ...,  y„), 
où  i/i  =J'i,  ••  • ,  yr  =^Jr-  Avec  ce  nouveau  système  de  variables,  la 
forme  a'  devient 

(89)  11'=  2   liuady.dyhdyi, 

i,  k.  l 

et  le  système  associé  S'  doit  être  vérifié  identiquement  quand  on  y 
fait  dy^  ^  o,  .  .  .,  f/y,,  quels  que  soient  dy,-{-i,  .  .  .,  f/y«.  Il  faut 
pour  cela  que  tous  les  coefficients  B//i/,  où  l'un  des  indices  est . supé- 
rieur à  r,  soient  nuls,  et  on  en  déduira,  comme  plus  haut,  que  les 
autres  coefficients  sont  indépendants  de  yr+i,  ...,yn-Dans  la 
nouvelle  expression  de  a'  ne  fiyurent  donc  que  les  r  variables 
z/j,  . .  .,yr  et  leurs  différentielles  dyi,  .  . . ,  dyr- 

Quelles  que  soient  les  variables  choisies,  on  ne  peut  trouver 
pour  a'  une  expression  où  figurent  moins  do  r  variables  (soit  dans 
les  coel'ficienis,  soit  sous  le  signe  (/).  En  effet,  si  l'on  pouvait 
mettre  a'  sous  une  forme 

a'==  ^  Cikidzidzhdzt, 
où  ne  figurent  que  /'—  ,v  variables  5,,  z^,  ,  ..,  Sr—s  et  leOrs  diffé- 
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rentielles,  (lan.s  les  équations  du  sy.stèmc  associé  ne  figureraient 
que  /■  —  v  ditTérentielles  i/c^,  . . . ,  dsr—s,  et  par  suite  ce  système  ne 
pourrait  rent'eruier  /'équations  linéairement  distinctes. 

(k'ci  permet  d'étendre  la  notion  de  classe  à  une  Forme  svinlioli- 
que  de  déféré  quelconque.  On  appelle  ainsi  le  nombre  minimum 
de  variables  au  moyen  desquelles  on  puisse  exprimer  cette  forme 
par  un  choix  convenable  des  variables,  ces  nouvelles  variables 
fig-urant  soit  dans  les  coefficients,  soit  sous  le  s\s;ne  d.  Le  résultat 
qui  vient  d'être  démontré  prouve  que  /(/  classi'  il'  une  forme  dérivée 
est  égale  au  rawj  de  relie  forme. 

Nous  dirons  qu'une  l'orme  tle  classe  /'  est  ramenée  à  une  forme 
réduite  lorsque  dans  son  expression  ne  figurent  que  r  variaiLles 
et  leurs  différentielles.  Il  y  a  évidemment  une  infinité  de  manières 
de  ramener  une  forme  dérivée  à  une  forme  réduite,  mais  toutes 
ces  formes  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  un  changement  de 
variables  portant  sur  les  r  variables  qui  y  figurent.  Soient  en 
effet 

y^^ikidtjidijhdiji,         '^C/it/dsiihhdsi         (/.A-,  /=  i,  2,  ...  r) 

deux  expressions  réduites  d'une  même  l'orme  dérivée.  Le  système 
associé  S'  peut  ôtre  écrit  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

•  {dl/^  =  o,  ...,  di/r  =  o)  [ds^  =  o,  ...,  dzr  ^=  o). 

Il  s'ensuit  (|ue  les  équations  //(=  (>/,  ou  s/  =(1',  ('  =  l,  2,  ...,  /') 
représentent  l'intégrale  générale  d'un  même  système  com|ilète- 
ment  intégrable  de  r  équations.  On  a  donc  des  relations 
y,-=  <fi^z^,  ...,  Zr),  et  l'on  passe  d'une  des  formes  réduites  à  l'autre 
par  un  changement  de  variables. 

Les  variables  qui  figurent  dans  une  l'orme  réduite  de  a'  consti- 
tuent donc  un  système  d'intégrales  du  .système  associé  S'.  Si  l'on 
peut  ramener  u'  à  une  forme  réduite,  on  a  |)ar  là  même  intégré  le 
système  .S'. 

34.  Classe  d'une  forme  quelconque.  —  La  classe  d'une 
forme  symbolique  quelconque  se  définit  comme  la  classe  d'une 
forme  dérivée.  Il  est  clair  que,  quanti  on  passe  d'une  forme  li  à  sa 
dérivée  il',  on    n'introduit   aucune  variable  nouvelle  qui  ne   liii-ure 
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pas  dans'  a  ;  la  classe  ne  peut  donc  aug'menter.  Par  suite,  si  ii'  est 
de  classe  r,  iiest  au  moins  de  classe  r,  mais  elle  peut  être  de  classe 
sujjérieure  à  r.  Supposons  la  l'orme  u'  de  classe  r  mise  sous  une 
forme  réduite  où  Hçurent  seulement  r  variables  et  leurs  diflereu- 
tielles  ;  011  peut  par  des  i|nailratares  (n"  26)  déterminer  une 
l'orme  ii^  ayant  pour  dérivée  <>'  et  où  ne  iig-urent  que  les  mêmes 
variables  qui  Hg-urent  dans  ii'.  Cette  forme  ii,  est  donc  de  classe  r, 
et  l.a  difl'érence  li  — ii,  est  une  différentielle  totale  symbolique  qui 
peut  dépendre  d'un  nombre  quelconque  de  variables  ne  Kg-urant 
pas  dans  a'.  Si  ii  n'est  pas  une  forme  de  PlaH',  sa  classe  peut  donc 
être  un  nombre  quelconque  supérieur  à  r. 

Pour  déterminer  la  classe  d'une  forme  de  deg-ré  supérieur,  pre- 
nons par  exemple  une  l'orme  du  second  deg-ré,  qui  ne  soit  pas  une 
forme  dérivée 

(4o)  Ii  =:  ^  Xikdxidxh  ; 

',  Il 

le  raisonnement  est  d'ailleurs  général.  Soit  <ij  la  forme  auxiliaire 
(4 .  )  11,  =  e'^"+' a  =  .'■^^"+^  (  V  \n4x,dœ> 


où  Xn+\  est  une  nouvelle  variable  indépendante,  qui  restera  la 
même  dans  tous  les  changements  de  variables  portant  uniquement 
sur  les  n  variables  x^,  x^,  ...,x„.  La  forme  dérivée  a',  a  pour 
expression 

(42)  a',  =  e-^^+'ù'  +  ,''-'"+'dx„+ia 

=  e"  ■"'*'    }    y     Aikidxidxkdxi  +     '     \,kdxidxiidxn+i  i , 


/,  h,  I  i.  h  S 

[i,  k,  l  =  i ,  2,  . . . ,  n). 

Le  système  S'i  associé  à  la  forme  a',  se  compose  de  deux  gro 
pes  d'équations 

n 

(43)  ^  Aikdxh  =  o,  (/  =  1 ,  2,  . .  . ,  n) 
S'i] 

(44)  ^  A-ik/dx/  +  A,kdx„+i  =  o.        (/,  A-  = 
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Ce  .svsti'mL"  S\  est  coinj)lèteineiil  iii(i''i;i"ililt',  il':i[)ri's  la  |)r()|>osi- 
tioii  :;■('■  Il ('rak>  du  [laran'i'aplu'  prori'ilciil.  (l'est  aussi  un  .-iNstème 
covai-iaiit  il<'  la  t'orine  i!,  relaliveineiil  à  tout  cliannement  de  varia- 
bles portant  uuiijuement  sur  les  variables  .i\,  x.j,  .  . .,  x^. 

Si  l'on  adjointanx  équations  du  système  S',  l'équation  dxn-^\^o, 
on  olitienl  un  nouveau  système  complètement  intégrable  qui, 
abstraction  faite  de  la  dernière  équation  (la  seule  qui  contienne 
f/./;„  fi),  se  compose  des  den.\  i^'-roupes  il'iWiiiations 

(4â)  2^  A/ac/xa  =  o,  ^  A, 7; /</■/■;  =  o,     (/,/>■=  1,2,  ...,  h). 

Ce  système  S  +  S'  s'obtient  donc  en  prenant  toutes  les  équations 
des  deu.v  systèmes  S  et  S'.  Il  est  évident,  d'après  cela,  que  c'est  un 
système  covariant  de  la  forme  il,  et  il  serait  facile  de  démontrer 
directement  qu'il  est  complètement  inlégrable,  par  un  raisonne- 
ment tout  pareil  à  celui  du  numéro  précédent. 

Si  le  système  S  +  S'  -se  compose  de  q  é([na(ions  linédiremenl 
distinctes,  la  forme  n  est  de  classe  q. 

Soit  en  effet  df^  ^  o df,i  =  o   un  .système  de  q  intégrales 

premières  distinctes  de  S  -|-  S'.  Si  l'on  prend  un  nouveau  système 
de  variables  (y^,  ...,  y„)  telles  que  y,  z=  /^,  .  .  . ,  y^  =E=_/r^,  la 
forme  il  se  change  en  une  nouvelle  forme 

îi  =  V  Bikdi/idi/k, 

i,   h 

et  le  système  S  +  S  correspondant  à  cette  forme  doit  se  composer 
des  q  équations  dy^  =  o,  .  .  . ,  dr/,/  =  o.  Tous  les  coefficients  B/s. 
B/hi,  où  l'un  des  indices  est  supérieur  à  q,  doivent  donc  être  nuls. 
Il  s'ensuit  que  les  différentielles  di/^,  .  .  . ,  di/q  figurent  seules  dans 
l'expression  de  li.  De  plus,  tous  les  coefficients  B,;..  où  i  <i  q  +  i, 
k  <^  q  +  I,  ne  dépendent  que  de  //,,  i/„,  .. . .  y,/.  On  a  par  exemple, 
si  /  <  r/  +  I ,  A-  <  r/  +  I , 

B/A,,  = 4-  - —  + =  o, 

3//„  diji  ?l/l: 

et  i)ar  suite  ^^ — ^  =  o  ;  on  démontrerait  de  même  (lue  B,7<  est  indé- 
pendant  de  yn—i-,  ■  ■  -,  l/q+i- 
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En  second  lieu,  il  n'est  pas  possible  d  exprimer  li  au  moyen  de  q' 
variables  z^,  z^,  .  .  .,  z,/'  et  de  leurs  différentielles,  si  q'  <^  q.  En 
effet,  le  système  S  +  S',  ne  contenant  que  q'  diff'érentielles,  ne 
pourrait  se  composer  de  q  équations  linéairement  distinctes. 

Soit  c  la  classe  d'une  forme  a,  c'  la  classe  de  la  forme  dérivée. 
Lorsque  le  système  S  ne  renferme  pas  d'équations  linéairement 
distinctes  des  équations  de  S',  on  a  c=  c',  et  il  suffira  d'intég-rer  le 
système  S'  pour  ramener  ii  et  iV  à  une  forme  réduite  [>ar  un  même 
chang'ement  de  variables. 

Si  c  ]>  c',  le  système  S  +  S'  contient  c  -  c'  équations  de  plus 
que  le  système  S'.  Pour  intégrer  le  système  S  +  S',  on  intégrera 
d'abord  le  système  S',  et  il  restera  ensuite  à  intégrer  un  système 
complètement  intégrable  de  c  —  c'  équations. 

Exemple.  —  Soit  a  =  x^dx^dx^  +  x^dx,dx^  +  dx^dx^  ;  on  a 

il'  =  9.x^dx^dx./lx^  +  dx^dx,dx^. 

Le  système  S'  ne  comprend  que  trois  équations  distinctes 

2XidXg  +  dx^  ^=  o,       dx^  =  o,       dx^  =  o, 

tandis  que  le  système  S  +  S'  comprend  quatre  équations 

dxi  =  o,       dx^  =  o,       f/x^  =^  o,       dx^  =  o. 

La  forme  n  e.st  donc  de  classe  quatre,  et  la  forme  fi'  de  classe 
trois.  On  peut  écrire  en  effet 

n'=  dx^dx^diix^x^  +  -c^)- 

Remarque.  —  Toute  form3  de  degré /j  et  de  classe/)  peut  être 
ramenée  à  la  forme  il  =  Kdij^di/,  .  .  .  dy^.,  où  K  doit  être  une 
fonction  de  ?/j,  .  . . ,  z/^.  On  peut  donc  supposer  K=  i,  et  il  est  une 
difl'érentielle  totale  symbolique. 

Toute  forme  de  degré  p  et  do  classe  p  +  i  peut  de  même  être 
ramenée  à  la  forme  y,,+^dy ^dy^  .  .  .  dy^  (n"  28),  et  n'est  pas  une 
différentielle  totale  symbolique.  La  forme  dérivée  est  aussi  de 
classe  yo  4-  I. 

Application.  —  Etant  données/)  fonctions  quelconques  indépendantes 
f\j  fit  •••'/?>  de   «variables   X\,  x^^  ..  .j  •>?«(«> /-').  les  dclerminants 
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=  ./ 1'./-'  ■  ■    ,ip' o(',  5,     a,  jj    sont  n 

P        l)(.r    ,.t;    ,  ...,a.>.   )  -'      >    i>  i 

iioiiilircs  culieis  (lill'érents  choisis  parmi  les  n  premiers  nombres,  vcri- 
ficiil  (les  relations  (lifférenticllcs  et  des  relntions  a Içc briques.  On 
obliriit  ces  relations  en  c.\"|iiirii.inl  (|iie  la  forme  s\  niboliqoe 

U  =  "Va  f/j-    iljc      ...  (Ix      =  (lf\ilf\  .  . .  ,//],, 

émd      a,!<2    ..      «,,         «1         «J  «p  •"    •'-  •"" 

OÙ  le  signe  il  est  étendu  à  toutes  les  combinaisons/)  kp  des  «indices, 
est  une  dilVérentielle  totale  symbolique  de  classe/?.  On  a  les  relations 
diflVrentielIes  en  écrivant  que  li  est  une  difTorentielle  totale  symboli- 
que, et  les  relations  algébriques  en  écrivant  (]ue  li  est  de  classe  p .  Ces 

conditions  sont  sultlsautes  pour  ciue  les  (onctions  A  soient  les 

'  '  «i«j  . .  .  «p 

jacobiens  de  p  fonctions  f\,ft,  ...,/,)  par  rapport  à p  des  variables.T/, 
car  loule  forme  de  desfré /)  et  de  classe/),  qni  est  une  différentielle 
totale  syml)o!i(|ue,  est  réductible  à  la  forme  ilj\dfi  .  .  .  dj^.  Il  suffit 
même,  nous  venons  de  le  voir,  que  cette  forme  soit  de  classe  p.Oa  peut 
donc  écrire  les  conditions  de  deux  façons,  soit  en  écrivant  que  Cl  est 
une  différentielle  totale  symbolique, et  que  les  é(|uatious  de  S  se  rédui- 
sent à  p  équations  distinctes,  soit  en  écrivant  que  les  équations  du 
système  S  -(-  S'  se  réduisent  à /j  équations  distinctes. 

35.  Analogies  avec  une  forme  de  Pfaff.  —  Le  systèmes' 
est  l'analog-ue  du  sj'stème  Si  étudié  au  u"  5,  et  le  système  S  -f-  S' 
l'analogue  du  système  S^  (qo  6),  qui  détermine  la  classe  d'une 
forme  de  PlaH.  On  peut  expliquer  comme  il  suit  pourquoi  les 
systèmes  S'  et  S  -f-  S'  sont  une  généralisation  naturelle  des  systè- 
mes S,  et  S,.  Etant  donné  une  forme  sym_l)olique  de  degré  /) 


I^..», 


d.r.    d.v      .  .  .  dx 


considérons/) cléments  linéaires  différents 

(rfXi',  dx,^,  ...,  dx„'-),      [dxi^, dx^^, ...,  dx„~),  ...,  {dxi", ...,  dx,i'), 

nous  dirons  que  ces/)  éléments  sont  ('/(   inouliUion    relaliw'numt  à 
la  forme  ll,  s'ils  satisfont  à  la  relation 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  arrang-ements  des  n  indices 
o  à  /). 
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Dans  le  cas  jjarticiilier  où/*  =  2,  si  la  forme  donnée  est  la  forme 
dérivée  m'  d'une  forme  de  Pfaff  u,  la  définition  de  deux  éléments 
linéaires  en  involution  coïncide  bien  avec  celle  qui  a  été  donnée 
plus  haut  (n»  3)  Il  résulte  aussi  de  celle  définition  que  p  éléments 
linéaires  distincts  appartenant  à  une  même  multiplicité  intégrale 
de  l'équation  il  =  o  sont  eu  involution  relativement  à  la  forme  <i. 

Un  élément  linéaire  [dx^,  r/.r,,,  .  . ,  f/,c„)  est  un  élément  sinijii- 
/((?/■  pour  une  foi'me  11  s'il  est  en  involution  avec/)  —  i  autres  élé- 
ments linéaires  quelconques  relativement  à  cette  fs^rme.  Les  équa- 
tions du  systèmes  déterminent  précisément  les  éléments  singuliers 
pour  la  forme  n,  et  les  équalions  S'  les  éléments  singuliers  pour  la 
forme  dérivée  a!.  Dans  le  cas  limite  où  Ifi  forme  n  est  une  forme 
linéaire,  les  éléments  singuliers  pour  cette  forme  ne  peuvent  être 
que  les  éléments  intégraux  eux-mêmes.  On  voit  d'après  <;ela  que  le 
système  Sj  (n"  5)  définit  les  éléments  singuliers  pour  la  forme 
dérivée  w',  et  le  système  Sj  les  éléments  singuliers  pour  les  deux 
formes  w  et  w'.  Les  systèmes  S' et  S  +  S  pour  une  forme  de  degré 
quelconque  jouent  donc  le  même  rôle  dans  l'étude  de  celte  forme 
que  les  systèmes  Sj  et  Sj  dans  l'étude  d'une  forme  de  Pfaff. 

L'analogie  avec  la  théorie  d'une  forme  linéaire  se  poursuit  plus 
loin.  Le  système  S\  écrit  plus  haut  est  évidemment  l'analogue  du 
système  S^  (n°  7)  ou  système  caractéristique  pour  une  équation  de 
Pfaff,  tandis  que  le  système  S"  formé  par  le  second  groupe  des 
équations  de  S'j 

(S")  ^  Aikldx/   +  Ai/jC/jn  (4  :=:  O,  (/,   A'  =   I,  2,    ..     ,  II), 

est  l'analogue  du  système  S3,  ou  système  de  Pfaff. 

Si  l'on  peut  satisfaire  aux  équations  de  S"  sans  supposer 
dxn-\-\  =  o,  le  système  S  +  S'  est  identique  au  système  S'.  Si  nous 
posons  en  effet 

dxi     -^^ 

dXn+l 

les  équations  de  S"  s'écrivent 


4 
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l'I  on  (Ml  iltMlilil 

y]  '•'  \  2  ^^ikldl'li  \  4-  ^  \ihd.ru  —  o, 
/  l    le  Si 

(If  sorte  i|ue  les  équations  du  s\  sli'ino  S  sont  des  constHiuoiices  des 
équations  de  S'. 

Par  couséquent,  lorsque  les  deux  formes  a,  il'  sont  de  classes 
ditl'érenles,  on  ne  peut  satisfaire  aux  équations  de  S"  qu'en  prenant 
(/.r„^j  ==:  o.  Ce  système  S"  est  donc  idcnli(|uc  à  S',  et  le  système  S', 
est  identique  à  S  +  S'. 

Lorsque  les  deux  formes  il,  il'  sont  do  tnénie  classe,  les  équa- 
tions de  S  sont  des  conséquences  des  équations  de  S',  et  les  deux 
systèmes  S",  Si' sont  identiques.  On  voit  en  etl'et,  par  une  combi- 
naison immédiate,  que  les  éléments  linéair(>s  (jui  vérifient  les  rela- 
tions S"  vérifient  aussi  les  relations 


V  Xiiddxkdxi  +  d.r„^.i  /^  Xih-dxk 


(|ui  deviennent,  en  tenant  comple  de  la  condition  A,/,/  4-  A,7/;:=:  o, 
dxn+i  /^,  Aiiidxk\  =  o. 


Sh+1  / 


Si  c/j',,^.!  n'est  pas  nul,  on  roliouve  les  é(|Miiti(ins  du  système  S. 
Si  £/jf„+i  =0,  le  systèmes"  est  identique  à  S'  et,  par  hypothèse, 
les  équations  de  S  sont  des  conséquences  des  équations  de  S'.  Tous 
les  éléments  linéaires  qui  vérifient  le  système  S"  véiifient  donc 
aussi  le  système  S  et  par  suite  le  système  S/. 

Des  (juatre  systèmes  complètement  inléf/rnljles  S',  S  +  S',  S^',  S", 
il  y  a  donc  au  plus  deux  systèmes  distincts. 

36.  Classe  d'une  équation  symbolique.  Caractéristiques. 
—  Le  système  S/  donne  la  classe  de  l'e(ia(ition  u  =  o.  Supposons 
(|ue  ce  système  se  compose  île  m  +  i  équations  distinctes.  Iladmet 
alors  m  intéf^rales  indépendantes  de  ^f '„ . ,  et  une  dernière  intégrale 
dépendant  de  J?„+i  de  la  forme 
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qui  s'obtiendra  par  une  (|iiailralnre  quand  on  aui'a  olilenu  les  inté- 
g-rales  premières  indépendantes  de  x„^i-  Imaginons  que  l'on  fasse 
un  changement  de  variables  de  façon  que  l/^,  y.^,  .  .  .,  ij„,  soient 
précisément  m  intégrales  de  S/,  la  variable  auxiliaire  .t„_^j  n'étant 
pas  changée.  Les  équations 

n  fi 

^  \iihd[/h  =  0,  ^  B,iac/!/i  +  Biscte„+i  =  o 

k=\  l=i 

devront  être  vérifiées  quand  on  y  remplacera  di/^,  di/.^,  .  .  . ,  r/y,,,  par 
zéro.  11  l'aut  pour  cela  que  tous  les  coefficients  B,/;,  où  l'un  des 
indices  est  supérieur  à  m,  soient  nuls,  de  sorte  que  il  ne  renfer- 
mera que  les  difî'érentielles  di/^,  .  .  .,  (/y,„.  Il  faut  de  plus  que  les 
relations 

2j     ^ihidiji  +  \iihdx„+\  =0         {i  ^  m,       k  <^  m) 

l  =  m+l 

se  réduisent  à  une  seule,  ce  qui  exige  que  le  raiiport  , .'*  soit  indé- 
pendant  des  indices  ('  et  k.  Mais  on  a 

B/    _  ^l^'J'         ^^i<i        ^^li  ^Bift 

Dy;  J.y,  ?yft   ^    ?y(   ' 

Le  raiiport  - —  ^ — '—  doit  donc  être  indépendant  de  i/i  (I  ">  m),  et 

par  suite  le  rapport  de  deux  coefficients  quelconques  de  lî  est  indé- 
pendant des  variables  ;/,,,_^|,  ....  y„,  et  l'on  a  pour  il  une  expression 
de  la  forme 

(46)  iî  =  K  ^  Cikdi/idi/i:         {i,  k  =  i,2,  .  .  . ,  m), 

i,  h 

les  coefficients  Cj;,  ne  dépendant  que  des  variables  y^,  ... ,  /y„,.  Par 
un  raisonnement  déjà  employé  plusieurs  fois,  on  démontre  que  la 
forme  il  ne  peut  être  mise  sous  une  forme  analogue,  où  le  nom- 
bre m  serait  remplacé  par  un  nombre  inférieur.  C'est  ce  nombre  m 
que  j'appelle  la  cla.s.se  de  Véqaation  il  =  o. 

Nous  avons  maintenant  deux  cas  à  distinguer.  Si  le  facteur  K 
ne  dépend  que  des  variables  y,,  y^,  .  .  .,  y^,  on  peut  évidemment 
supposer  K  =  I.  La  forme  il  est  elle-même  de  classe  m,  mais  la 
classe  de  a'  peut  être  un  nombre  quelconque  inférieur  à  m. 
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Si  le  facteur  K  (l(''|ioii(l  d'autres  variables  que  y,,  y.,,  ...,  y,,,,  on 
peut  supposer  K  ^  'J m+i-  Les  m  -\-  i  équations  du  système  S',  se 
réduisent  i'i 

(///,   =0,    ....  r/(/,„  =  O.  r///,,,^.,    4-    IJrn  +  ld-^n+l   =  o- 

La  classe  de  a  est///  +  i,  tandis  (|ue  la  classe  de  réi[nation  <i=:o 
est  seulement  m.  Dans  ce  cas,  la  classe  de  iV  est  aussi  ///  +  i,  puis- 
que les  systèmes  S\  et  S  +  S'  sont  dilVéïents. 

En  résumé,  nous  avons  trois  nombres  à  considérer  :  1°  la 
classe  c  de  la  l'orme  ii  ;  2.°  la  classe  c'  de  la  forme  ii'  ;  3"  la  classe  y 
de  l'équation  iî:^  o.  Ces  nombres  ne  peuvent  être  tous  les  trois 
dill'érents,  puisque  l'on  a  y  =  c,  si  c  >  c'.  Dans  le  cas  d'une  forme 
de  Pfafï,  deux  de  ces  nombres  sont  toujours  différents. 

Pour  une  forme  de  degré  supérieur,  ces  trois  nombres  peuvent 
être  égaux. 

Parexemple,  pour  la  forme  a  =  x^dx^dx^  +Xjidx^dx^  +  dx^dx^,, 
les  systèmes  S',  S",  S  +  S',  S',  sont  identiques  et  donnent  dxi  =  o 
(/  =::  I,  a,  ...,  6).  Les  trois  classes  sont  égales  à  G.  Il  en  est  ainsi 
toutes  les  fois  que  le  système  S  est  équivalent  à  S'.  Au  contraire, 
pour  une  forme //j,^i(/yi  .  .  .  dyp,on  a  c=c'=p-\-  1,  f^  p. 

Le  système  S/,  où  x„^^  est  reg-ardé  comme  un  paramètre 
auxiliaire,  est  encore  le  système  caractéristique  pour  l'équation 
11  =  o.  Toute  multiplicité  intégrale  de  ce  système,  c'est-à-dire 
toute  multiplicité  dont  tous  les  éléments  linéaires  vérifient  les  m 
équations  de  S,',  est  une  multiplicité  caractéristique.  Il  existe  des 
multiplicités  caractéristiques  M,i_„i  à  n  —  //(  dimensions  représen- 
tées par  les  équations 

ov'i  //j,  .  .  . ,  //,„  sont  >ii  intégrales  de  S,',  indépendantes  du  paramè- 
tre x„^^,  et  toute  multiplicité  caractéristique  s'obtient  en  prenant 
une  multiplicité  arbitraire  sur  une  de  ces  multiplicités  M„_„.  Nous 
dirons  que  //j,  ....  //,„  forment  un  système  de  variables  caractéris- 
tii]ues. 

Le  lieu  des  ntultiplirités  caractéristiques  j'I/„_„j  issues  des  diffé- 
rents points  d'une  multiplicité  intégrale  quelconque  Mr  de  l'équa- 
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tioii  i>  =  o  cxl  aussi  uni'  niiiltiplicilé  inici/rdlc  de  lu  iiiènic 
équation. 

La  iléinonstralion  est  toute  pareille  à  celle  du  n"  17.  Suiiposoiis 
l'équalioii  a=  o  ramenée  à  une  Inime  réduite  où  ne  H^urent  que 
les  m  variables  caractéristiques  y,,  .  .  . ,  y  ,  et  leurs  dill'érentielles. 
Soient 

(47)  .'/'■  =  ?'("i'  ".'  ••  ■  '  "'■)'         ('  =  I •  -■^  •  •  ■  ") 

les  éijiiations  qui  rejirésentenl  une  intégrale  'Sir  à  /'  dimensions, 
«1,  ...,  Il,-  étant  /'  paramétres  arbitraires.  Les  conditions  qui  expri- 
ment que  les  équations  (47)  définissent  une  multiplicité  intégrale 
ne  l'ont  intervenir  (|uc  les  m  fonctions  Oj,  ...,  (f,„.  On  peut  donc 
remplacer  9,„^_j,  .  .  . ,  v„  |iar  des  fonctions  absolument  arbitraires 
des  /■  paramétres  m,  ou  d'autres  jiaramètrés.  Les  équations 

y^  =  ?i("i "r),  .  .  .,  y/«  =?/«(",,  ■•.,",•), 

IJ,u\\  =  tlr+ ^  l/n  =  llr+n-m, 

où  «,.41,  .  .  . ,  iir^i-n-m  sout  de  nouveaux  paramètres  arbitraires, 
représentent  donc  aussi  une  multiplicité  inlég'rale  qui  sera  à 
/•  +  n  — m  dimensions  au  plus.  H  est  clair  que  cette  multi])licité 
est  le  lieu  des  multiplicités  caractéristiques  M„_.„j  issues  des  diffé- 
rents points  de  la  multiplicité  M,-  En  particulier,  le  lieu  des  mul- 
tiplicités caractéristiques  M„_^  issues  des  différents  points  d'une 
multiplicité  quelconque  d'ordre  inférieur  à /j  est  une  multiplicité 
intéjrrale. 

Remarque.  —  Considérons  le  produit  symbolique  de /j  formes  de 
Pfaff  distinctes 


Si  les  /j  équations  0),- =  o    forment   un    système  complélemcnl 
intég-rable,  ce  pi'oduil  peut  être  ramené  à  la  forme 

li  =  K,/_,/,  ...  dy^; 

i/i,  .  .  .,  ij    sont  les  vaiiables  caiactéristiqucs,  et   la  déterminalidn 
des   multiplicités  caractéristiques  est   ramenée  à  l'intégration  du 
système  des  p  équations  w/  =  o. 
Plus  généralement,  si  a  est  le  produit  de  p  l'ormes  de  Pfall'y//['/- 
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cj/Kjiu's  linuairemeiit  distincles,  la  classe  de  l'étiualioii  si  =  o  est 
égale  à  la  classe  du  système  de  Pf'aiï  l'orme  par  les p  i-iiiiations 
(,j,  =:  o  (Voir  /iliis  foin  Chnp.  VI). 

37.  Remarques  sur  l'intégration  des  systèmes  précédents  — 
Les  syslèmes  S',  S  -\-  S',  ne  sool  pas  des  systèmes  ditt'érenliels  quel- 
conques. Si  l'on  connaît  toutes  les  intégrales  du  système  S',  sauf  une, 
on  peut  achever  l'intégration  par  une  quadrature.  Supposons  que  le 
système  S'  se  compose  de  /'équations  distinctes  et  (]ue  l'on  connaisse 
/•  —  I  intégrales  [)reriiières.  On  peut  supposer  que  l'on  ait  effectué  un 
changement  de  variables  tel  que  ces  intégrales  premières  soient 
iji.  iji-,  ..-.  !/r—l.  Les  /■équations  distinctes  du  système  S' doivent  donc 
se  composer  des  /• —  i  équations  dyi  ^  o,  .  .  . ,  dgr—l  ^^  o,  et  d'une  seule 
équation  distincte  de  celles-là.  En  d'autres  termes,  les  équations  du 
système  S'  doivent  se  réduire  à  une  seule,  quand  on  y  faitt/yi  :=  o,  ... 
dijr—i  =  o.  Elles  ne  peuvent  d'ailleurs  être  toutes  vérifiées  idenliciae- 
ment  après  cette  substitution,  car  le  système  S'  ne  comprendrait  alors 
que/' —  I  équations  distinctes  au  plus.  Tous  les  coefjicients  Diui,  où 
deux  des  indices  sont  supérieurs  à  r  —  /,  doivent  être  nuls.  Supposons, 
par  exemple,  que  l'on  ait  B/aa  ^  o,  h  el  k  étant  supérieurs  à  r  —  i  Les 
deux  équations  du  système  S',  où  l'on  a  fait  di/i  =:  o,  ...  dg, — i  =:  o, 

/,  Hikldgi  =0,  V  Bihldgi  —  o, 

l=r  l=r 

ne  peuvent  se  réduire  à  une  seule,  car  la  première  contient  un  terme 
en  rfy/i  el  ne  contient  pas  de  terme  en  dg/c,  taudis  que  c'est  l'inverse 
pour  la  seconde. 

Cela  étant,  prenons  un  système  de  valeurs  pour  le.'î  indices  i  et  /.• 
tel  que  tous  les  coefficients  Bifti  (où  l^'')  ne  soient  pas  nuls.  La  rela- 
tion générale 

^BjM       ^{JMh      ?Bmi       aBhi/i  _ 

^    '  ^gii        ^gi        ^gh        ^gi   ~  ° 


devient,  puisque  Bkllt  =  Bihi  =  o,  si  /  et  /(  sont  X  /■, 

?B,/ii       ;>Bih 
^gh         ^gi 


(49)  ^;;r-i^  =  °     (/,/,  =  ,■,/•  +  ,,..,«). 


Le  premier  membre  de  l'équation  2.  Bikldg/  :=  o,     où    l'on     regarde 
l=r 
ijv  ■  •  •>  'Jr-l  comme  des  paramètres,  est  donc  une  différentielle  exacte, 
et  la  dernière  intégrale  s'obtient  bien  par  une  quadrature. 

G.  Leçons.  lu 
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Le  théorème  classique  de  Jacobi  sur  le  inulliplicateur  peut  être  con- 
sidéré comme  un  cas  particulier  de  cette  proposition.  Supposons  en 
effet  que  le  système  d'équations  différentielles 

,^   ,  dj\  dœ-i  dx,i 

admette  pour  multiplicateur  l'unité,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


Si  n  est  impair,  par  exemple,  la  forme 

ii/i—i  =  Aid.i'2  . . .  dœn  +  A^djc,  .  . .  d,rnd.r,  +  . . .  +  Andœt  . . .  dxn—l 
est  une  différentielle  exacte  (n»  26),  et  le  système  S'  correspondant  est 
identique  au  système  donné  (5oV 

On  démontrerait  de  la  même  façon  qr.e,  si  l'on  connaît  toutes  les 
intégrales  du  système  S  -j-  S'^  sauf  une,  les  intégrales  connues  compre- 
nant celles  du  système  S',  on  peut  trouver  la  dernière  intégrale  par 
une  quadrature. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  c  =  y  -)-  i,  on  a  vu  au  numéro  ^irécédent  que 
si  l'on  a  intégré  le  système  caractéristique,  on  ii  sans  aucune  intégra- 
tion la  dernière  intégrale  du  système  S  -|-  S'. 

Quant  au  système  caractéristique  lui-même,  l'exemple  citéà  la  fin  du 
numéro  précédent  prouve  qu'il  peut  être  un  système  complètement 
intégrable  quelconque. 


38.  Rang  dune  fonction  relativement  à  une  forme  sym- 
bolique. —  Soit  SI  une  forme  symliolique  de  degré  p  à  n  varia- 
bles, et  de  classe  c.  Si,  dans  cette  forme,  on  remplace  l'une  des 
variables,  Xi  par  exemple,  par  une  constante  C  et  dx^  par  zéro,  on 
obtient  une  nouvelle  forme  k  n  —  i  variables  ii^  de  classe 
<\  =  c  —  /",  r  étant  positif  ou  nul.  Nous  dirons  que  r  est  le  rang- 
de  ./•,  relativement  à  la  forme  n.  Plus  g-énéralement,y"(a;i,  ...,  a;„) 
étant  une  fonction  quelconque,  supposons  que  nous  établissions 
entre  les  n  variables  a?,  la  relation  y=C,  d'où  résuite  la  relation 
f//'=  o  entre  leurs  difïérentielles.  Ce  cas  se  ramène  immédiate- 
ment au  précédent  par  un  chang-ement  de  varialdes.  Si  par  exem- 
ple/'contient  x\,  on  peut  conserver  les  variables  a;^,  . . . ,  .r„  ;  en 
remplaçant  a;,  par  sa  valeur  tirée  de  y  =^  C,  et  dx^  par  sa  valeur 
tirée  de  d/z:^  o,  on  obtient  une  forme  a;,  à  n  —  i  variables,  et  de 
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classe  r,  =  r  —  /•.  Lr  niiiiilii'f  r  l'sl  le  riini/  du  l<i  famiiun  f 
relativement  à  Ui  J'ortite  u. 

Supposons  li  rnmenéo  à  une  forme  réduite,  c'est-à-dire  exprimée 
au  moyen  do  r  variables  ij^,  y^,  .  .  .,  _yc,  et  de  leurs  dirt'érentielles. 
Si  la  fonction  donnéey'ne  s'exprime  pas  au  moyeu  des  variables 
y,,  .  ■  -,  i/c  seulement,  mais  renferme  d'autres  variables,  il  est  clair 
que  la  relaliony=  C  ne  modifie  pas  l'expression  de  la  forme 
réduite,  et  par  suite  le  rang  deyest  éiçal  à  zéro.  Les  seules  fonc- 
tions f{x^,  . .  .,0^,,')  dont  le  rang  relativement  à  une  forme  ii  n'est 
pas  nul  sont  donc  les  intéijrales  du  système  S  +  6",  dont  l'ordre 
est  égal  à  la  classe  de  il. 

Pour  trouver  le  ran^  d'une  fonction  y(./",,  ...,,/■„),  on  peut 
appliquer  la  règle  g'énérale  suivante  ('). 

Soient  c  la  classe  de  la  for/ne  il,  et  y  la  classe  du  produit  sym- 
bolique îldf;  le  rang  de  f  relativement  à  la  forme  a  est  égal  à 
c  —  y  +   I . 

Supposons  toujours  ii  mise  sous  une  forme  réduite,  où  figurent 
seulement  les  variables  ^j,  ....  //o  et  leurs  diiïérentielles.  Si  la 
fonctionyest  indépendante  de  //,,  .  .  .,  //<-,  il  est  clair  que  le  pro- 
duit Lidfest,  de  classe  c  -f  i  :  il  est  d'ailleurs  aisé  de  s'en  assurer 
en  observant  que  le  système  S  +  S' relatif  à  ce  produit  contient 
une  équation  de  plus,  soit  df^=.  o,  que  le  système  correspondant  à 
la  forme  n.  On  a  dans  ce  cas  y  =  c  +  i,  et  par  suite  r  =  o,  con- 
formément à  ce  qui  vient  d'être  énoncé. 

Siy  est  une  intégrale  du  système  S  +  S',  nous  pouvons  évidem- 
ment .supposer  que  l'on  ay=yi.  Nous  pouvons  écrire  a=n, 
-t-Iljrf^j,  rij  et  rijétant  deux  formes  de  degrés/?  et/) —  i  respective- 
ment, la  première  rii  ne  renfermant  pas  dy^^.  Soit  c^^  la  classe  de  la 
forme  Hj  quand  on  y  regarde  y^  comme  un  paramètre  ;  ce  nom- 
bre Cj  est  inférieur  à  c,  et  le  rang  de  //i  est  c  —  ti.  D'ailleurs  on 
a  Ui  =0.dyi  =  H,rfy,  et  par  suite  Xi,'=  lï^'dyi,  n/  désignant  la 
forme  dérivée  de  llj  où  l'on  regarde  yj  comme  un  paramètre.  Les 
équations  du  système  S  -j-  S'  qui  déterminent  la  classe  de  la 
forme  fi^  s'obtiennent  donc  en  adjoignant  la  relation  rfy,  =  o  aux 
équations  du  système  analogue  dont  l'ordre  est  égal  à  la  classe  de 

C)  Comptes  rendus,  t.  lOô,  p.  54i,  lyi?- 
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la  forme  n^  où  y,  est  regardé  comme  uu  paramètre.  Ou  a  donc 
Y  :=  Cl  +  I,  et  par  suite  r  :^  c  —  y  +  i. 

Il  est  à  remarquer  que  l'énoncé  est  en  défaut  si  rii  disparaît  ; 
dans  ce  cas  y  et  c^  sont  nuls,  et  i/^  est  de  rang-  c.  Ceci  ne  pinit  arri- 
ver que  si  la  forme  a  est  divisible  par  un  fadeur  <//'. 

Pour  qu'une  fonctiony  soit  de  rang  r,  il  faut  donc  que  le  pro- 
duit iir//'soit  de  classe  c  —  r  +  i.  En  écrivant  que  les  équations 
du  système  correspondant  S  +  S'  se  réduisent  à  f  -  /■  +  i  équa- 
tions distinctes,  on  a  uu  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
simultanées  du  premier  ordre  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonc- 
tiony. Ces  systèmes  n'ont  pas  été,  je  crois,  étudiés  jusqu'à  présent. 

Exemple.  —  Soit  11  :=  dx^dxtdxi  +  dx^dx^dx^  ;  on  a  il'  ^=  o, 

lii/f  ziz  dXidXidx^ipidx^  +  Pidx^  +  Pud^n) 

if 
+  dx;dXidx^{pidx,  +  p-idxi  +  p^'lx,),         pi  —  -^.  . 

Les  équations  du  syslème  S'  relatif  à  Hrf/donnent  les  6  conditions 
dxi  :=  o,  à  moins  que  l'on  n'ait  à  la  fois  p^^z  p,^  p-;i=z  o,  ou/j,^/)^ 
=/>g:=o.  Il  y  a  donc  deux  familles  de  fonctions  de  rang  <?'Ois,  les 
fondions  F(,ri,  j?j,  Xj)  et  les  fonctions  *(.r4,  x^,  x^).  Toute  autre  fonc- 
tion est  de  rang-  un. 

Remarque.  —  Il  n'existe  pas  toujours  de  fonctions  de  rang  supérieur 
à  un  pour  une  forme  symbolique  il.  Soit  par  exempleili  une  forme  du 
second  degré  de  classe  5  ;  s'il  existe  une  fonction  de  rang  deux  par  rap- 
port à  cette  forme,  on  peut,  par  un  choix  convenable  des  variables, 
l'écrire 

lio  :=  Xidxidxz  +  (\idXi  -\-  k^dx-i  +  Ajf/jîj  +  Aj(/,c,j)(/j',i. 

La  forme  la  plus  générale  du  second  degré  à  cinq  variables  ne  peut 
être  ramenée  à  cette  forme,  car  elle  dépend  de  dix.  coefficients  arbi- 
traires, il-i  n'en  renferme  que  quatre,  et  le  changement  de  variables  le 
plus  général  n'introduit  que  cinq  fonctions  arbitraires. 

Généralisation.  —  On  peut  généraliser  cette  théorie,  eu  consi- 
dérant un  groupe  de  fonctions  au  lieu  d'une  fonction  unique. 
Soienty'j,_/!;, .  .  .  ,fq  un  système  de  y  fonctions  distinctes  des  varia- 
bles indépendantes.  Si  l'on  prend  un  nouveau  système  de  varia- 
bles,  tel  que  /■,  =  //,,  ...,/;;  =  //^,  il  peut  arriver  qu'en  faisant 
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y,  =  C,-,  diji^^  o  (/=  I,  a.  .  .  . ,  (/)  ilaiis  la  Ioiiik»  u,  la  classe  de  la 
nouvelle  forme  soit  inférieure  de  r  unités  à  la  classe  de  la  forme  a. 
On  dit  alors  que  le  j^-roupe  de  fonctions  (fi^f^,  ...,./)/)  est  de 
rang-  r  relativement  à  la  forme  a.  Pour  que  r  soit  positif,  il  faut  et 
il  suffit  que,  parmi  toutes  les  fonctions  de  la  forme  'i'ifi.f^.  ■■■•fij). 
il  y  ait  une  ou  plusieurs  intégrales  du  système  S  +  S'  ;  la  démons- 
tration est  toute  pareille  à  la  précédente.  On  peut  donc  se  borner  à 
étudier  les  groupes  formés  d'intégrales  du  système  S  +  S'.  Soient, 
par  exemple, /"j  et  y2  deux  intégrales  de  ce  système,  de  rangs  r, 
et  Tj  respectivement  ;  si  les  relations/",  ^  C,,/.,  =  C,  abaissent  la 
classe  de  n  de  r  unités,  r  est  le  rang  du  groupe  (fi,f^-  H  est  à 
remarquer  que  r  est  au  moins  égal  au  plus  grand  des  deux  nom- 
bres r,,  Tj,  mais  il  n'est  pas  forcément  égal  à  r,  -f  r.,.  Ainsi,  pour 
la  forme  de  PfafF  tj  = ////Sj  +  yÂ'.,.  les  fonctions //,,  y^  sont  de 
rang  un,  et  r,,  z,  sont  de  rang  deux  ;  les  couples  (y,,  r,"),  [y^,  -j) 
sont  de  rang  deux  aussi,  les  couples  {z^,  y»),  (^2,  ^i).  (^i-  y^)  sont 
de  rang  trois,  le  couple  (5,,  z^)  est  de  rangyMn/re.  Voici  un  autre 
exemple  où  r  est  supérieur  à  r^  +  r^.  Pour  la  forme  du  second 
degré  x^dx^dx^  +  x^dXjdx^,  x^  et  x.^  sont  de  rang  un,  tandis 
que  le  couple  ix^,  x^  est  de  rang  quatre.  On  reviendra  en  détail 
sur  ce  sujet  pour  une  forme  de  Pfafl'  (Chap.  IV). 

Application.  —  Uoe  différentielle  totale  symbolique  du  second  degré 
est  toujours  de  classe  paire,  pujs((ue  le  rang  de  cette  forme  est  toujours 
un  nombre  pair  (n»  32).  Il  s'ensuit  que  le  rang  d'une  fonction  f  relati- 
vement à  iV  tsi  zéro  ou  deux;  en  reprenant  une  suite  de  raisonnements 
tout  à  fait  analogues  à  ceux  du  n"  13,  il  ssrait  facile  d'en  déduire 
directement  que  celle  forme  O.'  peut  être  ramenée  à  une  forme  canonique 
(lyidzi  +  ..  .  +  dij,,dci„ 

si  elle  est  de  classe  2/>  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer 
lui-même  la  démonstration,  sans  supposer  connue  la  réduction  d'une 
forme  de  Pfaff.  On  peut  prendre  pour  y,  une  fonction  quelconque  de 
rang  deux  (voir  n"  12). 

39.  Formes   du    second    degré    à  quatre   variables.  — 
Soit  a  une  forme  du  second  degré  à  quatre  varialiles 

(.Ti)  i.i—^\,f,dxidxn.         {i,  k=i,:>,'i,k); 
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si  celte  forme  est  une  ditt'érentielle  totale  symbolique,  elle  est  de 
classe  2  ou  4i  et  peut  être  ramenée  à  une  des  formes  canoniques 
dyidy^,  dy^dyi  +  dy^^dy^,  //,,  ;/,,  y^,  y,,  étant  des  fonctions  dis- 
tinctes des  variables  x^,  x^,  x^,  x^.  Si  a  n'est  pas  une  différentielle 
totale  symbolique,  elle  est  de  classe  3  ou  4  ;  >*i  elle  est  de  classe  3, 
elle  peut  être  ramenée  à  la  forme  canonique  y^dy^dy^  {n°  34),  les 
trois  fonctions  y ^,  y^,  y^  étant  distinctes.  Considérons  enfin  le  cas 
g-énéral  où  a  est  de  classe  4.  sans  être  une  différentielle  totale 
symbolique. 

La  forme  dérivée 

(52)  a'  =  2  dkiudxidxu  =  (^  +  ^  +  -^)  dx,dx^dx, 

i^_^  +  ^^  +  ^^\  dx,dx,dx, 
^  \  :>Xi        Jcx-;j        :sxi  y      3     «     » 

\  3X2  !>Xi  5J5i    / 

+  (^f^  +  ^hL+  'hL)  dx,dx,dx, 

n'est  pas  identiquement  nulle,  et  l'on  a  observé  qu'elle  était  de 
troisième  classe.  On  peut  la  ramener  (n"  34)  à  la  forme  canonique 
Q'  =  dy^dy^dy^,  en  prenant  pour  y^,  y,,,  //.j  trois  intégrales  dis- 
tinctes convenablement  choisies  de  l'équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles 

(53)  uV//-=  -(^^  +  2^  +  ^^ 


,    pAst    ,     aA«,         ^'AnN 


7>Xi 
^  DX-i  ÏX,  Dj3t    /    '>Xi 

a  Ali     ,    3A^    ,    ^Am  \    D/  _  ^ 

On  peut  même  lamencîr  ii'  à  cette  l'orme  canonique  dune  inKnité 
de  façons  en  remplaçant  y^,  y^,  y.j  par  trois  fonctions  Y,((/,,  //j,  /y,) 

(/  =:  I,  2,  3),  dont  le  iacobien  -— — - — - — ~  est  ct^nl  ii  l'unité. 

D'après  sa  sia;'nification.  /'l'oiiafioii  (.>.?)  psf  ini   ((inuri/iiif  de   la 
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forme  il,  reliilivement  à  tout  cliangcmont  de  variables,  ])uis(|iip 
toute  inU'j^Tale  Je  cette  t^quiilion  aniiulo  ideritiquemont  le  produit 
Kymliolicjue  aW/',  qui  est  un  covaiiant  de  ii.  Le  système  d'équations 
dittei'entiolles 

(o/t) 


3A23 

+ 

i_ 

~  ?A3, 

*    4-   '•^♦' 

3A„ 

-  dœ. 

1 

4- 

DA,a 

+  lr 

aAi2 

+ 

3A23 
3X, 

+ 

associé  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (53),  est  aussi  un  sys- 
tème covariant  de  la  forme  a. 

Les  intégrales  de  F  équation  {5.'i)  sont  de  rang  2  on  j  relative- 
ment à  la  forme  a. 

Il  suffit  évidemment  de  prouver  que  l'intés'rale  ij^  par  exemple 
est  de  rang-  2  ou  4-  Or,  puisque  l'on  a  a'=  dij-^dg^dy^,  on  en  con- 
clut (jue  la  forme  a  peut  s'écrire 

a  =  ijidii.dii^  -f  o,', 

0)  étant  une  foime  de  Pfatl'  à  quatre  variables  y,,  y.,, //g,  //j.  Si  l'on 
fait  maintenant  //i^  G,  m'  devient  une  différentielle  totale  symbo- 
lique à  trois  variables  et  du  second  degré  ;  elle  est  donc  de  classe 
deux,  à  moins  d'être  identiquement  nulle,  ce  qui  ne  peut  arriver 
que  si  a  est  divisible  par  (/y,. 

Réciproquement,  soity(a;,,  x^.iX.^,x^\xvl^  fonction  de  rang- deux 
relativement  à  la  forme  a.  Cette  forme  peut  s'écrire  il  =  i>)df  -\-  n, 
(0  étant  une  forme  de  Pfaff,  n  une  forme  du  second  deg-ré  qui  ne 
contient  pas  la  dift'érentielle  df,  et  qui  est  de  seconde  classe  quand 
ou  reaj-ardey  comme  une  constante.  On  peut  donc,  en  choisissant 
deux  autres  fonctions  /',,/,,  distinctes  de  /,  mettre  encore  a  sous 
la  forme 

on  en  lire  a'  =  d^^df,  et  [)ar  suite  /'  est  une  intég-rale  de  réi|iia- 
tion  (53)  iidf  =  o. 

Il  existe  donc  pour  une  forme  générale  du  second  degré  à  quatre 
variables   une  infinité    de    fonctions    de   rang  deux,  qui  sont  des 
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fonctions  arbitraires  de  trois  fonctions  indépendantes.  Ce  sont  des 
fonctions  distinf/uées  relativement  à  cette  forme.  Nous  avons  vu 
qu'il  n'existait  pas  de  fonctions  de  cette  espèce  pour  une  différen- 
tielle  totale  symbolique  du  second  ordre  de  classe  4  à  4  variables. 

Si  la  forme  il  adinci  un  facteur  intégrant  sans  être  une  différentielle 
totale  symbolique,  on  peut  l'écrire  il  r;  i/ii^i,  la  forme  ii,  étant  une 
différentielle  totale  symbolique  de  classe  quatre.  La  variable  i/i  est 
nécessairement  de  rang  deux  relativement  à  celte  forme  Hi,  qui  peut 
alors  s'écrire  di/idi/o  -\- di/sdi/^,  d'après  la  remarque  qui  termine  le 
paragraphe  précédent.  La  forme  il  peut  donc  être  ramenée  à  une  forme 
canonique 

"=.'/iK'/i'/,'/i  -I-  (lyi'l'Ji)^ 
et  l'équation  (53)  devient   —  =  o. 

Si  il  n'admet  pas  de  facteur  intégrant,  il  n'existe  pas  de  forme  cano- 
nique. Nous  venons  de  voir  que  fl  peut  être  ramenée  à  la  forme. 

a  =  ijtdi/idi/,  +  n  (1), 

n'ii  étant  une  différentielle  totale  symbolique  qui  contient  nécessaire- 
ment une  variable  i/^.  distincte  des  variables  i/t.yi,  1/3.  Cette  formeilC) 
peut  être  de  classe  2  ou  4-  Si  elle  est  de  classe  deux,  on  peut  écrire  il 
sous  la  forme 

li  =  i/idi/^di/,  +  di/iilf, 

y  étant  une  fonction  arbitraire  de  'Ji,  !/-2,  i/s,  i/i-  Si  iî(l)  est  de  classe 
quatre,  elle  renferme  les  quatre  variables  <■/,,  1/2,  1/3,  i/^,  et  on  peut  la 
mettre  sous  la  forme 

a(t>  =  dij^df  +  ni'-'), 

ii  "  étant  une  autre  différentielle  totale  symbolique  de  classe  deux.  Si 
y  ne  renfermait  pas  y^,  la  (orme  i/^di/id  1/3  -\-  rfyif//"  serait  une  forme  de 
classe  trois,  que  l'on  pourrait  écrire  par  un  changement  effectué  sur 
ces  variables  seulement,  StdSîd:^  et  l'on  serait  ramené  au  cas  précé- 
dent. Si  yconlient  la  variable  i/^,  on  peut  posery=  y,,  et  il  prend  la 
forme 

ii  =  i/td!/2d,/,  +  di/.d;/,  +  dj\df,, 

f\  et/j  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Il  est  évident  a  priori  qu'on 
ne  peut  trouver  pour  li  de  forme  réduite  où  figurent  moins  de  deux 
fonctions  arbitraires,  puisque  cette  forme  contient  six  coefficients  Ajft, 
et  un  changement  de  variables  n'introduit  que  quatre  fonctions  arbi- 
traires. 


CBAl'ITllK    111.    KMUMKS    SVMHOLIQUKS    DE    DIFKÉIIK.NTIEM.ES.        \r>'i 

REMAnouE.  —  L'iiitéi;iiilo  |  li'  est  un  invnri;iiit  intc-giMl  aùsolii 
pour  le  systùmo  il'équatioiis  (liflerenliolles(5/|  ),  l't  l'inténrale    /  n  un 

invariant  int(''t;ral  relatif  ^)oy\v  le  même  système  (Voir  chapitre  V). 

L'équalion  symbolique  U  ^  o  admet  toujours  une  infinité  d'intégrales 
à  deux  dimensions  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  de  deux  varia- 
bles. Si  l'on  considère,  pour  fixer  les  idées,  .ri  et  Xt  comme  deux  varia- 
bles indépendantes,  la  multiplicité  M2  définie  par  les  deux  équations 
X3  :=  f(.Ti,  -Tï),  x^  =  f{Xi,  a?2)  est  une  intégrale  de  l'équation  lî:=o, 
pourvu  que  les  fonctions /et  y  vérifient  une  seule  relation 

\  3Xl      7^X2      'iXi      0X2/ 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  x^,  x^,dxi,  dx^  pary,  f,  df,  df  respec- 
tivement dans  la  forme  SI.  L'une  des  fonctions  y,  f  peut  être  choisie 
arbitrairement,  et  la  seconde  est  déterminée  ensuite  par  une  équation 
au.x  dérivées  parlielles  du  premier  ordre.  On  a  déjà  remarque  (nos  27 
et  30)  que  les  équations  de  ces  multiplicités  peuvent  être  écrites  expli- 
citement, après  lintégratioD  d'une  équation  de  Pfaff,  lorsque  la  forme  H 
est  le  produit  symbolique  de  deux  formes  linéaires,  ou  lorsqu'elle 
admet  un  multiplicateur  ('). 

(')  Certains  problèmes  de  géométrie  conduisent  à  des  équations  symboli- 
ques de  la  forme  (5i).  En  voici  un  exemple,  qui  se  rattache  à  un  problème 
étudié  par  M.  Axel  Esnell  [Comptes  rendus,  t.  171,  ]>.  1119). 

Considérons  la  congruence  de  droites  définie  par  les  équations 

X  — .r  _  Y  —  ;/  _  Z  — f 

~^~       i   "    ~        r       • 

où  .r,  y,  :.  n,  h  sont  des  fonctions  de  deux  paramètres  arbitraires  u  et  v. 
Pour  que  la  surface  S  lieu  du  point  {x,  y,  r)  soit  la  surface  moyenne  de  cette 
conçruence,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  j',  y,  c,  a,  h  vérifiaiU.  l'équa- 
tion symbolique 

rinfly   -   M(l.v  +  de  {bda  —  iidh)  —  o. 

La  surface  S  étant  donnée,  on   peut  poser 

.r  —  .'f,,  y  r:  j\.  de  =  Pi^-^i  +  Pidj'i,  (i  =z  .r^,  b  =  a',, 

et  celte  équation  devient 

fi  =  p^a-idxidœ^  -|-  (i  —  p,.T.^)dj-tdXi  +  (y9j.7-,  —  i)d.v,d.r:^  —  pfr.jdx,dx^  =  0  ; 

il  serait  facile  d'en  déduire  les  résultats  de  M.  Axel  Eg-nell. 

La  forme  il  admet  un  facteur  intégrant  si  la  surface  S  est  un  plan  cl  dans 
ce  cas  seulement. 


CHAPITRE  IV 

APPLICATION  DES  FORIWES  SYMBOLIQUES 
AU  PROBLÈME  DE  PFAFF  (') 

40.  Dérivées  successives  d'une  forme  linéaire.—  Soient  w 
une  forme  liru'>aii-e  île  diU'éi'entielles  à  ii  variables 

w  =iz  \idx^  +  X^dx.2  +  . .  .  +  A„£/jc„ 
et  w'  la  forme  dérivée 

w'  =  dk^dx^  +  dA,dx.,  +  .  .  .  +(/A„f/jc„. 
Le  produit  symbolique 
(o"  =  (D(o' =:  (A,(/a7,  +  . . .  4-  Kdx,){dK^dx^  +    .•■    +  dk^dx^ 
est  une  forme  du  3"  ordre  que  nous  appellerons  la  seconde  forme 
dérivée  de  m.  De  même  le  carré  symbolique 

,./"  =  1  (m'Y  =  -  idktdx,  +  ...  dkdxy 

=  2^  dkid.Vidkhdxh. 

i.  * 

où  la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  indices 
2  à  2,  est  la  troisième  forme  dérivée  de  m.  Le  produit  symbolique 

t,jiv  =  ,,Ku"'  =  (Aje^a;,  +  ...  4-  .\„dx„)  /V  dkidxidkkdxùX 

\i,  h  > 

est  la  quatrième  forme  dérivée  de  m.  D'une  façon  générale,  la 
dérivée  d'ordre  impair  2/m  —  i  de  west  égale  à  la  puissance  m'^^" 
symbolique  de  o/,  divisée  par  m  ! 


(')  Voir  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  E.  CartBn,  Sur  certaines  expressions 
différentielles  et  le  problème  de  Pfaff  (Annales  de  l'Ecole  Normale  Supérieure, 
,ï"  série,  t.  i6.  i8r)Q,  p.  -J.lg-S.'is}.  Le  conleiiu  de  ce  Chapitre  est  extrait  pres- 
que entièrement  de  ce  Mémoire,  sauf  (juelqiies  cliangements  dans  les 
(iéiuortslralions. 
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c'est  iloiic  la  somme  de  tous  les  pioduits  rn  à  //(  des  produits  sym- 
boliques f/A(C/j?j,  rfAjf/.r»,  .  .  .,(/A,//j"„.  La  dérivée  d'ordre  pair  2m 
cstég'ale  au  produit  de  w  par  tutSm— il 

,„CJ/»1  __  (,/,,/);« 

La  dérivée  trun  ordre  quelconque/;  est  donc  une  forme  de  degré 
/,  +  1.  ^ 

Supposons  qu'avec  un  nouveau  système  de  variables  (y^  .  .  .,  y„) 
la  forme  eo  se  change  en  une  forment  linéaire  par  rapport  aux 
différentielles  di/i.  On  a  déjà  démontré  (n°  26)  que,  par  ce  chang^e- 
ment  de  variables,  la  forme  dérivée  <.<>'  se  change  en  tu'.  Le  produit 
symbolique  (u" -=  (Où)' se  transforme  donc  en  le  produit  symboli- 
que eict'  =  ra".  La  même  propriété  s'étend  à  toutes  les  formes  déri- 
vées de  w,  qui  se  déduisent  de  w  et  de  w'  par  des  multiplications 
symboliques.  Si  un  changement  de  variables  transforme  la  forme 
linéaire  w  en  une  nouvelle  forme  linéaire  m,  la  même  transforma- 
tion change  la  dérivée  w</'>  en  la  dérivée  ro'/"'. 

Soit  c.)  =  w,  -)-  w.,  la  somme  de  deux  formes  linéaires.  On  a  évi-r 
demment  w'  z=z  u\  -\-  w'.,,  et  une  dérivée  d'ordre  impair  6jl-"'— ')  est 
égale  à  la  puissance  //i'ème  symbolique  (*)  de  0/  divisée  par  m  ! 

m .'  ^     '  ' 

Comme  m\  et  <•>'.,  sont  des  formes  d'ordre  pair,  on  a  aussi 

//!.'(  1 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

(l)         w(2'n-l)  =  Wjlîm-l)  -|-   tOjl^m-D  +    Y  Cp,,<o^t^l>-l),„^i^'/-1\ 

Cp,;  étant  un  coefficient  différent  de  zéro,  et  la  somme  des  deux 
nombres  positifs/)  et  q  étant  égale  à  «1.  Ou  remarquera  qu'(7  «c 
Jifj lire  lia ns  l'expession  de  wC^"'-')//m^  les  dérivées  d'ordre  impair 
de  0),  et  de  o>..,. 

(')  Il  ne  faut  pas  confondre  les  deux  e.\pressions  (r,i)">  et  «(»"),  dont  la  pre- 
mière désigne  la  puissance  miém»  symbolique  de  m,  t|ui  est  nulle,  tandis  que 
la  seconde  représente  la  m'*"'"  forme  dérivée  de  i^. 
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On  a  de  même 

(2)         w(-'")  =:o)'2'"-ll   X    w  =  |ojjl2'n— il   +  (o,*-"-*' 

+    2!  C„<o,<2/.-l)w,(??-l)]  [tu,    +   oj,) 

+  ^  Cp9co,('/')..),('^?-i)  +  V  Cp^w^l^P-Dw^tî?»  ;  (/)  +  7  =  m)  ; 

chacun  des  produits  partielx  contient  une  forme  dérivée  d'ordre 
pair  et  une  forme  dérivée  d'ordre  impair.  On  remarquera  que, 
dans  les  deux  cas,  toutes  les  dérivées  d'ordre  impair  de  w,  et  de  w, 
y  figurent. 

Remarque.  —  Si,  dans  une  forme  linéaires,  on  supprime  le  terme 
en  dx^  et  qu'on  regarde  x^  comme  une  constante  dans  les  coeffi- 
cients de  dx^,  ...,  dx,^,  on  obtient  une  forme  linéaire  w,  à  «  —  i 
variables.  Quand  on  fait  de  même  f/j",  =  o  dans  la  ^j'ème  forme 
dérivée  w(P),  on  obtient  une  forme  de  degré  p  +  t  qui  est  précisé- 
ment la  y^ième  forme  dérivée  de  w,,  où  a:,  est  considéré  comme  un 
paramètre.  Il  est  évident  en  eft'et  qu'on  aboutit  au  même  résultat 
en  faisant  f/jj  =  o  au  début  des  calculs  qui  conduisent  de  w  et 
de  w'àojCp),  ou  en  effectuant  ces  calculs  sans  faii-e  cette  hypothèse, 
et  remplaçant  ensuite  dx^  par  zéro  dans  le  résultat  obtenu.  Or 
supposer  dxi  =0  dans  w  et  w',  cel  1  revient  à  remplacer  oj  par  w, 
et  la  forme  dérivée  w' par  t.j'j.  11  est  d'ailleurs  évident  que  si  la 
forme  w'/')  est  nulle,  il  en  est  de  même  de  (.j,(/j). 

41.  Nouvelle  détermination  de  la  classe  d'une  forme  de 
Pfaff.  — Toutes  les  formes  dérivées  successives  d'une  l'orme  w  de 
classe  c  sont  elles-mêmes  de  classe  c  au  plus,  car  si  w  ne  renferme 
que  c  variables  a;,,  x^,...,Xi:  et  les  dift'érentielles  rfj;,,  dx^,  .  .  .,dxc, 
il  est  de  même  de  toutes  ses  formes  dérivées.  La  dérivée  w(''>,  étant 
de  degré  c  -\-  i,  sera  donc  nulle  ;  la  c'^""'  forme  dérivée  w('''  d'une 
forme  w  de  classe  c  est  nulle.  Il  en  est  évidemment  de  même 
des  formes  dérivées  suivantes. 

Réciproquement,  .s'i  la  c'^"^<' forme  dérivée  de  m  est  nulle,  la 
forme  m  est  au  plus  de  classe  c  ('). 

C)  La  démonstration  serait  très  facile  en  s'apimyant  sur  les  propriétés  des 
formes  de  Pfatf  établies  au  eliapitre  \,  mais  la  démonstration  du  texte  est 
indépendante  de  cette  théorie. 
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D'une  t';i(;iin  [iliis  iiirciso,  nous  allons  démonlrer  ((ne  te.s  c  —  / 
premières  furniL's  dèrwèes  w',  lo",  .  ..,  ai"'-')  d'une  foi'me  w  de 
classe  c  ne  sont  pas  nulles. 

11  eu  résulte  que,  pour  avoir  la  classe  d'une  forme  linéaire  w,  il 
suffira  de  former  la  suite  des  dérivées  successives  de  w  ;  si  la  pre- 
mière forme  dérivée  qui  est  nulle  est  mi'"),  la  classe  de  co  est  m. 

La  proposition  est  évidente  pour  une  forme  de  classe  un.  Elleest 
aussi  très  facile  à  établir  pour  une  forme  de  classe  deux.  Si  to  est 
une  forme  de  classe  deux,  on  peut  l'écrire,  par  un  choix  convena- 
Idedes  variables,  'ii  =  [/idi/.,  ;  on  a  alors 

oj'  =  dij^diji,  (.)"=  (.j'.w  =  (^l/idi/i  X  .'/if^.'/j  =o, 


.>"'  =^Udy^dij,f  —  o. 


:  OJ    (u  =  0 . 


Four  élaljlirque  le  théorème  est  général,  il  suffira  donc  de  mon- 
trer que,  s'il  est  vrai  pour  les  formes  de  classe  inférieure  à  r,  il  est 
encore  vrai  pour  les  formes  de  classe  c. 

Soit  M  une  forme  de  classe  c.  Nous  pouvons  supposer  qu'elle  ne 
contient  que  c  variables  et  leurs  différentielles 

w  =  Ajf/j^j  +  X.^dx^  +  ■  ■     +  Ac-dxc, 

Aj,  Aj, . .  .  ,\c  étant  des  fonctions  des  c  variables  x^,  x-2, .  .  .  ,.iv,  et 
de  celles-là  seulement.  La  forme  W;  obtenue  en  faisant  dx^  =  o 
dans  w, 

ojj  ^  Aidx.2  +  .  . .  +  kcdxc, 

est  au  plus  de  classe  c  —  i ,  quand  on  reç^^arde  dans  les  coefficients  jjj 
comme  une  constante,  car  cette  forme  ne  renferme  plus  que  les 
c —  I  variables  .r^,  x^,  .  . .,  Xc.  Elle  ne  peut  être  de  classe  infé- 
rieure àc —  2.  Supposons  en  effet  qu'elle  soit  de  classe  c  —  3  par 
exemple.  On  pourrait  alors  choisir  un  nouveau  système  de  varia- 
bles 1/2,  ....  i/c-2-,  fonctions  de  j:,,  x^,  .  .  . ,  Xc,  telles  que  l'on  ait 

co,  =  B,  (./y,  -  g  dx,^  +  ...  +  B._,  (^dr/c-,  _  ig^  dx,y 

B„,  Bj,  .  .  .,  Bc_2  étant  aussi  des  fonctions  de  a;,,  i/^,  ■  ■  -,  //c— -3,  et 
l'on  aurait 

w  =  B^dx^  +  B^dij^  +  .  . .  +  Bc-'idi/c—2. 

Cette  forme  w  ne  peut  être  de  classe  c.  En  ett'et,  si  B^  ne  dépend 


158  LEÇONS    SlIH    LE    PROBLHMK    DE    l'FAFK. 

que  de  a;,,  y,,  .  .  . ,  ijc-t,  <•>  ne  reut'erme  que  ces  c  —  2  variables  et 
leurs  ilifféreulielles.  Si  Bj  est  indépendant  de  x^,  y»,  . .  . ,  t/c—i,  on 
peut  poser  Bj=yc  i.^c— 1  étant  une  nouvelle  variable,  et  m  ne 
renferme  encore  que  c  —  i  variables. 

La  Jorme  Wj  est  donc  de  classe  c  —  2  ou  de  classe  c —  i.  quand 
on  reiS^arde  j:\  comme  une  constante  dansles  eoeJ'Kcients  A», ...,  A,.. 

On  peut  toujours  choisir  la  variable  x^  de  façon  que  la  classe  de 
t>)^soil  c  —  2.  Supposons  en  effet  que  la  classe  de  w,,  où  l'on  donne 
à  Xj  une  valeur  constante,  soit  c  —  i .  La  forme  dérivée  (>)(<■— 2)  ne 
peut  alors  être  nulle,  car  il  en  serait  de  même  de  la  forme  obtenue 
en  faisant  dx^  =  o  dans  w<<'-2)  ;  or,  d'après  la  remarque  qui  ter- 
mine le  paragraphe  précédent,  cette  nouvelle  forme  est  identique  à 
la  forme  dérivée  (Oi(c-2),  prise  en  regardant  x^  comme  un  paramè- 
tre dans  les  coefficients  de  M;.  Cette  forme  ne  peut  donc  être  nulle 
dans  l'hypothèse  où  l'on  se  place. 

La  forme  a)(''--)  est  donc  une  forme  de  degré  c  —  i  à  c  variables 
dont  tous  les  coefficients  ne  sont  pas  nuls,  et  l'équation 

(./---îW/^  o 

admet  c  —  i  intégrales  distinctes.  Supposons  que  l'on  prenne  un 
nouveau  système  de  variables  ij y,  ij^,  .  .  . ,  i/c,  de  façon  que  y,  soit 
l'une  de  ces  intégrales.  La  forme  w  se  transforme  en  une  nouvelle 
forme 

CT  =  Bj(/^i  +  B-idy,  +  .  .  .  Bcdt/c, 

et  l'on  a  la  relation 

tn<''-2>(/y,  ==  o. 

Il  s'ensuit  que  la  forme  à  laquelle  se  réduit  ro'''— -'  quand  on  y  fait 
dy^  =^  o  est  nulle,  c'est-à-dire  que  la  (c  —  2)'é'ne  forme  dérivée   de 

ra,  =  Bidi/..,  +  .  .  .  +  Bcdi/r 

où  l'on  regarde  ^,  comme  constant,  est  nulle.  Cette  forme  mj,  ne 
pouvant  être  que  de  classe  c  —  i  ou  c  —  2,  quand  on  fait  cette 
convention,  est  donc  de  classe  c  —  2,  et  nous  retombons  sur  la 
première  hypothèse  ('). 

C)  On  peut  remarquer  que  le  raisonnement  prouve  directement  qu'une 
fonction/'  ne  ]>eut  êlre  d'un  rang;  supérieur  à  deux  relativement  à  une  forme 
dft  PfafV,  et  qu'il  existe  effectivement  des  fonctions  de  rang  deux  (Cf.  n"  11). 


LIIAHIÏKE    IV.    —    APPI.ICAIION    liKS    tUH.MKS    SV.MlInLlorKS.        159 

On  peut  donc  toujours  supposer  i|ue  l'on  a  choisi  la  variable  a', 
(lo  telle  l'açoii  i|ue  la  forme  m, 

oj,  =  X^dXj  +  •  •  ■  +  Acf/.r,., 

où  Ton  l'ait  Xi  =  G,  est  de  classe  c  —  2.  On  peut  alors  prendre  un 
nouveau  systèmede  variables //,,..., //r-i,  Fonctions  de .i\,  x^, . . . ,  Xc 
de  façon  que  l'on  ait 

0,,  =:  B,  U>,,  —  -^^  dx\  +  ...  +  B,._,  /f///r-i  -  ^f^  dx\  , 
lia,  •••,  B, — 1  étant  des  fonctions  de  x^.  [/i,  ...,  //c-i.  et  l'on  a  aussi 

eu  =  B^dx,   +   B,dl/.,   +    •  .  .    +  B,._i(/(/,_|. 

Le  coefficient  Bj  est  forcément  indépendant  de  J*,,  1/.,,  .  . .,  i/c—i, 
sans  quoi  w,  ne  pourrait  être  de  classe  c.  On  peut  donc  prendre  ce 
coefficient  pour  une  nouvelle  variable  Xc,  et,  en  revenant  aux  pre- 
mières notations,  on  voit  que  toute  forme  «  de  classe  c  peut,  en 
choisissant  convenablement  les  variables,  être  mise  sous  la  forme 

w,  ne  rcnfiTinant  ni  Xc,  ni  dxc,  ni  dx,,  el  cette  forme  étant  de 
classe  c —  2  quand  on  y  regarde  Xi  comme  une  constante 

Il  est  facile  d'en  déduire  que  les  formes  dérivées  wl"^— 1>,  «'"-2),  ne 
sont  pas  nulles.  Démontrons-le  par  exemple  pour  la  première. 
Puisque  wj  est  de  classe  c  —  2  quand  on  y  regarde  Xj  comme  un 
paramètre,  on  a 

ii,  étant  une  forme  difl'érente  de  zéro, où  dx^ae  iig'ure  pas. D'après 
les  formules  qui  donnent  les  formes  dérivées  d'une  somme,  on  a 

(./c-l)  =  „i«-->i  4-  CiO^ef/j-iWiC-î)  4-  C.:idXcdx^iù^(c-%)^ 

G,,  Go  étant  des  coefficients  numériques  dont  le  second  C\  n'est 
pas  nul  ;  il  reste  donc 

^(c— 1)  __  C^dxcdx^n,,, 

et  cette  forme  ne  peut  être  nulle,  puisque  a«  ne  renferme  ni  rfo",, 
ni  t/jTc- On  verrait  de  la  même  façon  que  dans  la  forme  u(''-'i')(y>i), 
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loiis  les  lernics  ([iii  rciiIrriiuMLl  (/./',•  ut-   iicuvi'iil   Otii'  nuls.  Le  llu'o- 
ic'mc  ('•iioiici-  csl  cidiu'  l'iaiili  i^'). 

42.  Systèmes  adjoints  à  une  forme  linéaire.  —  Soli  mihu" 

l'onne  linéaire  ilc  classe  c  ti  «  variaMos  .r,,  .r., <■,,  (r  -^  //). 

La  t'onno  dci-ivc^c  «(i"-"  iiVHant  pas  nulle.  ré(|uatiiin  svuilioll(|ue 

(3)  ,.,"-iV//'=o 

est    é(]uivaleu(i'    à    \iii    svstèiiie    Cduiiilel   -,    d'éiiualious    linéaires 

en  -^  ,...,'•     ,  (lui  esl  (lil  11(1 1  (tint  à  la  l'oi-nu»  '■>.  Il  e>t,  éviilenl  iiue 
.■i.c,         .  J.c„      '  ■'  ' 

ce  .sYSlème  ï,   esl    mm   eovai'iani   de    la    loi'uu'  m  relaliveinenl  à  Iniil 

clianj^cmenl  de  vaiialdes.  l'ai  elVel,  SM|i|KPsc)ns  i|  ue.  |iar  mm  nouveau 

choix    de    varialdes    [ij^,    .  .  . ,  i/^^),  r.,    se   eliaiitî'e    eu    une    Mouvelle 

l'orme  n  =  M,(///,  +  .  .  .  +  'V,'/.'/„.  •'•y\>''i. i'„)  cii  'fti/t.  •■■<!/„)  \ 

le  produils_yinlioli(|ue'.)*''— '•('//'.se  chanj-ceii  rT('"-'V/'j  el  l'éciuatioin;?) 

esl  remplacée  par  réqualioii  de  mômo  espc-co 

(4)  ni('-')f/9  =  o. 

La  forme  r,>  étaiil  do  classe  c,  on  peut  choisir  les  vjii'ialiles 
//,,  1/.,  ...,  y„  de  façon  que  nr  ne  renferme  (|ue  les  c  varialdes 
//,.  I/.2.  .  .  .,  i/r  el  leurs  dilTéreiUielles.  Coinnio  n(<'~')  est  de  classe  c 
au  [dus  el  n'est  pas  nulle,  on  a  l'orcéinenl,  avec  ce  système  do 
varialdes, 

ro(''~"  =  A(///,(///j  .  .  .  (///,■. 

A  élanl  une  I'omcIiou  de//,,  i/-, y,.,  dilTéienle  de  /éio,  et  ré(|iia- 

tion  (fi)  esl  (''(luivaleMle  iili/r/jm/iiciiicii/  au  svsièine  complet 


iiL 


:0,  .  .  . ,  —'-  =  O, 


qui  admel  les  c  intéi^rales  dislincles  <f  =  y,,  . .  . ,  tp  =  i/,-. 

Le  systc/iie  adjoint  i^,  ni/nict  donc  c  inléijndos  dislincles  (lui 
sont  précisément  les  varialdes  canoni(|ues,  li!.;uranl  dans  la  l'orme 
réduite  de  w  (n"  6).  Si  en  particulier  r  = /(,  une  l'oncticui  i|uel- 
couque  do  iP|,     .  .,  .)"„  est  une  intét;rale  de  ce  système. 

C)  L»  dc'iiionslriilioM  donnée  par  M.  Caria ii  rsl  an  ]umi  ilillVn-nli'  {Aiiiid/fn 
de  l'Kvole  Kormalc  Supérieure,  i'"  srrii',  t.  ili,  }i.   ■j5.'i-3:'>y). 
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Soil  lie  in(''in('  ',M-'^>  la  (n — ^l'àmc  l'oinu!  iltrivi't;  ilo  w.  [/l'ijiial  it)ii 
9ymlioli(|u(i 
(5)  J'-^U/f-n 

est  <'-(jniviilciit('  al!4i''liii(jiiriiiciil  m  un  moiivimii  svsIc'tik'  r(]iii|)li'l  1^ 
qui  est  lo  second  xi/slihiic  ti(//(iiii/  a  la  Idimii'  m.  Il  csl  ('•vidcnl  i|ii(r 
ce  systi'iTK!  -j  est  (Micofc  iji]  invaiiaiit  ilc  '.,  leiativcriii'iil  à  lniil 
chari^ciiicnl  de  varialilcs.  (.'c  |j(iriil.  ailinis,  |jrciii)ris  je  nirtiii' 
système  <lc  vaiialiics  i|ii(;  loiil  à  ^ll(•ll^l^  ilr  larDii  (|ii<'  m  si'  rliannc 
en  une  forme  et  où  iicHfi^ui'eiit  que  les  c  variables//,,  ...,  //,•  i;l  liMirs 
(liflV'rentielIcs.  I^a  l'orini^  (l(''riv(''<'  a'''-''>  ne.  n'iircrtiicia  (dlc-iiii'irii' i|ii(i 
ces  variables,  el  on  aura 

T!l('       '^)  ^^l.^dlf.^     ...    lllji     -)      r-i'IH-t  ■■■  'Ijlrdll  ^     +    •••     +    ''''.'/l    ••■'///r-l, 

les  coefficienls  a,  ne  ili''|ionilanl  ijue  de  y,,  .  ,  .,//,-,  l'I  I  un  an  moins 
n'étant  pas  nul.  Le  produit  '.A'-'^Ulf  aa  chunj^e  en 

mi''-'i)d'f  =)n.ifli/,...  f/i/r   \    y-^d;/,  ...(/i/,di/^    \    ...    \   y.,.di/i  . . .  r/i/,     ti 

X    \^d!,,+    ...    +^d;,J 

et,  pour  rjun  ca;  produit  svnil<oli(in(;  soil  oui,  il  faut  cl  il  mi  II  il  i|iic. 
l'on  ait 

I  i'f  if    ___ 

Ce  système  (|ui  n'est  aiitrr-  (|iie  le  système  ïj,  écrit  avec  les  nou- 
velles variables  y,  ...,i/^^  admet  évidemment  c  —  i  intétfrali^s 
indéjiendantes  Y,,  Yj,  .  .  .,  Y,.-t,  fonctirins  de   //, y,,. 

Le  aecond  sijuli^nic  ndjoinl  1.^  admet  donc  c  —  /  i ni éii  fuies  dis- 
tinctes, qui  sont  elles-mêmes  des  fomlions  des  /:  inlrijrides  du 
premier  système  ï,. 

Il  est  facile  d'avoir  la  sit^nilication  ili!  (:<;s  intét^rales.  Soit  nn 
effet  ijt  =y,  une  de  ces  intéffrales.  L'é(|uatioii 

rJ'^-f^di/t  =  0 
0.  />'•'■',«».  1 1 
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exjirime,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  ;iu  numéro  précédent,  que 
quand  on  l'ait  y^  =  C,  dy ^^  =  o  dans  la  t'oime  w  exjirimée  au 
moyen  de  n  variables  dont  fait  partie  y ^^  la  classe  est  diminuée  de 
deux  unités.  Les  iniégralps  du  système  Xj  sont  donc  identiques 
aux  intégrales  premières  du  système  de  Pfaff  S^  («°  7).  et  par 
suite  2.2  est  le  système  complet  associé  au  système  complètement 
intégrable  S3. 

Les  doux  systèrnes  S,  et  2.,  sont  les  systèmes  complets  adjoints  à 
la  Jorme  w,  qui  admettent  respectivement  c  el  c  —  i  intégrales 
distinctes.  Toute  intégrale  de  S,  appartient  k  Sj  et  est  de  rang' 
deux  ;  toute  intégrale  de  ïj.  n'appartenant  pas  à  2.,,  est  de  rang 
un  (n"  11).  On  voit  que  l'on  peut  très  facilement,  au  moyen  des 
formes  dérivées  successives,  avoir  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  la  réduction  d'une  forme  de  Pfaff. 

Exemple.  —  Soit 

c,  =  ./■iJarf.r,  +  J-iJ-sf/îrs  +  (a-,  +  XiX^)dx^  +  x^x^dx,^  ; 
on  a  successivenienl. 

t,/  =  X'idxxdxi-\-X',dxidx-i+  dxidXi  + x^^dx-^tlxt -{-x^dx^dx^, 

m"  —  Mw'  =  Xj-x^dxidxidXi  +  XiXsX^dxidXidXi  +  X3-x^dXidA.-2dx,^ 

+  x-ix^x^dxidxidx^^  +  Xzx^dXidXi^dx^  -\-  Xix^x^dxidx^dx i 

+  XiX^Xidx^dx^dXf,  —  XiX^dXidx^dx^, 
o>"'  =  -  {r„')'^z=XjX^dx,dXidx^dXi 

.-f  x^x^dxidx^dx-idx^  —  X/^dxidx^dXidx-, 
m""  ^  r.j"'«  :=  o . 

La  forme  r,i  est  donc  de  quatrième  classe,  Le  premier  système 
adjoint  Si  déduit  de  m'Ulf^  o  se  compose  d'une  seule  équation 

qui  ailmet  les  (juati'e  intégrales  distinctes 

./'l,      X,;,       X.^Xr,,      x,^ -\- .r-,x.{. 

L'équation  'J'df  ^  o  fournit  de  même  un  système  complet  !■•  formé  de 
deux  éciuations 

"♦ai -•"="*  si; +  -"^'^^=3:z,=  °' 

œ,  -^^ .ra  r^  +  j;3  r^  =  o, 
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qui  iuliiiel  les  trois  iatégmles  '—'•  ,  a)..rj  -|-  iD^,  J^v*-'»-  ^'  '  o"  |ireiic!  pour 

variables 

j.-„  .Ti,  .r.-.,         .(vr,  +  a\  =  >j^,        .r^x^  =  i/i, 

on  trouve  iiiiniédiatcment  pour  w  une  forme  canonique 

w  =  -Tic/i/i  +  .'-jr/ys. 

Nous  allons  calculer  les  formes  rlérivces  de  l'ordre  le  plus  élevé 
pour  une  forme  canonique.  Soit 

w  =:  ^/tej  +  po/lr-i  +  . . .  +  p„,dx,,^ 

une  forme  ciinouiijue  de  clas.sc  j)aire  ■mii.  les  variables  indépendaii- 
tes  étant  Xi,  ,i'.i,  .  . . ,  a;,,,,  p^,  .  .  . ,  /j,„.  Nous  avons  d'abord 

,,>'■>"-> )  =  ^1  ^  f,//)|rf.ri  +  dp,(h-^  +   •  ■  ■   +  'lp,nd.V„r 
m!  III .' 

==  dp^dx^  dp.,dxi  ■  ■  ■  d/ij/.i\^,\ 

puis 


(/n— I)! 


Dans  le  développement  de  ce  produit  symbolique,  il  y  a  un  seul 
terme  contenant  dxi  qui  est 

pidXidp-idx.,  .  .  .  dp„^dx,„ 

et  les  autres  termes  s'en  déduisent  par  permutation.  On  a  donc 

wi'im-i)^^p^clx^dp2dx2 ...  dp,^dx„^  +  dp^dxip.^dx^...dp,^^dx,^+  ...  ; 

on  peut  remarquer  que  w("^'«-')  se  déduit  de  w("^'«-!i  en  remplaçant 
successivement  dpi  par  p,,  dp^  par/j^,  .  . . ,  et  faisant  la  somme  des 
monômes  ainsi  obtenus. 

Une  fonctiop  quelconque  des  2»?,  variables  ,r/,  pu  est  une  inté- 
grale de  l'équation  r.,('^'"-i)(://"  ^  o,  tandis  que  le  produit  «(-«>—-)«// 
est  éçal  à 

/>!  ^-  +  /"î  ^  +  •  •  •  +  Z'.»  kÇ]  dp,dx,dp.dx^ . . .  dp^dx,,,. 
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L'équatiou    symbolique  fxil-"'—'2)(//'=:  o    est   doue   équivaleute    à 
l'équation  linéaire  (Cf.  n"  9) 

qui  admet  les  2//?  —  i  intégrales 

P"  Pm 

fi  Pi 

Calculons  encore  le  produit  symbolique 

f  et  'f  étant  deux  fonctions  quelconques  des  variables  xi,  pk-  On  a 

(.2„,_3j  (&)')'"-'    (dpidXi  +    ...  +  dpmdXm)"'-^ 

(m—\)\  (/«  —  !)!  ' 

ou  encore 

oj(2m-3)  ^^  dp^dx^ ...  dp^dx,„  +  dpidxidp^dx.^ ...  dp^^dx,,^ 

+  ...  +  dp^dxi  ...  dp,^,,_^dx„^_^. 

Le  produit  symbolique  dp^dx^  ■■■  dp,^^dx,,^dj'd'^  est  évidemment 
égal  à 

(^  â;  -  5  cï.)  dP^d'T.dp.dx.,  ...dpjx,.,, 
et  de  même  pour  les  autres  produits  partiels.  On  a  donc 
„(2m-3)of/y,,  ^  y  / -^  ^  _ ^  ^ )dp,dx,dp,dx, ...  dpdx„„ 

c'est-à-dire  {Leçons  n"  48). 

(7)  ^,i"-">-^)dfd'f  =  (/,  '^)dp,dx,dp^dx,  ...  dp„dx,„. 

Prenons  maintenant  une    forme   canonique  de  classe   impaire 
21)1  +  I,  que  nous  écrirons 

w  =  dz  —  p^dx^  —  p^dx^  ...  —  p„/ij^,n- 
On  a 

w'  :=  dx^dpi  +  ...  +  dx^^^dp^ 

f,,(2/n-ii  ;;=  )!±1_  =^  dp^dx^dp^dx^ ...  dp^^^dx,^^ 
00(2"!)=:  „(î"î-i|  X  «  ===  dsdp,dx,  ...  dp^^^dx^,. 
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Toute  fonction  de  2,  j?,,  .•.,/',„  e.st  une  intégrale  de  J'''">df=  o, 
tandis  que  l'équation  w(^'«-i)c|/'=oest  équivalente  à  ^=  o  (n"  9). 
Calculons  aussi  le  produit  symbolique 

o,C^"'-i)dfch, 

/  et  9    étant    des    fonctions    quelconques   des   2/)i  -\-  i    variables 
s,  Xi,  pu- 
ll est  cWir  que  d  s  dp  ^dx^  ...  f//),„«/.r,„  fig'ure  dans  tous   les  pro- 
duits partiels.  En  prenant  le  facteur  ds  dans  oi,  on  voit  comme  tout 
à  l'heure  que  la  somme  des  coefficients  obtenus  est 


i(^â-^,is)=</'')- 


En  prenant  le  facteur  dz  dans  df  ou  dans  c?tj),  on  reconnaît  de 
même  que  la  somme  des  coefficients  obtenus  est  égale  à 


-*?    V         \f         '/"  V         •'? 
1=1  i=\ 

On  a  donc  (Leçons  n"  49) 
(8)    .».-.v//,/,=|ji^(i^  +  ,,^) 


=  ry,  (fdsdp^d.Ti  ...  dp„,dx^^. 

43.  Groupes  de  fonctions  conjuguées.  —  Les  propositions 
qui  font  l'objet  du  parao-raphe  précédent  se  généralisent  facile- 
ment. Soientyi,y2,  ■  .  •ifq  un  système  de  q  fonctions  distinctes  de 
,r,,  x^,  ...,  x„{q<C  n).  Imaginons  que  l'on  prenne  un  nouveau  sys- 
tème de  variables  telles  que  q  de  ces  variables  soient  les  q  fonc- 
tions y,,  y'a,  ...,fq  elles-mêmes,  les  n — q  autres  variables 
i/î+i.  •■■i\ln  pouvant  être  choisies  d'une  façon  quelconque  de 
manière  à  former  avecy,,yj,  . . .  ,y^  un  système  de  n  variables  dis- 
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tilictes.  La  forme    liiK^aire  '..   se  change  en   Une  nouvelle    l'orme 

linéaire 

(9)     n  =  Bjf//,  +  ...  +  Bf/(//y  +  Bç+idy^^  1  +  ...  +  Bndt/n, 

Bi, ...,  B„  étant  des  fonctions  de/,,/,  ...,/?.  Uq+i,  ...,(/«■  On  pourra 
par  exemple  prendre  pour  nouvelles  variables,  avec/./j,  ...,//, 
n  —  9  des  variables  a^i,  soit  %+!,  ...,Xn  ;  des  y  relations 

dfi  =^^dx^+  ...  +  ^r^dx  (/  =rl,  2,  ...  q), 

on  tirera  c/a;,,  ...,  dx^j  en  fonction  de  d/i,  ...,dfg,  dxq+i,  ...,  dxn,el 
en  les  portant  dans  w,  on  aura  la  nouvelle  forme  m,  où.  il  faudra 
encore  remplacer  x^,  ...,x,f  dans  les  coefficients  par  leurs  expres- 
sions au  moyen  de/,  .■.,fq,  1^7+1,  •  • ..  Xn. 

Si  dans  la  nouvelle  forme  cr  on  supprime  les  termes  en  df^,...,  dfq, 
et  qu'on  remplace  ensuite  dans  B,y  ^  1,  ...,  B,,  les  nouvelles  variables 
/i'  •■•'7?  P^''  ^®^  constantes  quelconques  a^,  ...,(i,j,  on  obtient  une 
nouvelle  forme 

ray  =  Bq^ldl/q  +  i   +   ...   +   B„(/^„, 

de  classe  c  —  r  {r^  o),  c  étant  la  classe  de  «.Nous  dirons  que  les 
relations 

fi  =  «1'         /s  =  "■>.'   ■■■<  J'l  =  ('1' 


>'°)  l    r//   =   0,  df,   =  0.       ...,df,j: 

abaissent  la  classe  de  w  de  r  iinitès,  ou,  d'une  façon  plus  abrég-ée, 
que  lés  q  fonctions /,,J\,  . .  .,fq  forment  un  groupe  de  rang  r. 
Le  nombre  r  ne  peut  évidemment  être  supérieur  à  la  classe  c 

de  w.  Pour  que  les  q  fonctions  distinctes  f,f., fg  forment  un 

groupe  de  rang  r,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit  symbolique 

(11)  o,(<^-'-yfdf,  ...  dfg 

.mit  nul,  tandis  que  les  produits  sgiidioliques  oi^'kif,  ...  dj,,,  où 
i  <Ce  —  r,  sont  différents  de  zéro. 

La  condition  est  nécessaire.  En  elfet,  si  l'on  a  pris  uli  nouveau 
système  de  variables  f\,  ...,  /,,  ;/y+i,  ...,  ,'/«,  la  forme  dérivée 
t3('^— '')  de  la  forme  ra,  déduite  de  m  par  ce  changement  de  variables, 
ne  doit  reilferruet-  aucun   terme  où   ne  fig\ire  au  moins  une  des 
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(litloieiilielles  i/J\ ,  (if,/,  puisiiiie  celtfi  Forme  dérivée  doil  i^tre 

tiullp,  (juand  on  suppose  (/J\  =o,  .  .  .,  df,j^  o.  Kéciproquemciil, 
si  le  produit  syml)olir|ue  (ii)  est  nul,  la  Corme  ttj^''"'"'  est  nulle 
quand  on  y  supprime  tous  les  termes  en  (//,,  ...,  dfq.  Les  rela- 
tions (lo)  abaissent  donc  la  classe  de  m  d'au  moins  r  unités.  Elles 
ne  peuvent  l'abaisser  de  plus  Je  /'  unités  ;  en  ellet,  si  elles  l'abais- 
saient davantage,  le  produit  symbolique  oj"'— '"— "(//'i  . . .  rf/,/  devrait 
être  nul. 

Il  résulte  de  là  que,  si  un  produit  symbolique 

'•'"""(/;  ■■■df., 

est  nul,  il  en  est  de  même  de  tous  les  produit  symboliques 
o.cn+lirf/i  ...  df,„  («C^+îlf//,  ...  r//-^,  ...  . 

L'équation  ci(<'-'")f// =  o,  où  /■  >  2,  ne  [)eut  admettre  d'autre 
intéf'rale  quey=C,  puisqu'on  a  remarqué  plus  haut  (n"  41)  que 
les  relations_/=:  o.  df=^  o  tie  peuvent  abaisser  la  classe  de  w  de 
plus  de  deux  unités. 

Le  ran^  d'un  groupe  de  q  fonctions  n'est  pas  forcément  ég-al  à  la 
somme  des  rangs  des  q  fonctions  y,./!,,  . . .  ^  fq  de  ce  groupe.  Par 
exemple,  les  deux  fonctions  x^,  x.j  sont  de  rang-  deux  pour  la 
forme  w  =  dx,  +  x^dx^  -\-  x^dx^,  et  le  groupe  {x^.,  Xg)  est  lui- 
même  de  rang  deux.  Dans  ce  cas,  le  rang  du  groupe  est  inférieur  à 
la  somme  des  rangs  d'es  deux  fonctions  qui  constituent  le  groupe. 
Il   peut   aussi    être   plus    grand  ;   ainsi,    pour    la    même    forme, 

.r,  et  ,ri  4-  —  sont  de  raugun,  tandis  que  le  groupe  (  .r,,.r,  H ^] 

est  de  rano-  trois,  car  si  l'on  pose  œ,  =  ri,  .r,  +  — *  :=  ^,  la  forme  to 

x-z 

devient 

x-,d  \  .n,  4-  (/>  —  '/)■'':.  [■ 

Le  rang  d'un  i/roiipi'  de  y  J'oiicliona  distinrlc.x  no  jjeat  l'/ri' 
supérieur  à  sq.  Soient,  en  effet,  wj  la  forme  que  l'on  déduit  de  w 
en  établissant  la  relationy,  =  rt,  entre  les  variables,  wo  la  forme 
que  l'on  déduit  de  wj  eu  établissant  une  nouvelle  relationy.,  ="«, 
et  ainsi  de  suite  ;  la  dernière  forme  obtenue  niq  est  identique  k  m. 
Dans  la  suite  des  formes  m,,  tu,, ...,  w^,  la  classe  ne  peut  s'abaisser  de 
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plus  de  deux  uni  lés  quand  on  passe  d'une  forme  à  la  suivante  (n°  41). 
La  dernière  forme  uq  ^  m  est  donc  au  moins  de  classe  c  —  2q,  et 
ce  minimum  ne  peut  être  atteint  que  si  chaque  relation  nouvelle 
y,-  =  ai  abaisse  la  classe  de  deux  unités.  De  plus,  cet  abaissement 
de  deux  unités  dans  la  classe  doit  toujours  avoir  lieu  quel  que  soit 
l'ordre  dans  lequel  on  effectue  les  opérations,  quand  on  introduit 
une  relation  de  plus  entre  les  variables.  Nous  dirons  que  ^  fonc- 
tions distinctesy,,y2,  ■  ■■■,fq  formant  un  g'roupe  de  ranjf  2q{2q<^c) 
constituent  un  groupe  de  q  fondions  conjuguées,  ou  plus  simple- 
ment un  groupe  conjugué.  Des  explications  qui  précèdent  résul- 
tent immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 

i"  Pour  que  q  jonctions  distinctes  y,  f,  ■  ■  ■  ,fq  forment  un 
groupe  conjugué,  il  faut  et  il  suffi  que  le  produit  symbolique 

««^-27)4/,  ...  dfq 
soit  nul. 

2°  Si  f,  f^,  .  .  .,,  fq  forment  un  groupe  conjugué,  r  fonctions 
quelconques f^  ,  .  .  ■,fg,  appartenant  à  ce  groupe  forment  aussi 
un  groupe  conjugué  de  r  fonctions. 

On  peut  supposer  en  effet  que  l'on  passe  de  t»  à  ct  eu  introdui- 
sant d'abord  les  r  relationsy  =  «,,...,  y  =  flr,  ce  qui  doit  con- 
duire, on  l'a  vu,  à  une  forme  de  classe  c  —  2r. 

En  particulier,  chacune  des  fonctions  du  g-roupe  doit  être  de 
rang  deux,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  comme  on  l'a 
l'emarqué  plus  haut. 

Pour  une  forme  w  de  classe  2p  ou  2p  +  i,  il  ne  peut  exister  de 
g'roupe  conjugué  de  plus  de  2/3  fonctions.  La  connaissance  d'un 
groupe  conjugué  de  sp  fonctions  permet  de  ramener  w  «  une 
forme  canonique  par  un  changement  de  variables. 

Soit  w  une  forme  de  classe  2p,  et  soit  {fi,fi,  •••.  J'^  un  g'roupe 
conjugué  de  p  fonctions.  Quand  on  prend  un  sj'stème  de  variables 
parmi  lesquelles  figurent  ces /)  fonctions  y,  w  se  change  en  une 
nouvelle  forme  linéaire 

(12)      r.  =  B,r/y  +  .  .  .  +  B///;,  +  B^^,f/y^^,  +  ...  +  B„rfy,, 

Si  l'on  remplace  dans  cette  forme  dft,  ...,  dj'  par  zéro,  la  classe 
de  la  nouvelle  forme  doit  être  zéro,  quelles  que  soient  les  constan- 
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tes  par  lesquelles  on  remplaccy,,  . .  .,fj^  dans  B^,^,,  .  .  .,  B„.  Il  faut 
évidemment  pour  (.ela  que  ces  coefficients  B^,,^,,  ...,  B„  soient 
nuls,  et  la  forme  ra  se  réduit  à  ses  p  premiers  termos 

-  =  Rk//,  +  . . .  +  B///;. 

Les/)  coefficients  Bj,  .  .  . ,  B^  doivent  former  avecy,,  .  . .,  J'^^un 
système  de  2/3  fonctions  distinctes  ;  sans  quoi  la  forme  n  serait  de 
classe  inférieure  à  2p.  En  prenant  pour  variables  ces  2/)  fonctions, 
la  forme  w  est  donc  ramenée  à  une  forme  canonique 

m  —  z.dtj,  +   . . .  4-  S/llJp. 

Connaissant  un  groupe  conjugué  de  p  fonctions,  on  voit  que 
cette  réduction  exige  seulement  un  changement  de  variables  tel 
que  les  p  fonctionsy,,y2,  .  .  ..y^,  du  groupe  soient  précisément/? 
des  nouvelles  variables,  les  autres  pouvant  être  prises  d'une  façon 
arbitraire.  On  peut  aussi  obtenir  les  coefficients  Bj  par  un  calcul 
d'identification  avant  tout  changement  de  variables. 

Considérons  maintenant  une  forme  «  de  classe  2/)+  i,  et  soit 
(y,, y,  ...,  f^}  un  groupe  conjugué  de  p  fonctions  pour  cette 
forme.  Le  même  changement  de  variables  que  dans  le  premier  cas 
conduit  à  une  nouvelle  forme  n  dans  laquelle  l'ensemble  des  ter- 
mes qui  suivent  les  p  premiers 

représente  une  forme  de  classe  un,  c'est-à-dire  une  difl'érentielle 
totale  rfU,  quand  on  regardey,,  •■■,/p  comme  des  constantes  dans 
B  ^,,  .  .  .,  B„.  On  peut  donc  écrire 

Bp^.rfyp..  +   .  .  .   +  B„r/y,.  =^  c/U  -  JU  ,/y_  _  .    .  _  ^  rfy^, 

et  par  suite 

a  =  c^y  +  . . .  +  c/y^  +  ^u. 

Les  2/j  +  I  fonctionsy,  ...i/p.  Ci C^,,  U  doivent  encore  être 

distinctes  et,  en  les  prenant  pour  nouvelles  variables,  '.,  est  ramené 
à  une  forme  canonique 

w  =  j,f/y,  4-  . .  .  +  Spdi/^,  +  dy^^,. 

On  voit  que  cette  réduction  exige,  outre  le  changement  de  varia- 
bles, une  quadrature. 
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44.  Détermination  d'un  groupe  conjugué.  Première 
méthode.  —  De  la  iléliniLion  niûme  d'uu  groupt;  conjugué,  oii 
déduit  aisément  une  méthode  de  recherche  de  ces  g-roupèS: 
Soient  w  une  forme  de  classe  c,  et_/i  une  intégrale  de  l'équation 
symbolique 

(i,S)  <o(''-2)f//'=  o, 

équivalente  au  système  complet  adjoint  1.,,  qui  admet  c  —  i  inté- 
grales distinctes.  L'équation  symbolique 

(i4)  ac-iki/\df=o 

est  elle-même  équivalente  à  un  système  complet  admettant  c —  2 
intégrales  distiudes,  y  (iotn\>r\s/^fi.  Supposons  en  effet  c|ue 
l'on  ait  pris  la  fonction /',  elle-même  pour  l'une  des  variables,  et 
Soit  Wj  la  forme  déduite  de  w  en  posant  /^  =  a^,  df^  =  o.  Cette 
forme  w^  est  de  classe  c  —  2,  et  l'équation  symbolique  (lA)  est 
équivalente  à  l'éqUation 

(,5)  o>,(«-'.V//=o 

que  l'on  dédiiit  de  l'équation  (i4l  en  supprimalit  dans  ojCf— ''' toils 
les  termes  où  figure  dj\.  La  forme  wj  étant  de  classe  c  —  2,  l'équa- 
tion «,(c— 5)f//'^  o  admet  r  —  3  intégïales  distinctes,  qui  peuveflt 
dépendre  de/^i  en  même  temps  que  des  autres  variables,  et  qui 
sont  données  par  l'intégration  du  second  système  adjoint  à  la 
forme  «i.  Soit/j  une  intégrale  de  ce  nouveau  système.  L'équation 
symbolique 

(16)  u('-6v//'if//;f//'=  o 

admet  à  son  tour  c — 5  intégrales  distinctes,  non  corhpris  les 
intég-rales  évidentesy  =  y,,y  ^/2.  En  efl'et,  pour  la  même  raison 
que  tout  à  l'heure,  cette  é([untion  symbolique  est  équivalente  à 
l'équation 

(17)  „,(f-%//'=o, 

«2  étant  la  forme  que  l'on  déduit  de  u,  au  moyen  des  quatre  rela- 
tions 

/',  =  «i.y'o  =  rt.,,         df\  =  o,  d/.,  =  o  ; 
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celle  foi-mo  oi^,  élaiil  de  classp  r  —  /|,  l'Oiiunlion  (17)  admet  c  —  5 
intégrales  distiiicles,  qui  s'obtieiuli'aienl  par  l'intégration  d'un  sys- 
tème complet,  dont  on  connaît  déjà  deux  intégralesy^iy^.  En  con- 
tinuant de  la  sorte,  on  en  déduit  la  méthode  g'énérale  suivante 
pour  oliteuii-  un  grolipe  de  7  fonctions  Conjug'uées  relalit'  à  une 

forme  w  de  classe  c  I  q  ^  ~\ . 

On  clicrc/ic  une  Intcgnde  fi  de  l'é(/iifi/i<jn  sijinholiqiie 

puis  une  intéijrale  f\,  dialincli'  dn/i,  di>  l'éqiiritiuii 

,Jo-'.^dfdf=  O, 

puis  une  intégrale  f.^,  distincte  de  f^  i?^/».  '/'*  l'èipiiiliDii 

m<^'=-(>klf,dfidf=  o, 
('/  ainsi  de  suite,  .  .      enfin   une  intéf/ra/e  /',,,   iiide/iendunte  de 
fiJi'  ■  •  •'/'/-!'  f^*^  l'équation  oM -^vklf  .  .  .  df/-idf=o. 

Cette  rechei'cheexig'e  les  opérations  c  —  1 ,  c —  •',  ...,  '■  —  a'/  +  i  • 
En  particulier,  si  C  ==  2/),  la  recherche  d'un  groupe  do/3  roiiclioUK 
conjuguées  exige  les  opérations  if)  —  i,  2/;  —  3,  ...,3,  1.  Si 
c  =  2/j  4-  I,  cette  recherche  exij^e  les  opérations  2p,2p — 2,  ...,4,2, 
Les  intégrations  à  effectuer  pour  ramener  w  à  une  forme  canonique 
sont  donc  les  mêmes  que  celles  qu'exige  la  méthode  du  n"  12,  qui 
ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle-ci.  Mais  la  nouvelle  méthode 
offre  cet  avantage,  de  n'exiger  un  changemeill  de  Variables  que 
lorsqu'on  a  achevé  de  déterminer  la  moitié  des  fonctions  qui  doi- 
vent Kg-urerdans  la  forme  réduite,  taudis  que  le  procédé  du  n"  12 
suppose  un  changement  de  variables  après  chaque  intégration  ('). 

REMAHyuE.  —  Lorsque  oj  est  lic  cl.issc  iiiiiiaire  2/J  +  i,  après  avoir 
dcterniiné  les /j  fonctiotis /i,/a,  .  .  ., /p  d'un  groupe  conjug:ué,  on  peut, 
avant  tout  changement  de  variables,  déterminer  une  intégrale  /p-\-i, 
indrpendnnte  dp  /,,/•,  .  .  . , /,„  de  l'équiitioii  syniboli(iue 

».rf/i  ...  <lfW='^- 

(1)  Pour  une  forme  de  classe  paire,  la  méthode  de  réduction  de  Frobenius 
ne  diffère  que  par  la  forme  de  celle  qui  vient  d'rlre  exposée.  Pour  une 
forme  u  de  classe  impaire,  Frobenius  commence  par  déterminer  une  fonc- 
tion f  telle  6>  —  df  soit  de  classe  paire. 


172  LEÇONS    SUR    LE    PROBLÈME    DK    PFAFF. 

La  forme  donnée  w  peut  alors  s'exprimer  au  moyen  des  différentielles 
dfi,  ...,  dfp,  dfp+l  seulement,  dont  on  peut,  comme  tout  à  l'heure,  cal- 
culer les  coefficients  B,  par  identification  : 

«  =  B,f//,  +   .  . .   +  Bpdfp  +  Bp+irf/},+i. 

De  plus  Bp+ulfp-\-i  doit  être  de  classe  un,  quand  on  y  regarde/,,  ...,fp 
comme    des    constantes,  ce  qui    exige  que  B/,4ine    dépende   que    de 

./ii/ai  •  •   ^yp+l-  "  suffit  alors  de  prendre  pour  variable  /  Bp+if(/},+i, 
à  la  place  Ae  fp+i,  pour  obtenir  une  forme  canonique. 
Exemple.  —  Soit 

0)  =:  x^dxi  +  Xidxi  —  x^x^^dx^  —  x^x^dx-,  +  Xidx^  ; 
on  a 

w'  =  —  x^dx^dXi  —  Xidxsdxrj  -\-  dxidx,^, 
w'"  =:  —  (w')2  :=  —  XjjilXidx^dx-^dx^  —  x^^dxidxsdXidx^, 
01"  =z  0  ; 

d'autre  part,  on  s'assure  aisément  que  w""  ^ 'V'w  n'est  pas  nul.  La 
forme  w  est  donc  de  cinquième  classe.  On  voit  immédiatement,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  développer,  quey"=r  x^  est  une  intégrale  de 

o,"'dJ  =  o  : 

on  peut  donc  prendrey"]  zz:  Xg.  On  reconnaît  de  même  que/"  =  x^  est 
une  intégrale  de  l'équation  symbolique 

w'rf/if// =:  —  {x^dxjdXidx^  +  •:Cidx3dx^dXf^)df  =  o. 

Il  en  résulte  que  si  l'on  remplace  X)  et  x^  par  des  constantes  dans  w, 
on  obtient  une  différentielle  totale.  On  peut  écrire  en  effet 

w  =  Xidxg  +  d(xiXî  —  XiX-yXi)  +  x^yV^dx:i, 

et  (.1  est  mis  sous  forme  canonique. 

45.  Détermination  d'un  groupe  conjugué.  Deuxième 
méthode.  —  Nous  démontrerons  d'abord  les  deux  lemmes  sui- 
vants : 

Lemme  I .  —  Soit  w  une  forme  de  classe  c.  Si  Von  a 
J<;-3)<o,  =  0, 

Wj  étant  une  autre  Jorme  linéaire,  la  classe  c  est  un  nombre 
impair,  et  «i  est  identique  à  w  à  un  facteur  près. 
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Lemini'  II.  —  Si  Pon  a 

la  classe  c  est  un  nombre  pair  et  u^  est  i(lenti(/ue  à  w. 

Il  suffit  évidemment  de  démontrer  ces  lemmes  pour  une  forme 
canonique.  Soit 

v  =  yidx^  +  . . .  +  'j„/lx,^ 

une  forme  de  classe  c  =  2rn  ;  on  a 

^(0-3)  ^  r.^'im-Z)  ^  ('>'')"'-'  ^  Sr/».(/,r.  ...  du,,   .dx,„  „ 
(m  — i)!  •"       '  -'•"-1       "'-1' 

chaque  produit  partiel  se  déduisant  de  di/^d.ri  .  .  .  dy,,,dx^,,  en  sup= 
primant  un  groupe  de  deux  facteurs  dij,dxi  {n°  42.  \k  i(>!\).  Four 
qu'un  produit  symbolique 

{^dy^dj\  ...  (///,„_if/j,„_i)  (Sa,f/j:-,-  +  l^iidj/i) 

soit  nul,  il  faut  ([ue  tous  les  coefficients  a,- et  /3,-  soient  nuls,  car  le 
terme  -j-idx^dy^dx.^  . . .  dy^^dx^,,  par  e.xemple  ne  se  réduit  avec 
aucun  autre. 

Prenons  en  second  lieu  une  forme  déclasse  impaire  2//(  +  i 

'.)  =  t/r  +  yidx^^  +  . . .  +  y„^dx^  ; 

(m— i)! 
=  {-dy.dx,  . . .  '/y„._ia^J3,„_i)  {dz  +  y.dXi  +  • .  •)• 

On  a  déjà  la  relation  «(«^-^Iw  ^o;  si  l'on  a  aussi  m(<'-3)„,  =o, 
0),  étant  une  autre  forme  linéaire,  le  produit  symbolique 

w(^-3)_(ojj  —  Kw) 

sera  nul,  quelque  soit  le  facteur  K.  Choisissons  ce  facteur  de  façon 
que  wi  —  K'j.  ne  renferme  pas  dz, 

«1  —  Kw  =  "Lxidxi  +  ^idy,-  ; 
on  aura 

C-dy.dx,  ...  dy„^,dx,„_,){d,  +  lyKlxi)(lxid.Ti  +  S^,r///,)  =o. 

En  considérant   tous   les   termes   qui  contiennent  ds,  ou  voit, 
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comme  tout  ù  l'Iieure,  que  tous  les  coefficients  a,  et  (3/  doivent  être 
nuls,  et  wj  est  identique  k  Kw. 

Le  second  lemme  se  démontre  de  la  même  façon.  Pour  une 
forme  w  de  classe  paire 

r„  =  i/idj-i  +  .  .  .  +  i/„,dji;,„ 
on  a 

f,j(''-'2>  =  [Icly^ix^di/.,  .  .  .  (ly^,^_^dx„^_^)',>, 
(.)('■— 2'  =  ^dijidxf   .  .  .  c'//,„_if/-ï',„_4, 

,„(r-2)  __  ,,,(f-3)„. 

Si  l'on  a  d'autre  part  w(f--l=^  ^(^-^''My,  wj  étant  une  forme  linéaire, 
on  en  conclut  (juc  le  produit  rj'' ''■i\w  —  w,  )  est  nul,  ce  qui  exig-e,  on 
vient  de  le  voir,  que  oij  =  w. 

Pour  une  forme  de  classe  impaire 

w  ^  dz  +  yidXi  +   .  .  .   +  ijn^dx,^, 
w(o— ?)  =  di/idx^  . . .  dij^jlx^^,, 

^0-?,)  —  {-zdytdx,  ...  dy„,_idx,„^^){d€  +  y,dxt  +  ...  +ij,„dx„^). 
On  ne  peut  avoir 

car  le  premier  membre   ne  contient  pas  d:,  taudis  que  le  second 
membre  renferme  des  termes  en  dz,  à  moins  que  «j  ne  soit  nul. 
Cela  étant,  soient  o)  une  forme  linéaire  de  classe  c  et  (/',,  ...,fq) 

un  g-roupe  conjugué  de  //  fonctions  iq<i  —  \.  L'équation  symbo- 
lique 

(i8)  Jc-^-"-)dJ\df,     . .  dMf=o 

('■■ii  éqiiivalenle  au  sysième 
(ig)      ««^-2)f//-^  o,  . .  .  ^(o-2.)df\df^  o,  ...,  ,J'^-^)dfqdf=  o. 

Il  est  évident  en  effet  que  toute  fonction /' qui  annule  le  produit 
symbolique  (i8)  an(]ulp  aussi  tous  les  produits  .symboliques  (ig) 
(no  44).  Pour  démontrer  la  réciproque,  comme  la  propiiété  est 
indépendante  du  choix  des  variables  au  moyen  desquelles  on  a 
exprimé  w,  nous  supposerons  qu'on  a  ej?primé  w  au  moyeu  de 
ç  variables  canoniques  ;/i,f«,  ■  •  .,,/]/  eiy  sont  alors  des  fonctions 
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dos  mômes  varialjles.  l^a  l'elation  iiH)  exprime  que  /  est  de  ran"- 
dciijc.  par  rapport  à  la  forme  radiSduite  de  m  au  moyen  des  y  rela- 
tions 

/;  =«1,  ..../,,  =z a,, 

l'ialilies  entre  les  varia|ilcs  caiioiiiijues.  Cotte  l'orme  n  est  de 
classe  r  -^  -mj  pfir  hypothèse,  otpar  suite  les  fonctions  de  ran^  deux 
par  rapport  à  jp  soi|l  détoimiiu^es  par  un  système  aornpiet  qui 
admet  r — ay —  i  intégrales  dir>ti"etes,  en  plus  des  intégrales 
évidentes /'(, y!,,  ....J'q.  L'équation  (i8)  conduit  donc  pour  déter- 
mineryà  un  systèn\e  complet  S  qui  admet  c  —  y  —  i  inléiirales 
distinctes.  Comme  la  foiicliony  dépend  de  r  variables,  tout  système 
de  y  +  I  équations  linéaires  et  homon^ènes  par  rapport  aux  déri- 
vées dey  est  équivalent  au  système  S,  pourvu  que  ces  équations 
admettent  toutes  les  intégrales  de  X  et  soient  linéairement  distinc- 
tes. Or  les  (f  -\-  1  équations  du  .système  (19)  sont  linéaires  par  rap- 
porl  aux  ilérivées  dey,  car  «("-'-)  et  wt'^^^'f//' soft  des  forme-s  de 
dei-ré  <■ —  i,  et  ces  équations  admettent  toutes  les  inlég-rales  du 
système  1.  Il  sui'lit  donc  de  montrer  que  ces  q  +  i  équations  (19) 
sont  linéairement  distinctes  pour  prouver  que  le  système  S  est 
identique  au  système  (19). 

Si  les  y  dernières  équations  (19)  n'étaient  pas  linéairement  dis- 
tinctes, on  aurait  une  relation  de  la  forme 

^(c-3)  I  i^df,  +  \,dA  +  ■■■  +  h^iA  \  ^/=  o. 

où  ).i,  )2,  .  ..,  X/  sont  des  fonctions  des  variables  indépendantes, 
non  toutes  nulles,  qui  devrait  être  vérifiée  quelle  que  soit  la  fonc 
liony.  Il  ne  peut  en  être  ainsi  que  si  le  produit 

„(e-3)(^,,//;    +    .  .  .    +  l,,d/q)  =  O. 

Ceci  exige  que  f-id-f^  +  •  •  •  +  ^d/,/  soit  identiquement  nul,  ou 
bien  que  ).,<//"i  +  ...  +  X/dJ'q  soit  identique  à  wà  un  facteur  près,  la 
classe  c  étant  un  nombre  impair.  La  première  hypothèse  est  k 
rejeter  puisque  tous  les  coefficients  î,,-  ne  sont  pas  nuls,  et  que  les 
fonctionsyj,y.  ...,yySont  indépendantes.  La  seconde  hypothèse  est 
aussi  à  rejeter,  car  la  classe  de  w  serait  au  plus  égal  à  «y,  et 
comme  c  est  impair,  on  aurait  c  <  2Cj,  ce  qui  est  absurde. 
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Si  la  première  des  équations  (19)  était  une  combinaison  linéaire 
des  autres,  on  aurait  de  même  une  identité  de  la  forme 

o,(«-2)  =  ««^-3)(X,c//,  +    .  .  .    +   \,dfq). 

Il  faudrait  que  ).i(//'i  +  ...  +  Kidfq  fût  identique  à  w,  et  Ton 
aurait  c=  ■i.q.  L'équation  symbolique  (18)  n"a  alors  aucun  sens. 

De  la  proposition  précédente  on  déduit  une  nouvelle  méthode 
pour  déterminer  un  groupe  de  q  fonctions  conjuguées. 

Soit  fi  une  intégrale  de  l'équation  oi^'^--klf^  o,  on  cherchera 
une  intégrale fi,  distincte  de  f^,  du  système 

,.,(c  -  ■2)df=  O,  w(c-3)f//'j^/=  o, 

puis  une  intégrale  J'^,  indépendante  de  J\  et  fi^  du  système 

w«--%//=0,  -.,('-3)f//;f//=  G,  c>io-3)df^(/f—o, 

et  enfin  une  intégrale  fq,  indépendante  deji,/.^,  ...,fq^\  du  sys- 
tème 

e„(«-2)c//=  o,  o.(<:-^)dJ\d/=z  O,    .  .  .   <o«=-^)df,,-\df=  O. 

11  résulte  en  effet  de  la  proposition  précédente,  que  les  groupes 
successifs  (/„  /j),  (/j,y;,/3),  . . .  (/i,/2,  ...,/,/)  de  2,  3,  ...,q 
fonctions  sont  des  groupes  conjugués. 

11  est  clair  que  le  nombre  des  intégrations  à  effectuer  est  le 
même  dans  les  deux  méthodes,  puisque  nous  n'avons  fait  que  rem- 
placer un  système  complet  par  un  système  complet  équivalent. 
Mais  la  nouvelle  méthode  est  beaucoup  plus  simple  pour  la  forma- 
tion des  systèmes  complets  successifs  dont  on  a  à  rechercher  une 
intégrale  particulière,  car  chacun  d'eux  contient  toutes  les  équa- 
tions du  système  précédent;  de  plus  dans  chacune  do  ces  équations, 
il  ne  figure  qu'une  des  intégrales  déjà  obtenues.  Supposons  en 
particulier  que  la  classe  de  w  soit  égale  au  nombre  n  des  variables 
indépendantes  qui  figurent  dans  cette  forme.  Chacun  des  produits 
symboliques 

oM-^k/f,       ."'-3Wy;f//, . . . 

est  de  degré  n  et  par  suite  contient  un  seul  terme  endx^dx.^...dx,^. 
En  égalant  à  zéro  un  quelconque  de  ces  produits,  on  obtiendra  donc 
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une  seule  équation  linéaire  en  -•'-  ,  ...  ,  -^  .  Chacun  des  systèmes 

complets  successifs  se  déduira  donc  du  précédent  en  luiadjoig'nant 
une  seule  équation  formée  au  nioveii  de  la  dernière  intég-rale 
obtenue. 

Dans  le  cas  général  où  le  iiunilno  «  des  variables  est  supérieur  à 
la  classe  c  de  w,  la  première  équation  iJ''-''-)(lf  fournit  un  système 
complet  de  n  —  r  -\-  i  é(juations.  Pour  avoir  chacun  des  systèmes 
complets  successifs,  on  adjoindra  au  précédent  une  équation  nou- 
velle distincte  des  précédentes,  que  l'on  déduira  de  la  dernière 
inté£>rale  obtenue,  en  égalant  à  zéro  le  coefKcient  de  l'un  des 
monômes  dans  w(''—3>f//',(//', y,  étant  la  dernière   intégrale  calculée. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  pair  2/'  et  égal  à  la 
classe,  la  méthode  précédente  pour  déterminer  un  g'roupe  conjug'ué 
de  r  fonctions  est  due  à  Clebsch,  qui  n'a  jamais  étendu  complète- 
ment sa  méthode  aux  autres  cas. 

Exemple.  —  Considérons  la  forme  de  Pfaff  (Forsyth) 
w  =  xidxi  +  x-iiLv-,  +  x^dxi  +  Xrj.lxi,  +  x^dx^  +  x^dx^  ; 
les  formes  dérivées  d'ordre  impair  ont  les  expressions  suivantes 

J  =  dx^dxi  -f  dx)dxa  +  dxidxj  +  dx^dx^  +  dxi^dx^  +  dxidx^, 
w'"  =;  —  (i)')-  =  dx^dx-^dx^dx^  +  dXidx^dXidXi  +  dxidx^dxr/lx^ 
+  dXjdxidXidx^i  +  dx,dx,dx^dx^  +  dx-idx^dx^dxi 
+  dxidx^dx^dxe  +  dx^dxidx^dxi  +  dx^dx^dx^dxi. 

D'ailleurs  u""  :=  oj'"w  renferme  évidemment  un  terme  en 
dxydx^dxsdXidx^ 

qui  ne  se  réduit  avec  aucun  autre  ;  la  forme  oj  est  donc  de  cinquième 
classe.  Pour  ramener  w  à  une  forme  canonique,  il  faut  d'abord  détermi- 
ner une  intégrale  de  l'équation 

J"jf-  l^L  +  -5/1  +  ^\  {dxidx-idx^dx^dXi 
\i>.ri       3j"3       <>x^/ 

+  dxidxidx^dx^dx^  +  d.L•^dx3dx^dXidXg) 
j^(^-^lL  +  i/l\  {dxidx^dxtdXidx, 

-f-  dXidXidx^dXidx^_  -\-  dxtdx-idx^dxidx^)  =  o, 
Ci.  Leçons.  12 


178  LEÇONS    SUR    LE    PROBLÈME    DE    PFAFF. 

équivalenle  au  système  complet 

-^  -| =!—  -\ ^  =  O, 

:>j-i       Dxj      D.rj 

D.r2       ?.r4       Da;^ 

Soity*!  =f  ajg  —  ûCi  une  intégrale  de  ce  système.  Nous  avons  ensuite  à 
chercher  une  intég'rale  du  système  complet  obtenu  en  ajoutant  aux 
deux  équations  précédentes  l'équation  symboli(iue  «"(/(^rs  — j?, )£(/■=:  o. 
On  trouve  facilement,  en  faisant  le  calcul,  qu'il  suffit  d'adjoindre  ausys- 

tème  précédent   l'équation  -^  =  o.  La   fonction  y^  = 'ï's  — a'i  est  une 

intégrale  du  nouveau  système. 

En  posant  x^  — Xi  z=  y^,  x^ —  Xj  =:  y,,  la  forme  w  peut  s'écrire 

w  =  Xidxi  +  {x^  +  y^y/x-i  +  Xidxi  +  Xidy^  -\-  x,dXi 

+  y^dxi  +  Xfdxt  +  Xgdy.,  +  Xtdx^, 

et  on  vérifie  immédiatement  que  si  l'on  y  remplace  y^  et  y^  par  des 
constantes,  on  a  une  différentielle  totale 

d(xiX-2  +  y:iXi  +  XiXi  +  x,x^  +  y^Xt). 
On  a  donc,  en  regardant  (/3  et  y^  comme  des  variables, 

M  =  dix-iX^i  +  x^yi  +  xiXi  +  XiXf  +  y^,x^) 

+  {Xi  —  X'ijdys  +  (a-j  —  Xi)dy-i, 

et  enfin,  en  remplaçant  yj  et  yj  par  leurs  expressions, 

w  =   d{XiX3  +  XiX^  +  XiXf)   +  (Xi  —  X2)d(j.3—  Xi) 

+  {-Te  —xM(Xi  —  ■ï'i). 

46.  Forme  canonique   d'une  équation  de  Pfafif.  —  On  a 

déjà  démontré  (n"  15)  que  l'on  peut  trouver  e-xplicitement  les  inté- 
grales d'une  équation  de  Pfaff  w  ^  o  de  classe  y  =  ^m  —  i ,  si  l'on 
a  ramené  la  forme  w  à  ne  contenir  que  m  diil'érentielles,  de  telle 
sorte  que  l'équation  w  =  o  s'écrive 

(20)  w  =  B,f//,  4-  . . .  +  B,„t//„  =  o, 

,/\,/o,  ■  ■  -if m  étant  m  fonctions  distinctes.  Nous  dirons  alors  que 
Péqualion  w  =^  o  de  classe  2m  —  i  est  mise  sous  forme  canonique. 
La  l'orme  w  elle-même  peut  être  de  classe  am  ou  déclasse  im  —  i 
(n"  13).  Si  w  est  de  classe  paire  2m,  les  zm  fonctionsy^yj, ...,  /,„, 
Bj,  ...,  B„,  doivent  être   distinctes,  sans   quoi  w  serait  de  classe 
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inférieure  à  2111.  L'expression  (20)  est  donc  aussi  une  forme  cano- 
nique pour  u,  et  il  revient  au  même  de  mettre  la  forme  r.,  ou  l'équa- 
lion  r„  =  o  sous  forme  canonique.  Le  problème  revient  à  la  recher- 
che d'un  g-roupe  conjug'ué  de  m  fonctions  {J\.  J'., /,„)■ 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  m  est  de  classe  impaire  2in —  i  ; 
B,(//',  +  .  . .  -f  B„,f//"„  n'est  une  forme  canonique  pour  w  que  si  l'un 

des  coefficients  B/ est  ég'al  à  l'unité.  Les  »(  fonctions  (y^/,,  y'_,) 

forment  alors  un  g'roupe  de  rang-  2/«  —  i  pour  la  forme  w,  et  la 
réduction  de  l'équation  w  =  o  à  une  forme  canonique  est  équiva- 
lente au  problème  suivant  : 

Déterminer  un  groupe  de  m  fondions  distinrles  {J\.  ...,/,„)  qui 
soit  de  rançi  2m  —  /  par  rapport  à  la  forme  w. 

Il  est  clair  en  effet  qu'axant  obtenu  un  groupe  de  cette  espèce,  si 
l'on  prend  un  nouveau  système  de  variables  de  telle  façon  que  les 
m  fonctionsy,-  de  ce  groupe  fassent  partie  des  nouvelles  variables, 
0)  ne  doit  contenir  que  les  différentielles  df^,  ...,  df„^,  puisque  u 
doit  être  de  classe  nulle,  quand  on  y  remplace  ces  difl'érentielles 
par  zéro. , 

D'une  façon  généi'alc,  nous  dirons  qu'un  groupe  de  q  fonctions 
distinctes  {fi.fiy  ■■■ijq)  6st  se/ni-conjar/aé  par  rapport  à  une 
forme  w,  lorsque  les  relations 

^     '  \  df=.o,...,df,^o 

abaissent  la  classe  de  w  de  2y  —  i  unités.  Les  q  fonctions 
f,fi,  •••v/V  vérifient  l'équation  symbolique 

(22)  J'--V+»f//;  ...  dfg  =  o; 

inversement,  si  q  fonctions  distinctes  f,  .  .  .^fq  satisfont  à  cette 
relation,  les  équations(2i)  abaissent  la  classe  de  w  de  2y  —  i  unités 
au  moins  :  les  fonctions_/"j,  ...,/"q  forment  donc  un  groupe  conyH</;ie 
oasemi-conj ligué.  En  reprenant  les  raisonnements  du  n"  43,  on  voit 
facilement  que,  si  q  fonctions  /",,  .-.tfq  forment  un  groupe  conju- 
gué ou  semi-conjugué,  r  quelconques  de  ces  fonctions  /'^^  ,  .■•,/^. 

vérifient  la  relation 

(23)  «*»-2'-+"^y„, . . .  ^y„,  =  o, 
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c'est-à-dire  Forment  aussi  un  groupe  conjug-ué  ou  semi-conjug'ué. 
En  particulier,  chacune  des  fonctions  du  groupe  est  au  moins  de 
rang'  un,  et  l'on  a 

ej(c-l>f//;  =0,   ...,  .,j(c-l)f//q  =  o. 

Pour  déterminer  un  groupe  semi-conjugué  de  q  fonctions,  on 
peut  suivre  deux  méthodes  tout  à  fait  analogues  aux  deux  métho- 
des exposées  plus  haut  pour  les  groupes  conjugués. 

Première  méthode.  —  On  cherche  d'abord  une  intégrale  J\  de 
l'équation 

o,fc-i)d/=  o, 

puis  une  intégrale/,,  distincte  def\,  de  l'équation 

o>i<'-3)dJ\df=  o, 

puis  une  intégrale  f^,  indépendante  de/i,f'«,  de  l'équation 

oA^-^)df,df,df=o, 

et  enfin  une  intégrale  fq,  indépendante  de  J'^,  ...,  /q_i  de  l'équa- 
tion 

„(c-2y+l)f//;  . .  .  df,,df=  o. 

Si  la  classe  c  est  égale  au  nombre  n  des  variables  indépendantes 
X,,  ...,  J,,,  on  peut  prendre  pour  /'j  une  fonction  arbitraire  de  ces 
variables. 

En  particulier,  pour  ramener  une  équation  m  =  o,  où  w  est  de 
classe  im — ■  i,  à  une  forme  canonique,  on  a  à  chercher  successive- 
ment une  intégrale  particulière  de  chacune  des  équations 

,„(2m-1)df—  o,       t^(^"^-i)dj\df  =  o.  ... 

'■'^■'W\  -  ^if,n-A/'-=  o,    r.df,    .  .  .    df^_,df=  O, 

puis  à  faire  un  changement  de  variables,  de  façon  que/',./"^,  ...,,/,„ 
fassent  partie  des  nouvelles  variables. 

On  a  ainsi  à  déterminer  une  intégrale  particulière  de  plusieurs 
systèmes  complets  successifs  dont  chacun  admet  toutes  les  inté- 
grales du  précédent.  Ces  systèmes  complets  peuvent  être  remplacés 
par  d'autres  systèmes  équivalents,  plus  faciles  à  former.  Il  suffît 
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Ijourcehule  n'pivudri^  li's  laisoiiuemeiitsdii  n"44.  '^o\ii/\,J'.^,  ...,./],) 
uu  g'roupe  conjug'ué  ou  semi-conjug'ué  relativement  à  une  forme  <» 
lie  classe  c  ;  l'ér/un/ion  siirnbolique 

(24)  ./■■ --•'/-! W/;  ...  >lf,,df=.o 

est  ('(fiiin/i/i'iiti'  (in  sijsli'/iii' 

(-25)        .,(c-li^//-=  o,         r.,"- -■^ulj\(lf  —  G,  ...,  o>"-3k/f,,df=  o. 

On  a  déjà  observé  que  toute  fouctiony'qui  annule  le  produit 
symbolique  (24)  annule  aussi  tous  les  produits  (20).  Pour  démon- 
trer la  récij)roque,  comme  la  propriété  est  indépendante  du  choix 
des  variables  au  moyen  desquelles  on  a  exprimé  w,  nous  suppose- 
rons M  exprimée  au  moyeu  de  c  variables  canoniques  \J\,f'>,  ■■■■,fq 
ety  sont  alors  des  fonctions  des  mêmes  variables.  Cela  étant, 
soit  .ni  la  forme  déduite  de  w  au  moyen  des  y  relations  y'i  =  (7,,  .  . . 
/q  i^rtq  ;  cette  forme  peut  êlre  de  classe  c  — -  2y  -(-  i  ou  de  classe 
c  —  2y.  Si  ra  est  de  rang-  c  —  2(/  4-  i ,  la  relation  (24)  exprime 
que  y  est  de  rang'  2  par  rapport  à  m  ;  c'est  donc  une  intég'rale  d'un 
système  complet  qui  admet  c  —  iq  intégrales  distinctes,  en  plus 
des  intép-rales  évidentes/^,  ■■■,fq.  Si  m  est  de  rang-c  —  29-,  l'équa- 
tion (24)  exprime  que  /'  est  de  rang  i  au  moins  par  rapport 
à  rai;  c'estdonc  une  intégrale  d'un  système  completqui  admetc  —  2(y 
intég'rales  distinctes,  non  compris  les  intégralesy',,^,  ...,yq.Dans 
les  deux  cas,  nous  voyons  que  l'équation  (24)  est  équivalente  à  un 
système  complet  S  admettant  c  —  ^q  intégrales  distinctes.  Comme/' 
dépend  uniquement  des  c  variables  canoniques,  tout  système  de 
q  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  dey  est  identique  à  i;,  pourvu  que  ces 
q  équations  soient  linéairement  distinctes  et  admettent  toutes  les 
intégrales  de  S. 

La  première  des  équations  (25)  exprime  que/' ne  dépend  que  des 
variables  canoniques  ;  les  q  équations  suivantes  iJ-'^-^)dfidf  z^  o 
forment  comme  on  l'a  vu  (n"  44)  un  système  dey  équations  linéai- 
rement distinctes  admettant  toutes  les  intégrales  de  l'équation  ^24). 
Elles  forment  donc  un  système  complètement  intét^rable  équiva- 
lent à  }!;. 

On  déduit  de  cette  proposition  une  nouvelle  méthode  pour  déter- 
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miner  un  groupe    semi-conjug-ué  de   q   fonctions   relatif  à   une 
forme  w  de  classe  c  Iq  -^ \. 

Deuxième  méthode.  —  Soil  f\  une  intéqrale  particulière  de 
l'équation  rj''-^)dj  =  o  ;  on  cherchent  une  intégrale  f^,  distincte 
de  f^,  du  système 

oAo-^)df=:  0,  o>i'-^k//\df=  o, 

nuis  une  intégrale  J^,  indépendante  def^  etf^,  du  système 

««'-Mrf/^  o,  ^^<'-3)df^df=  0,         ^(c-Z)df.^df=z  o, 

enfin  une  intéqrale  fq,  indépendante  dej\,  .  .  .,/q_i,  du  système 

rJc-i)d/=  0,  Jc-3)dJ\(i/=  o,    ...   ,Jo-3^dfq-idf=^0. 

En  particulier,  si  la  classe  c  est  égale  au  nombre  des  varia- 
bles JSi  qui  figurent  dans  m,  on  peut  prendre  pour/"  une  fonction 
arbitraire  de  ces  variables,  et  supprimer  la  première  équation 
(ol<'-i)f//'^  o  dans  tous  les  systèmes  suivants. 

Si  nous  rapprochons  la  première  des  méthodes  précédentes  pour 
déterminer  un  groupe  semi-conjugué  de  m  fonctions  relativement 
à  une  forme  w  de  classe  2m  —  i  de  la  méthode  du  n°  43  pour  déter- 
miner un  groupe  conjugué  de  m  fonctions  relativement  à  une 
forme  m  de  classe  am,  on  en  déduit  aussitôt  la  méthode  générale 
suivante  pour  ramener  l'équation  de  Pfaff  oj  =  o  à  une  forme  cano- 
nique, qui  s'applique  quelle  que  soit  la  classe  de  m. 

Soif  m  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que  la  /'orme  dérivée  rj"'") 
soit  nulle.  On  cherche/ri  une  intégrale  f,  de  l'équation 

pais  une  intégrale/^,  distincte  de/],  de  l'équation 

.>(^n,-,)dj\df=  O, 

puis  une  intégrale  f,  indépendante  de  f  et  f„,  de  l'équation 

^,iim-6)(fj\c//,d/  =  O, 
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enfin  une  intèi/ra/c /\^^,indéficndante  dej\,f^.  ...,  f„^_^  de V équa- 
tion 

'■"'Mf,  •••'//;.v/=o. 

Ayant  obtenu  ces  m  f'onriions  f\,  /.,,  ...,./'„,,  il  suffira  de  faire 
dans  M  un  rhanrjenient  de  vnri aides,  tel  'jue  f\,  ...,  /'„,  soient  m 
des  nouvelles  variables. 

La  j)reinièi"e  t^quation  dont  on  a  à  chercher  une  intégrale 

admet  toujours,  comme  on  l'a  déjà  observé  plusieurs  fois,  2W  —  i 
intég-rales  distinctes.  Elle  est  donc  équivalente  à  un  système  com- 
plet, formé  de  «  —  zni  -f  i  équations  linéairement  indépendantes, 
que  l'on  appelle  le  système  adjoint  à  Véquation  w  =  o. 

Pour  former  les  systèmes  complets  équivalents  aux  équations 
o}i.'^'"—'i)df^dj'=o,  i>''''"~^'o^'i<//'2f//=  o,  on  peut  d'ailleurs  employer 
l'une  ou  l'autre  des  méthodes  qui  ont  été  indiquées  plus  haut,  sui- 
vant la  classe  de  la  forme  w.  Nous  dirons,  pour  abrég'er,  que 
m  fonctions  {J\,  ...,_/',„),  déterminées  comme  il  vient  d'être  dit, 
forment  un  groupe  conjugué  relativement  à  l'équation  w  =  o.  Il 
existe  évidemment  une  infinité  de  groupes  conjugués  de  ni  fonc- 
tions pour  une  équation  de  Pfaff  de  classe  2w  —  i.  Nous  allons 
montrer  que  les  m  fonctions  d'un  groupe  conjugué  peuvent  être 
déterminées  par  des  conditions  initiales  analogues  k  celles  qui 
déterminent  les  intégrales  principales  d'un  système  complet  dans 
le  domaine  d'un  point  (j^,^,  x^",  ...,  x^"). 

Soit  w  une  forme  à  n  variables,  de  classe  2m  ou  2m  —  i,  dont 
tous  les  coefficients  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  d'un  point 
(Xi",  x^",  ...,x,°).  Il  en  est  évidemment  de  même  de  tous  les 
coefKcients  des  formes  dérivées  successives  w',  m",  ...,  M''^"'~'^i  et,  si 
le  point  (a!j",  J^j",  . .  .,  a;,,")  n'a  pas  été  choisi  d'une  façon  particu- 
lière, tous  les  coefficients  de  w''"'— 2)  ne  sont  pas  nuls  pour  ce  sy.i- 
tènie  de  valeurs.  Nous  supposerons  par  exemple  que  le  coefficient 
de  dx^dx^  . . .  dx-2m—i  n'est  pas  nul  dans  cette  forme  pour  les 
valeurs  a;/,  ...,  j:,,"  des  variables  indépendantes.  Comme  wl^'"-^' 
=  &)(-'" -''V.,',  Ions  les  termes  de  «'-'"■"''qui  ne  renferment  que  les 
différentielles  dx^,  dx^,  ...,  f/j?i,„_i  ne  peuvent  avoir  des  coeffi- 
cients nuls  pour  ce  système  de  valeurs.  En  choisissant  convenable- 
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ment  l'ordre  des  indices,  on  peut  évidemment  supposer  que 
(o(2m— 4)  contient  un  terme  en  clx^  .  .  .  f/j^jm-z  '^o"'  ^^  coefficient 
n'est  pas  nul  pour  œ^  =  x^\  .  .  . ,  O",,  =  J"„".  Il  est  facile  de  pour- 
suivre le  raisonnement  et.  en  définitive,  nous  pouvons  supposer 
que  pour  le  système  de  valeurs  a;,",  ...,  x,^  : 
le  coefficient  àedx^dju,  .  .  .  (Ix^,„_i^  n'est  pas  nul  dans  r„l'!m— 2)  ; 
le  coefficient  de  dx„  .  .  .  dx^,^^_„  n'est  pas  nul  dans  f„'2"i-Ji  ; 

le  coefficient  de  dxrdxr+i  .  .  .  dx-im—r  n'est  pas  nul  dans  «(-"î— -')  ; 

le  coefficient  de  rfj:,,^  n'est  pas  nul  dans  w. 

Pour  former  le  système  complet  adjoint  à  l'équation  w  =  o,  il 
suffit  d'annuler  dans  le  produit  «'-'"-'^'f//"  les  coefficients  des 
monômes 

dx^dx^  .  . .  dx.2,„_^dx^„^, 

dXidx^    ■  ■  ■    f/j">„i_i6''2^2m+l' 


dx^dx.,  .  .  .  dx^,^^_^dx„. 

On  obtient  ainsi  en  eiïet  «  —  am  +  i  équations  que  l'on  peut 
résoudre  par  rapport  aux  dérivées. 

-,  /•  D/* 

les  seconds  membres  renfermant  les  dérivées  -^^^—  ,  ..., ,  et 

?,ri  ^Xim  - 1 

les  coefficients  de  ces  dérivées  étant  holomorphes,  d'après  les  hypo- 
thèses faites,  dans  le  domaine  du  point  {x^'',  .  .  . ,  xj).  Ce  système 
est  forcément  identique  au  système  adjoint  à  l'équation  iu=o, 
puisqu'il  renferme  le  même  nombre  d'équations  linéairement 
distinctes.  Par  suite  ce  système  admet  une  inléo'rale  ii,  holo- 
morphe  dans  le  domaine  du  point  (jJi",  ...,  x/)  et  qui  se  réduit 
à  x^  pour  X2„i  =  •ï^j,,,",  ■••,  x,^  =  a;,,"  ;  dans  le  domaine  du  point 
considéré,  elle  est  représentée  par  un  développement  de  la  forme 

w,=j;,»  +  [xi  —  x^")  +  c>.,„Xx2„^—x^J)  +  ...  +  y.,Xx„—x^'>)  +  ... 

tous  les  termes   non   écrits  contenant   au    moins    un  des  facteurs 
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■^ïm  —  ^2m"'  •••>  -^n  —  ■'',''■  -^ous  poseroD&y,  =  M,,  et  nous  aurons 
ensuite  à  chercher  une  inleyrale,  disliiicle  de  «i,  de  l'équation 

,.,C^"'-''}</ii,d/=o. 

(A'iie  équation  est  équivalente  à  un  système  complet  admettant 
2i>i  —  2  intégrales  indépendantes,  y  compris  l'intégrale  évidente  m,. 
Ce  système  est  donc  formé  de  n  —  2/11  +  2  équations  linéaire- 
ment distinctes.  Four  les  obtenir,  il  suffit  d'éçaler  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  monômes 

dxidx^  . . .  <fx^,,^_^(/j;2,„_i.  cL^■^dx.,  .  . .  dx^„_2fJx^„„  . . . 

(/.x,  .  . .  (/x2„^_^dx„, 

du  produit  symbolique  u'-"'-''khiidf.  En  observant  que  le  coeffi- 
cient de  dxid^nsdtit  seréduit  à  l'unité  pour  les  valeurs  a^j",  ...,x^J', 
et  que  le  coefficient  de  dx^  .  . .  dx^,,^^  n'est  pas  nul  par  hypothèse 
pour  ce  système  de  valeurs,  on  voit  que  ces  coefficients  renferment 

respectivement   les    dérivées ,  ...,  ^^  multipliées   par    un 

Dxam— 1  ^Xn  '  ' 

coefficient  qui  n'est  pas  nul  pour  les  valeurs  initiales  considérées, 

et  en  outre  des  termes  en -^  ,  .... '^ —  .  On  obtient  ainsi  un 

système  de  n  —  2/«  -|-  2  équations  que   l'on  peut  supposer   réso- 
rt à -i;^;;—^^ ,  ....  ;^  ,  les  coefficients   des   dérivées 

-^  ,  .... étant  holomorphes  pour  J7,  =x,'',  ....  x„^x„". 

?J-,  3X2m_2  r  r  1  I 

Ce  système  admet  une  intégrale  u.^,  holomorphe  dans  le  domaine 
du  point  (j:,",  ...,  a;,,")  se  réduisant  à  x^  pour  x.^„_^  =  -p*'2„_i,  ... 
x„  =  a;,,". 

Cette  intégrale  est  évidemment  dirt'érente  de  h,,  et  on  verra  de 
même  que  l'équation  symbolique 

o>^^"'-^)du^dii.,d/=  o 

peut  être  remplacée  par  un  système  complet  de  n  —  sm  -f-  3  équa- 
tions qui  admettent  une  intégrale  «3,  indépendante  de  h,  et  Mj, 
holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (Xi°,  . .  .,  x,,")  et  se  rédui- 
sant à  X3  pour 
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Il  est  clair  que  le  raisonnement  peut  se  continuer  jusqu'à  la  der- 
nière équation 

wf/wj  . .  .  du^_^clf=  o, 

qui  est  équivalente  à  un  système  complet  de  «  —  m  équations 
admeltant  une  intégrale  u„^  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
(iCj",  ...,  j:'„"),  se  réduisant  à  x^  pour  x„^^^  =  -c'^+i,  •••,  a;,,  =a!„''. 
En  résumé,  on  obtient  ainsi  un  groupe  conjugué  de  m  fonctions 
(Hj,  m.,,  ...,  «,J,  qui  sont  holomorphes  dans  le  domaine  du  point 
(x^",  ...,  J?,,"),  et  qui  se  réduisent  à  jTj,  .  .  .,  a?„,  respectivement, 
lorsqu'on  y  fait 

Nous  dirons  pour  abrég'er  que  ce  g'roupe  est  un  groupe  princi- 
pal relativement  au  système  de  valeurs  initiales  Xf°,  ...,  aï,,". 

47.  Solutions  singulières.  —  On  a  déjà  remarqué  que  l'équa- 
tion g-énérale  de  Pl'atl' peut  admettre  certaines  intégrales  auxquelles 
ne  correspondent  pas  d'intégrales  de  l'équation  ramenée  àsa  forme 
canonique  (n°  16).  Il  est  possible  maintenant  [de  voir  comment  on 
peut  définir  d'une  façon  précise  ces  intégrales  et  reconnaître  s'il  en 
existe.  Soient  w  =  o  une  équation  de  Pfaff  de  classe  2OT — i  à 
n  variables,  et  M/j  une  multiplicité  intégrale  à  /i  dimensions  de 
cette  équation.  Nous  supposerons  que  l'on  peut  trouver  sur  cette 
multiplicité  un  point  (x^",  ...,x„'')  tel  que  tous  les  coefficients 
de  M  soient  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ce  point,  et  que  tous 
les  coefficients  de  i)(2"'— 2)  ne  soient  pas  nuls  pour  ce  système  de 
valeurs.  Nous  allons  montrer  que  cette  intégrale  Mh  peut  être 
obtenue  par  la  méthode  générale  de  résolution  exposée  antérieu- 
rement (n"  15). 

On  vient  de  démontrer  en  effet  qu'il  existe  m  fonctions 
«|.,  M,,  ...,  //,„,  formant  un  groupe  conjugué  pour  l'équation  w  =o, 
holomorphes  dans  le  domaine  du  point  {Xi",  ...,  a;,,")  et  se  rédui- 
.sant  respectivement  k  Xt,  ..,  ;r„,,  quand  on  y  fait  x^^^=  ^"m+i-  •••> 
x^  =  x^.  Ces  m  fonctions  forment  évidemment  avec  a;,„^,,  ...,  a?„ 
un  système  de  n  fonctions  distinctes,  et  si  on  les  prend  pour  varia- 
bles indépendantes,  l'équation  m  =  o  devient 

(26)  w  =  UjC^Mj  -\-  . . .  -\-  \J„^du.,^=  o, 
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Up  Uj,  .  . .,  U„  iHant  des  fo[ictions  holomorphes  de  u,.  . . .,  m,„, 
^m+i'  •••'  ^,t  dans  le  domaine  du  point  h,  =  Xi",  ...,  m„,  =  x^,", 
a;„,^j  =  -x",,,,.,,  ...,  a;,,  =  a:;,,".  Le  coefficient  U,„  n'est  pas  nul  pour 
ce  sj'stème  de  valeui-s,  car  U^"  est  ée^al  au  coerficient  de  f/.r,„ 
dans  (0  ])our  les  valeurs  x,",  ...,  as,,",  d'après  la  définition  mômedes 
fonctions  h,,  ...,  (/„,,  et  par  hypothèse  ce  coefficient  n'est  pas  nul. 
Four  olilenir  toutes  les  intc^grales  de  l'équation  m  =  o  passant  au 
point  considëré,  on  peut  donc  diviser  tous  les  coefficients  par  U,„, 
ce  qui  ramèiii'  ré(|uatioii  à  la  forme  canonique 

(27)  (>,fA/,  4-   •  ■  .   +  v„^_^dii,^i  +  f/«„.  =  o, 

Dj,  v^,  ...,  t',„_i  étant  aussi  des  fonctions  holomorphes  de  a;,,  ...,  .x„ 
dans  le  domaine  du  point  (a:;/',  ...,  x^").  Les  2m  —  i  fonctions 
iii,  ...,  w,„,  o,,  i>2i  •••>  "m-i  ^°'^^  distinctes,  sans  quoi  l'équation 
ttj  =T  0  serait  de  classe  inférieure  à  2m —  i. 

Par  hypothèse,  l'intégrale  M/,  de  l'équation  «  =  o  est  représentée 
par  un  système  d'équations 

a;,  —  9,(/i fii)        ij  =1.2,  ...,  /)), 

les  n  fonctions  o,  étant  holomorphes  dans  le  domaine  d'un  système 
de  valeurs  /j",  ...,  //,**  pour  les  h  variables  ?,,  ...,  //,,  et  prenant  les 
valeurs  x^",  ...,  x,,",  pour  i^  =  t^'',  ...,  U,  z=  li,^.  En  remplaçant 
x^y  ...,  x„  par  9,,  ...,  9„  dans  les  2m  —  i  fonctions  m,-,  u/,-,  on  a  les 
équations  d'une  multiplicité  intég-rale  M'  de  l'équation  transformée. 
Imaginons  que  l'on  ait  pris  pour  variables  u^,  ...,  n^,  u^, ...,  f',„_i, 
et  n  —  2m  +  I  des  anciennes  variables  a;,,  x'„.  La  multipli- 
cité M' est  définie  par  un  certain  nombre  de  relations  entre  les 
variables  «,-,i)a.,  et  la  multiplicité  Ma  s'obtient  en  adjoigantaux  rela- 
tions précédentes  un  certain  nombre  d'autres  relations  où  fig'urenl 
les  autres  variables,  (^ette  intégrale  M/,  peut  donc  être  obtenue  |)ar 
l'application  de  la  méthode  g-éuérale  du  n°  15. 

Les  seules  intég'rales  auxquelles  ce  procédé  ne  s'applique  pas 
sont  donc  les  intégrales  (')  telles  que  lescoordonnih'x  di'  tous  Iciirx 
points  annulent  tous  les  coefficients  dé  oj*'^'"--'. 


(')  Nous  laissons  de  cùlr  les  intégrales  telles  que  l'un  .iu  moins  des  coeffi- 
■ienls  de  1,,  cesse  d'être  liolDinorphe  dans  le  voisinaçi-  de  l'un  ([ucUonquc  des 
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Nous  appellerons  intégrales  singulières  les  intégrales  de  l'équa- 
tion w  ^  o  satisfaisant  à  cette  condition. 

Pour  qu'il  existe  des  intégrales  singulières,  il  faut  donc  que  les 
équations  obtenues  enég'alantà  zéro  tous  les  coefficients  de  o)'.^"'--) 
soient  compatibles.  Si  ces  équations  n'admettent  pas  de  systèmes 
de  solutions  communes  formant  une  multiplicité  à  r  dimensions 
{r^o),  il  n'existe  pas  d'intég'rales  sing'ulières.  Si  ces  équations 
définissent  une  multiplicité,  cette  multiplicité  peut  se  décomposer 
en  plusieurs  multiplicités  analytiquement  distinctes.  Soient 

(28)  /,=o,  ...,/,  =0 

les  équations  qui  définissent  l'une  de  ces  multiplicités  M„_a.  Le 
système  (28)  étant  supposé  mis  sous  forme  normale,  on  peut  tirer 
de  ces  équations  h  des  variables,  a;,,  ...,  J"a  par  exemple  en  fonc- 
tion des  n  —  h  autres  variables,  et  en  remplaçant  j:;^,  ...,  Xk  par 
leurs  expressions  dans  l'équation  proposée,  on  sera  conduit  à  une 
nouvelle  équation  de  PfafF  wj  =  o  à /;  —  A  variables,  dont  toute 
intég'rale  fournira  une  intégrale  sing'ulière  de  l'équation  proposée. 
Cette  équation  w,  ^  o  peut  avoir  elle-même  des  intég'rales  sin§;u- 
lières,  que  l'on  recherchera  de  la  même  façon.  Il  est  clair  que  cette 
suite  d'opérations  aura  un  terme,  puisque  le  nombre  des  variables 
va  en  diminuant  quand  on  passe  d'une  équation  de  Pfaff  à  la  sui- 
vante. 

Remarque.  —  Il  pourrait  se  faire  que  l'équation  m  =  0  admette  des 
intégrales  singulières,  telles  que  les  coordonnées  de  tous  leurs  points 
vérifient  non  seulement  les  relations  (28),  mais  au.ssi  celles  que  l'on 
obtient  en  égalant  à  zéro  tous  les  jacobiens  des /i  fonctions /i,  . .  .,fh, 
par  rapport  à  h  quelconques  des  variables  .v,,  J?,,  ...,  a?a.  En  adjoignant 
aux  relations  (28)  ces  nouvelles  équations,  on  obtiendra  un  nouveau 
système  que  l'on  étudiera  comme  le  premier,  s'il  est  compatible,  et 
ainsi  de  suite. 

points  de  cette  intégrale.  Par  exemple  l'équation 


w  —  xdx  -\-  ydij  -\-  VI  —  ,r-  —  j/'rfr  rr  0 

admet  des  intégrales  à  deux  dimensions  qui  sont  des  sphères  de  rayon  un 
ayant  leur  centre  sur  or.  Elle  admet  en  outre  pour  intégrales  le  cylindre 
j;*  -)-  y'  =:  I,  et  toutes  les  courbes  de  ce  cylindre. 
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E.\EMPLKS  :  lo  Soil  l'équalion  (Je  l'IafT 

w  =  .rjf/.t'i  +  JCidXî  +  Xidœ^  +  .Vida-^  =  o  ; 
on  a 

w'  =  dx^dx-,  +  dxidx^, 
■■>'"  =:  —  (oj')'  =  —  dxidx^dxidXi, 
&)■>■■  =  —  Xidxidx^dxjdx^dx^, 

r,)^'   =    O, 

Un  a  ici///  ^  3,  r.)(2'n-2)  =  '^jiv.  Toute  intégrale  singulière  doit  appar- 
tenir à  la  multiplicité  a?j  =  o.  En  tenant  compte  de  celle  relation, 
l'équation  proposée  se  réduit  à 

x^dxi  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  est  Xi  ;=.  a,  et  qui  admet  aussi  une  intégrale 
singulière  .rj  =:  o  L'équation  proposée  admet  donc  des  intégrales  sin- 
gulières à  /rois  dijiiensions,  représentées  par  l'un  des  systèmes  d'équa- 
tions 

(a)  X,  =  X3  =  O,  (|3)  X,  =  o,  3-2  =  o, 

où  a  est  une  constante  arbitraire.  Toute  multiplicité  à  une  ou  deux 
dimensions  située  sur  une  des  multiplicités  |>récédentes  est  aussi  une 
intégrale  singulière 

20  Considérons  ré(]uation  non  comp/è/ement  in/rijraùle 

'.)  =:  Aidxi  -\-  Aidx-2  +  AjrfoJs  =  0, 

où  Al,  Ao,  A3  sont  des  fonctions  de  Xi,  Xn,  X3. 
Dans  ce  cas  m  =  2,  et  l'on  a 

U2n>-1^  =."=..,.,  =  [  A  JIA^-'-^) 
L       Vxs       3a?2/ 

+  aJI^-'Ai\  +  a,  (^  -  ^^)  1  dx,lx.dx, . 
Toute  intégrale  singulière  doit  satisfaire  à  l'équation 

■"  Vdj-3      ^xt)  W,      :>xj  \:>X2      :>xj 

qui,  par  hypothèse,  n'est  pas  vérifiée  identiquement.  Si  les  variables 
figurent  dans  cette  relation,  on  pourra  exprimer  l'une  des  variables  au 
moyen  des  deux  autres  et,  en  portant  dans  l'équation  '.1=  o,  on  obtient 
en  général  une  équation  de  PfaB'à  deux  variables.  L'équation  proposée 
admet  donc  en  général  une  infinité  de  solutions  singulières  à  une 
dimension. 
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Prenons  par  exemple  (') 

',)  —  Xt{i  —  Xi-  —  .r/jf/j-,  +  XiXrdxt  +  x-ihlx^  =  o  ; 
la  condition  (ar,)  est  ici 

2a3iX2-3"3{.X'i*  +  Xa^  -j-  ^s^  —  i)  =  o. 

Cette  é(|ualioQ  se  décompose  en  quatre  autres  et,  en  traitant  séparé- 
ment chacune  d'elles,  on  obtient  trois  familles  d'intégrales  sing-ulières 
à  une  dimension 

(k)  Xi  •=  o,  x^-  +  .ï»'  =  «, 

(,3)  0^2  =  o,  2oC|2  —  x\'*  +  ^-3'  =  a. 

{'/)  Xs  =  o,  Xi  =  a, 

o  étant  une   constante   arbitraire,  et    une  intégrale   singulière  à  deux 
dimensions 

(S)  X,'    +  X2^  +  .T32  _    , 

48.  Intégrales  appartenante  une  multiplicité  donnée. — 
La  détermination  des  solutions  singulières,  de  même  que  l'inté- 
i^ration  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  (n»**  18,  20)  conduisent  à  rechercher  les  intégrales  d'une 
équation  de  Pfaft'  appartenant  à  une  multiplicité  donnée,  c'est-à- 
dire  telles  que  les  coordonnées  de  tous  leurs  points  vérifient  un 
système  donné  de  h  relations  distinctes  du  premier  ordre 

(3o)  /,{Xi,X.2,...,Xn)  —  0,fi  —  0,...,fh  —  0. 

Ainsi  qu'on  l'a  déjà  indiqué  au  numéro  précédent,  ce  problème 
se  ramène  au  problème  général.  Les  équations  (3o)  étant  mises 
sous  forme  normale,  si  l'on  tire  de  ces  /;  équations  les  expressions 
de  h  des  variables  au  moyen  des  n  —  /;  autres  variables,  et  qu'on 
les  porte  dans  r,>  =  o,  on  a  une  nouvelle  équation  de  Pfaff  w,  =  o 
à 71  —  A  variables.  On  peut  déterminer  n  priori  la  classe  de  la 
nouvelle  équation  de  Pfaff  au  moyeu  du  lemme  suivant. 

Soil  p  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que  tous  les  coefficients 
du  produit  symbolique  uWdfi  ...  d/i,  soient  nuls  en  tenant  compte 
des  relations  [3o)  elles-mêmes.  Ce  nombre  p  est  éqal  à  la  classe 
de  la  forme  de  Pfaff  wi  déduite  de  <•>  par  la  substitution  précé- 
dente . 

(')  Cartan,  ioc.  cil.,  p.  2S2. 
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Imui^inons  en  etl'el  que  l'on  prenne  un  nouveau  système  de 
variables  {y,,  ...,  i/„)  tel  que  y,,  ...,  y/i  soient  identiques  ù 
/',,  . . .,//,  ;  on  peut  toujours  faire  un  changement  de  variables  de 
cette  espèce  en  considérant  un  système  de  valeurs  (Xi°,  ...,  x„'') 
satisfaisant   aux    relations  (3o),  et   tel   que  toutes    les    fonctions 

/'i //,    soient    holomorphes  dans    le   voisinage  de    ce    sy.s- 

lome,  sans  que  tous  les  jacobiens  des  h  fonctions  J\,  ...,/'h  par 
rapport  à  /(  quelconques  des  variables  j;;  soient  nuls  pour  les 
valeurs  xi  ==  a;,".  Si  l'on  pose  y,  =J\, ...,  yn  =/ii,  on  peut  tirer  en 
effet  de  ces  h  équations  les  expressions  de  h  des  variables  Xi  au 
moyen  de  y,,  ...,  yh  et  des  n —  /;  autres  variables  Xi,  et  ces  expres- 
sions seront  des  fonctions  holomorphes  dans  le  voisinage  du  sys- 
tème de  valeurs  correspondantes  des  nouvelles  variables.  Toute 
fonction  holomorphe  de  .ri,  ...,  .r„,  dans  le  domaine  du  point 
(,rj",  ...,  j;,,"),  se  change  en  une  fonction  holomorphe  des  nouvelles 
variables  dans  un  autre  domaine,  et  la  forme  oj  est  remplacée  par 
une  nouvelle  forme 

(3i)      ro  =  Bif/(/,  +  ...  +  Bhdyi,  +  Bh+idyk+i  +  ...  +  Bndy„, 

B,,  ...,  B„  étant  des  fonctions  des  nouvelles  variables.  La  forme 
'.),  déduite  de  w  par  la  substitution  dont  il  s'agit  est  identique  à  la 
forme  n„ 

v,„  =  B''hMidyh+i  +  ...  +  B„<'dy„. 

déduite  de  m,  en  remplaçant //,,  ...,  y/,,  dy^,  ...,  dyii  par  zéro,  avec 
le  nouveau  système  de  variables.  Il  est  à  peu  près  évident  que  u'^se 
déduit  de  ct'  par  la  même  substitution.  En  effet,  si  dans  la  forme  ra' 

d'  =  c?B,c?y,  +  . .  .  +  dBhdyn  +  dB/,-i-\dy/,^.i  +  ...  +  dB„dyn 
on    fait   y,  =z  y,=  ...  ///,  =  f/y,  =  . . .  =  dy/i  ==:  o,    il    reste    la 
forme 


2(|5gi)>V...... 


l'indice  o  indiquant  que  l'on  remplace  y^,  ...,  yi,  par  zéro  après 
différcntiation.  Mais  on  a  aussi 

/5Ba+£\    _3BVk 


192  LKÇONS    SUR   LE    PROBLÈME    DE    PFAFF. 

car  il  revient  évidemment  au  même  de  remplacer  y(,  ...,///,  par 
zéro  avant  ou  après  la  difl'érentiation.  La  forme  obtenue  est  donc 
identique  à  la  forme  dérivée  de  cjo, 

Les  formes  dérivées  successives  de  m  se  déduisant  de  m  et  de  ct' 
par  des  multiplications  symboliques,  il  est  clair  que  la  forme 
no*/''  se  déduira  de  n*/''  en  remplaçant  dans  celle-ci  les  varia- 
bles y^,  ...,  ijh  et  leurs  ditl'érentielles  par  zéro,  quel  que  soit />. 

D'autre  part,  le  produit  «(/'If//",...  rf/),  se  transforme  en  u^P^dy^...dyh 
par  le  chang'ement  de  variables  effectué  plus  haut.  Il  est  clair  que 
si  l'on  remplace  y^.  ■..,  yn  par  zéro  dans  tous  les  coefficients  de  ce 
produit  symbolique,  il  se  réduira,  en  tenant  compte  des  produits 
partiels  nuls,  à 

ro(,'/')f/(/i  .  .  .  dyi,. 

Ce  produit  est  donc  nul  si  p  est  égal  ou  supérieur  à  la  classe 
de  5Iq,  et  dans  ce  cas  seulement,  ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 
Remarquons  que  l'abaissement  de  la  classe  quand  on  passe 
de  ra  à  cj„  peut  être  supérieur  à  a/i  (Cf.  n"  43).  Si  par  exemple  on 
fait  Xi-=  o  dans  la  forme  x^m,  la  classe  s'abaisse  de  c  unités,  si 
cette  forme  est  de  classe  c. 

Nous  pouvons  dire  encore,  en  nous  reportant  aux  résultats  du 
n"  46  que  si  m  est  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que  a''^"'^d/^ ...  dfh 
ait  tous  ces  coefficients  nuls  en  tenant  compte  des  relations  (3o) 
elles-mêmes,  l'éc/uation  a  =^  a  est  remplacée  par  une  équation  de 
Pfaff  de  classe  zm  —  i  quand  on  y  fait  la  substitution  précé- 
dente. 

Pour  ramener  à  une  forme  canonique  cette  nouvelle  équation, 
qui  s'écrit  ctq  ^  o  avec  les  variables  ^/j-f-i,  .  .,  (/«,  on  a  rechercher 
une  intégrale  particulière  de  m  systèmes  complets  successifs.  En 
se  reportant  aux  résultats  précédents  (n°  46),  on  peut  écrire  ces 
systèmes  complets  avant  tout  changement  de  variables.  En  effet, 
on  voit  aisément,  en  reprenant  le  raisonnement  de  tout  à  l'heure, 
que  si  tous  les  coefficients  du  produit  symbolique 

^^im-'mdf  . . .  dfhdfh+i  ...dfh 
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sont  nuls  en  teiiaiil  comiite  des  reli(tii)iis  ('Ao),  lus  A'  —  /t  l'onctions 
/À-fi,  . ..,/';;  formeiil  un  i;ioM[)e  conjugué  pour  la  nouvelle  équa- 
tion, et  réciproquemont.  On  aura  donc  à  chercher  successivement 
une  intégraleyÀ+i  du  système  obtenu  en  éj;^alant  h  zéro  tous  les 
coet'Hcients  du  produit  cuP'»— 2)f//'',  . .  .  dfhdj\  puis  une  inté- 
gTaley/,-(-2  du  système  obtenu  en  égalant  à  zéro  tous  les  coefficients 
de  u(-"'— i)rf/',  .  . .  dfiij^idf,  ...,  et  enfin  une  intégrale  yÀ+m  du 
système  obtenu  en  égalant  à  zéro  tous  les  coefficients  du  produit 
(>>dj\  . . .  dj'h+m-idj,  \es  variables  étant  supposées  liées  par  les 
relations  (3o).  Si  l'on  choisit  ces  m  fonctions y/i+i,  .  .  .,J'/i-\-m  de 
façon  qu'elles  soient  indépendantes,  même  en  tenant  compte  des 
relations  (3o),  l'équation  w  =  o  prendra  la  forme  canonii[ue 

0,f///,  +  l    +    ...,    +   <f,„d//,M„,z=  G, 

quand  ou  ferayj  =:  o,  ■■.,J'h  ==  o  après  la  transformation. 

On  peut  encore  distinguer  les  solutions  générales  du  problème  et  les 
solutions  singulières.  Le  nombre  m  étant  défini  comme  on  vient  de  le 
dire,  une  intégrale  fait  partie  de  l'intégrale  générale  si  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  celle  intégrale  n'annulent  pas  tous  les  coeffi- 
cients de  ui^'-">--idfi  .  .  .  dfh.  Soient  (xi",  ...,  Xn")  les  coordonnées  d'un 
point  satisfaisant  aux  équations  (3o)  et  n'annulant  pas  tous  les  coeffi- 
cients de  wP'»-2|f//',  .  ..  (lf)i.  Il  est  clair  que  ces  coordonnées  n'annu- 
lent pas  non  plus  tous  les  coefficients  du  produit  dj\  ...  dfh,  c'est-à- 
dire  tous  les  jacobiens  des  /(  fonctions  /i,  ...,fh  par  rapport  à  A 
quelconques  des  variables  J3|,  ...,  Xn.  On  peut  donc  faire  le  change- 
ment de  variables  indiqué  plus  haut  et,  en  poursuivant  le  raisonne- 
ment comme  au  ii"  47,  ou  verra  facilement  que  toute  intégrale  de 
l'équation  '•>  ^  o  passant  au  point  (.ri",  ...,  .Vn")  et  vérifiant  les  A  rela- 
tions (3o)  correspond  à  une  Intégrale  non  singulière  de  la  nouvelle 
équation  de  Pfaff. 

Les  intégrales  singulières  sont  celles  qui  annulent  tous  les  coefficients 
de  oiCim -%dfi  ...  dfh.  On  les  déteplîiine, comme  plus  haut,  en  adjoignant 
aux  relations  (3o)  celles  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  tous  les  coeffi- 
cients de  oj('J"i— îtf/y,  . . .  dfh,  ce  qui  conduit  à  un  nouveau  problème  de 
même  nature  ([ue  le  premier. 

49.  Intégrales  à  un  nombre  donné  de  dimensions.  — 
L'intégration  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  à  une   seule   fonction   inconnue  conduit  à  un  pro- 
blème plus  particulier,  qui  revient   à   déterminer   les   intégrales 
G.  Leçons.  13 
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d'une  équation  de  Pl'atï,  situées  sur  une  multiplicité  donnée,  et 
ayant  un  nombre  donné  lia  dimensions. 

Ce  problème  peut  évidemment  être  formulé  ainsi  :  Ti'ouoer  les 
intéijrales  d'une  équation  de  PJcff  définies  par  un  système  de 
r  équations,  parmi  lesquelles  h  relations  (li  <;  r)  sont  données  à 
Vavance. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  à  l'avance  si  ce  problème  admet  des 
solutions  au  moyen  des  deux  lemmes  suivants. 

Lemme  A.  —  Si  une  intégrale  d'une  équation  de  PJaJf  est 
définie  par  un  système  de  r  relations,  les  roordonitées  d'un 
point  quelconque  de  cette  intégrale  annulent  tous  les  coefficients 
de  «('2'-). 

Cette  propriété  étant  indépendante  des  variables  au  moyen  des- 
quelles on  exprime  la  l'orme  m,  nous  supposerons  qu'on  a  pris  un 
système  de  variables  ,r,,  ...,  x,,,  tel  que  l'intégrEilé  en  question 
]M„_r  soit  définie  par  les  /'  relations 

(82)  uT,  =  O,   ...,  ^Z-r  =  0. 

Les  coefficients  Ar+i,  ...,  A;,  de  la  forme 

w  =  Ajf/.rj  +    .  .  .  +  ArdXr  +  Ar+\dXr+l  +    .  . .    +  A„d.x^ 

doivent  donc  s'annuler  quand  on  y  l'ait  x^  =  o,  ...,  x,-  =:  0.  Dans 
la  forme  dérivée 

w'  =  dA^dXi  +   •  •  •   +  dAr^ldXr+i  +    ■  •  .    +  dAndXn, 

toutes  les   dérivées -^-^-3:^  sont  nulles  aussi   pour   i  ~>  o,    i  ~>o, 

:>.rr+j  '  ^        J  ^     , 

quand  on  y  remplace  Xi,  ■..,Xr  par  zéro,  de  sorte  que  lecoefficient 
de  dxr-^-idxr^j  est  nul  pour  ce  système  de  valeurs. 

11  s'ensuit  que  si  l'on  ne  conserve,  dans  chacun  des  r  +  i  fac. 
teurs  du  produit 

,o(2'-)  =  l, .(„/)'■, 

que  les  termes  dont  les  coefficients  ne  sont  pas  nuls  pour 
,T|  =  o,  ....  j",.  =  o,  chacun  de  ces  termes  contiendra  au  moins 
l'une  des  différentielles  rfa^j,  ...,  dxr-  Comme  il  y  a  plus  de  facteurs 
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quelle  tlillérentielles,  tous  los  coeflicioiits  du  produit  syinboliqiu- 
sont  certainement  nuls,  quaud  on  y  t'ait  ,e,  =  o,  ...,  œr  =  o.  Le 
raisonnement  prouve  qu'il  en  est  de  même  pour  toutes  les  formes 
dérivées    suivantes  (o(-''M  '),  6)(2''+2),  , .  . 

Lemnie  B.  —  Si  una  intégrale  d'une  équation  de  Pfajf  t,i:=.  a 
est  définie  par  un  système  de  r  relations  parmi  lesquelles  h  rela- 
tions sont  données  à  i  avance  fi  =  o,  ...,fh  =  o,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  cette  intégrale  annulent  tous  les  coeffi- 
cients du  produit  symbolique  w'"''--'')(//,  . . .  dfk- 

Nous  pouvons,  comme  tout  à  l'iieure,  supposer  la  multiplicité 
Mn— r  définie  par  les  /■  relations  (82),  _/',,  ■.•,fh  étant  précisément 
j?!,  ...,  Xh  elles-mêmes.  La  forme  symbolique  wi-r— 2A)  est  de  deg'ré 
■2r  —  7.I1  +  I.  et  tous  les  termes  de  cette  forme  qui  ne  sont  pas  nuls 
pour  jï,  =0,  ....  X,  —  o  contiennent  au  moins  r  —  A  +  i  des  ditl'é- 
rentielies  dxu  ■■■,  dxr,  et  par  conséquent  l'une  au  moins  des  diffé- 
rentielles dxi,  ...,  dxh-  Le  produit  w*^'— 2'i)f/j",  . . .  dx/,  a  donctous 
ses  termes  nuls,  en  tenant  compte  des  relations  (Sa),  et  il  en  est  de 
même  des  produits 

r„l2r-il,+\)(ljr.^   .  .  .    dXh.         «|->-'^''  +  2'f/x,    .  .  .    dXh,    .  .  . 

Le  p'remier  lemme  est  évidemment  un  cas  particulier  du  secoud, 
obtenu  en  supposant  h  =  o. 

Le  même  raisonnement  prouve  que,  si  tous  les  coefficients  du 
produit  Mdf  .  .  .  dfrsoul  nuls  en  tenant  compte  des  équations 

/,  =  0, ...,/;.  =  0, 

ces  équationsdéfinissent  une  intégrale  de  «  =  o. 

Cela  étant,  pour  avoir  les  intégrales  de  l'équation  «  =  0  définies 
par  un  système  de  r  relations  entre  les  variables,  parmi  les- 
quelles h  relations  sont  données  à  l'avance, 

(33)         f{xi x„)  =  0,    y;  =  o //,  =  o, 

on  formera  le  produit  symbolique 

"<-^--"v//,  .  .  .  df., 
et  on  éaraleraàzéro  tous  les  coefficients.  On  obtiendra  ainsi  uncer- 
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tain  Qombre  de  relations  (jui  doivent  être  vériHées  par  les  coordon- 
nées de  tous  les  points  des  multiplicités  cherchées. 

En  adjoignant  ces  relations  aux  précédentes  (33),  on  obtient  un 
système  de  h'  ^  h  relations  distinctes.  Si  /*'  est  supérieur  à  r,  ou 
si  ces  11'  relations  sont  incompatibles,  le  problème  n'admet  pas  de 
solutions.  Si  h'  -^  /',  ou  opérera  sur  ce  nouveau  système  comme 
sur  le  précédent,  et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  cette  façon,  on 
constatera  l'impossibilité  du  problème,  ou  bien  on*  arrivera  à  un 
système  de  k  équations  distinctes  {k  ^  r), 

(34)  y;  =  o,  .. .,//.  =  o, 

comprenant  les  équations  données  (33),  telles  que  le  produit  sym- 
bolique wt^r— 2/i)(/^j  .  .  .  f/^/^,  ait  tous  ses  coefficients  nuls,  en  tenant 
compte  de  ces  relations  elles-mêmes. 

Si  A:  =  r,  les  équations  (34)  définissent  une  multiplicité  inté- 
grale, satisfaisant  aux  conditions  du  problème. 

Supposons  k  <^  /",  et  soit  m  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que 
tous  les  coefficients  du  produit  symbolique 

rJ^"'>dJ\d/,    .  .  .    d/k 

soient  nuls,  en  tenant  compte  des  relations  (34)  ;  ce  nombre  m  est 
par  hypothèse  au  plus  égal  à  /■  —  k.  On  a  vu  au  paragraphe  pré- 
cédent que  la  recherche  des  intégrales  de  l'équation  w  =  o,  situées 
sur  la  multiplicité  définie  par  les  équations  (34),  se  ramène  à  la 
résolution  d'une  équation  de  Pfaff  de  classe  2/11  —  i.  Les  intégra- 
les non  singulières  de  cette  équation  sont  définies  par  un  ou  plu- 
sieurs systèmes  de  m  relations,  auxquelles  on  peut  adjoindre  de  nou- 
velles relations  choisies  arbitrairement.  Si  l'on  adjoint  à  l'un  de  ces 
systèmes  de  «(relations  les  k  équations  (34),  on  a  un  système  de 
m  +  k -^  r  relations  définissant  une  intégrale  de  l'équation  to^  o, 
et  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  intégrale  véri- 
fient m  +  A'  relations,  parmi  lesquelles  sont  les  k  relations  (34). 
Si  //(  +  A'  <;  r,  il  suffira  de  leur  adjoindre  r  —  (m  +  A")  relations 
choisies  arbitrairement,  pour  avoir  une  intégrale  satisfaisant  au.x 
conditions  voulues,  et  il  est  clair  qu'on  les  obtiendra  toutes  de  cette 
fa(;on. 

La  inétliode  s'appli(|ue  en   particulier  pour  A' ^  o,  et  permet  de 
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(IiUcriniripr  toutes  les  intég'rales  de  w  =  o  inii  sont  définies  par  un 
nomiiro  doiiiii''  /■  de  reliitions  distinctes,  c'est-à-dire  toutes  les  inté- 
grales à  un  nombre  déiciniiiié  de  dimensions. 
Re.maroi'e.  ■ —  L'é(juution 

(3,ï)  m'2'-.'/o,//;  ...,//),  =  o 

entraîne  d'autres  relations  de  même  forme  où  ne  Hefurent 
(ju'une  ou  deux  des  t'onctionsy,,  ...,/'/,.  Supposons,  on  etVet,  qu'il 
existe  une  intégrale  définie  par  r  relations  seulement,  parmi  les- 
quelles la  relationyi=  o.  Il  résulte  du  lemme  B  que  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  cette  intégrale  annulent  tous  les 
coefficients  du  produit  (o(2''-2)f//'/.  De  même  s'il  existe  une  intégrale 
définie  par  r  relations,  parmi  lesquelles  les  deux  relationsy,- =  o, 
fj=:o,  le  même  lemme  prouve  que  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  cette  intégrale  annulent  tous  les  coefficients  des 
produits  <o(2'-4)f//,f//;-,  mi"-'--3)dfi(//j. 

II  s'ensuit  que  la  relation  (35)  entraîne  les  relations  suivantes 
l  (o(->-2)o'/:-  =  o, 

(m 

^    '      (  „.'2'--3)f//;f/y  =  o,    o)(5'-iv//'^//;  =  o    {i,j=\.i...h), 

toujours  en  tenant  compte  des  relationsy,-  =  o  elles-mêmes. 

Inversement,  sous  des  hypothèses  très  générales,  les  rela- 
tions (36),  ou  un  certain  nombre  d'entre  elles,  peuvent  remplacer 
l'équation  (35),  et  M.  Cartaiiena  déduit  une  nouvelle  méthode  de 
résolution  du  prol)lème  qui  est  très  analogue  aux  méthodes  expo- 
sées plus  haut  (n<*  43-46)  pour  la  formation  d'un  groupe  conju- 
gué ou  semi-conjngué. 

Nous  renverrons  à  son  Mémoire  |)our  les  détailsdecettemélhode, 
ainsi  que  pour  la  recherche  des  solutions  sin^'ulières. 

50.  Application  aux  équations  aux  dérivées  partielles. 

—  Rc[)ronons  le  prolilènie  de  l'intéifralion  d'un  svslème  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles 

\  /'2(.r,,  .7-,, r,„  r  ;  />,,  ...,  /)„)  =  o, 

(3?)  j" 

(  fh{x^,  ar-.j,  ...,  x,^,  z  ;  p^,  ...,  p„)  =  o, 
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ou  le  problème  écjuivalenl  qui  consiste  à  déterminer,  dans  l'espace 
à  2«  +  I  dimensions,  une  intée;Tale  à  n  dimensions  de  l'équatiou  de 
Pfaff 

(38)  a  =  dz  —  p^dx^  —  ...  —  P,/l-^n  =  o, 

dont  tous  les  éléments  vériKent  les  /(  relations  données  (87).  C'est 
un  cas  particulier  du  problème  étudié  au  paragraphe  précédent,  et 
dans  le  cas  actuel  le  nombre  r  est  ég-al  à  «  +  1 .  D'après  la  remar- 
que qui  termine  ce  paragraphe,  nous  pouvons  adjoindre  aux  rela- 
tions (3o)  celles  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  tous  les  coeffi- 
cients des  produits  symboliques 

^y&r-%dfi,  (0(2''-4)r//;(//;  ;  (/.y  =  1 ,  2,   .. .,  «)  ; 

ici  r  =  «  +  I,  w(^''-2)  =  0)  l'2">  est  de  degré  in  +  i,  et  le  jiroduit 
„>(ir-%(lj'  est  identiquement  nul,  quelle  que  soit  la  fonction/. 
Quant  au  produit  (.^^''-'^klfidfj,  ou  '•''•'^"~-'>dfidfj,  qui  a  été  calculé 
plus  haut  (n"  42),  il  ne  contient  qu'un  seul  terme 

et  nous  voj'ons  que  (ous  les  éléments  des  intégrales  cherchées 
doivent  satisfaire  aux  relations 

(39)  [,A/;]  =  o.  (/,y  =  i,2.  ...  «); 

c'est  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  systèmes  en  involu- 
tion  (Leçons,  n°  58). 

La  méthode  d'intégration  de  Jacobi  se  rattache  aussi  très  facile- 
ment aux  méthodes  d'intégration  d'une  équation  de  Pfafï,  qui  ont 
été  exposées  dans  ce  Chapitre. 

Les  raisonnements  du  numéro  précédent,  appliqués  au  cas 
actuel,  prouvent  que  l'on  peut  toujours  ramener  l'intégration  du 
système  (87)  à  l'intégration  d'un  système  en  involution,  si  l'on  ne 
constate  pas  l'impossibilité  du  problème  ;  ces  raisonnements  ne 
diffèrent  pas  d'ailleurs  de  ceux  du  n°  58.  Supposons  donc  que  les 
équations  (87)  forment  un  système  en  involution,  c'est-à-dire  que 
les  équations  (3g)  soient  des  conséquences  algébriques  des  rela- 
tions (87).  Nous  pouvons  môme  supposer  que  l'on  a  mis  les 
équations  (87)  sous  une  forme  telle  que  les  conditions  \fi.ff  =  o 
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soient  des  identités.  La  classe  c  de  w  étant  2/?  +  i»  Ifs  Ii  fonctions 
/i,  ...,,/)/  vériflont  donc  les  relations 

,oic-ih/fi  ==  0,        ax^-^k/ficf/j  =  0,      (/,  y  =  1 ,  2 ,  . . . ,  «), 

et  par  suite  ces  /«  t'onctions  forment  un  groupe  conjugué  ou  semi- 
conjug'ué  par  rapport  à  w  (n»46).  <  *n  peut  alors  déterminer  un 
groupe  semi-conjuçué  de  n  +  i  foniHionsj  comprenant  les  fonc- 
tionsy,,/!;,  ...,y/,.  Pour  cela,  on  cherche  d'abord  une  intég:rale 
Jh+i,  indépendante  de /j,  ...,/h,  du  système 

o>ic-i)(/f=  o,  o>''-3)((/\(/fz=  0 w('-3i,//;,r//'=  o  ; 

la  première  équation  est  vérifiée  d'elle-même,  et  ce  système  se 
réduit  à 

[./;,/]  =  0,  ...  f.A,/]  =  o. 

On  a  ensuite  à  chercher   une   intégrale  fh+i,  indépendante    de 
./i>  ■■■ifh+\  au  nouveau  système 

[y;,/]  =  o,  . . .  [jhf]  =  o,      [//,+!,/]  =  o, 

et  ainsi  de  suite.  Ayant  ainsi  déterminé  un  système  de  n  +  i  fonc- 
tions distinctesyj,  ...,fh,  ...,fn-\-i  en  involution,  ces  n  -\-  i  fonc- 
tions forment  un  groupe  setTli-conjuçué  pour  l'eipression  o),  que 
l'on  peut  par  conséquent  mettre  sous  la  forme 

<^  =  'fi^//i  +  ■  •  •   +  'îi.rifh  -1-  .  .  .    +  9„-i-ir//„+i. 

Les  équations 

y,  =  o,   ...,fh  =  0,f/,  +  i  =  rt/,+1,  --.//i+l  =  an-i-i, 

où  ah+\,  ■•■■,  f'n+i  sont  des  constantes  arbitraires,  donnent  donc 
une  solutiod  du  problêliie.  C'est  une  intégrale  complète,  et  la 
méthode  précédebte  est  identique  à  la  méthode  de  Jacobi  g'énéra- 
lisée  par  Mayer.  Toutes  les  autres  intégrales  se  déduiraient  de 
même  des  solutions  de  l'équation  de  Pfatt' 

Oh-\-idfh  ^1  +   ...   -I-  'i«-|-ic//;,+i  =  o 

définies  par  n  -f-  i  —  /(  relations,  ce  qui  conduit  précisément  à  des 
résultats  déjà  exposés  {Leçons^  n»  51). 

Dans  le  cas  particulier  où  /'p  ■•••/h  ne  renferment  pas  z  e.\pli- 
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citement,  les  crochets  [fi,fj]  se  réduisent  aux  parenthèses  [fi,J'j)< 
et  la  méthode  peut  être  simplifiée  de  façon  à  retrouver  la  méthode 
môme  de  Jacobi. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  /;  fonctions  distinctes /"j,  ...,  /},, 
indépendantes  de  ;•,  telles  que  les  parenthèses  (y,, ^O  soit  nulles 
identiquement.  La  variable  z  ne  fig-ure  pas  dans  les  coefficients 
des  équations  du  système  complet 

[/i,/]  =  o,...,  [.A,/]=o 
qui  déterminent/À+i.  Si  l'on  adjoint  à  ces  équations  la  relation 
_^=  o,  on  obtient  un  nouveau  système  complet 

(,A,/)=o,  ...,(//,./)  =  o 

pour  déterminer  une  fonction /' des  2«  variables  xi,  ph- 

La  même  remarque  s'appliquant  aux  systèmes  suivants,  on  peut 
donc  déterminer  de  proche  en  proche  n  fonctions  distinctes 
/■j,  .■.,/h,  •■■,fn,  ne  renfermant  pas  s,  et  telles  que  toutes  les 
parenthèses  {fi,fj)  {i,j  =  i,  2,  ....  n)  soient  nulles.  Ces  n  fonc- 
tions forment  un  groupe  conjug'ué  par  rapport  à  la  forme  w,  car  la 

relation  a)(f-2)f//'=  o  se  réduit  dans  ce  cas  à -•'- =  o  (n°  43).  Si 
donc  on  prend  pour  nouvelles  variables 

(fj,  ...,  9„  étant  n  fonctions  convenablement  choisies  indépendan- 
tes de  z,  formant  avecy^,  ...,  f,^  un  système  de  zn  fonctions 
distinctes   des  variables  xi,  pu-,  on  sait  que  w  prendra  la  forme 

w  =f/r  +  r^.r//;  +   .  .  .  +  <indfn  +  f//;+i> 

/„4-i  étant  une  fonction  des  variables  {xi,  p/c)  qui  se  détermine  par 
une  quadrature  (n»  43).  On  aura  donc  dans  ce  cas  une  intégrale 
complète 

/;=  o,  ...,//,  =  0,/A  +  i  =  aA+l,  ■■■,,/n  =««,      Z=fn  +  l  +  fl„+l, 

qui  s'obtient  par  une  quadrature,  quand  on  a  déterminé/'/,-(_i,  ...,/',,. 
(lette  méthode  n'est  pas  distincte  au  fond  de  la  méthode  môme  de 
Jacobi.  Supposons  en  efl'et,  afin  de  nous  placer  dans  le  cas  consi- 
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déié  par  Jacolii,  aue  le  iacobien        ■'''  ""  '^       ne  soit  pas  nul  pour 
'    1  J  Q^p^^  ...,  pn)  '  ' 

tous    les  systèmes  de    valeurs  qui  annulent /"j,  ...,/'/,.  Imaginons 

que  l'on  prenne  pour  variables  s-,  .2;i,  ...,  .r,,  ety,  ==,/',  ,...,  ,'/„=/,; 

il  faut  pour  cela  résoudre  les  n  équations 

par  rapport  à /9j,  ..., /j,j  et  porter  les  expressions  ainsi  obtenues 
dans  (0,  ce  qui  conduit  à  une  nouvelle  expression  de  cette  forme 

y„+i  étant  une  fonction  de  x^,  ...,  j"„,  y,,  ...,  i/„.  Si  l'on  regarde 
dans  l'identité  précédente  y,,  ...,  y„  comme  des  paramètres,  la 
fonction y„^,,  considérée  comme  fonction  des  seules  variables 
Xi,  ...,  a;,,  a  évidemment  pour  différentielle  totale 

dfn+i  =  Pldx^  +  .  . .  +  p„dx,^, 
/;,,  ...,  /)„  étant  les  fonctions  des  variables  x^,  ...,  x^  et  des  para- 
mètres //,,  ...,  y,,  déduites  des  relations  (4o) 

51.  Application  aux  transformations  de  contact.  —  Les 

théorèmes  classiques  {Leçons,  n<"  75  et  suivants)  se  déduisent  très 
facilement  des  propriétés  d'invariance  des  formes  dérivées  et  des 
produits  symboliques.  Soient  Z,  Xj,  ...,  X„,  P,,  ...,  P„  un  système 
de  2«  +  I  fonctions  des  2/1  +  i  variables  s.x^,  ...,  x„,  p^,  ...,  p„, 
telles  que  l'on  ait  identiquement 

(4i)     f/Z  —  P^f/X,— ...  —  P,//X„  =  p{dz  —p^dx^  —  ...—pJx„), 

p  étant  une  fonction  non  identiquement  nulle  des  variables 
-,  Xi,  ph.  L'identité  précédente  peut  s'écrire 

(42)  fi  =  p-, 

en  posant 

li  =  r/Z  —  P,f/X,  —  ...  —  P„</X,„ 

w  =^  (Iz  —  Pidx^  —  ...  —  Pndx,,  ; 

de  sorte  que  la  forme  de  Pfaff"  a  se  change  en  pw,  quand  on  y  rem- 
place les  variables  Z,  X;,  P/,-  par  leurs  expressions  au  moyen  des 
variables,  s,  Xi,  pk. 
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De  la  relatioQ  (42)  on  déduit 
11'  =  p<o'  +  r/pXw, 

(il')"  =  (poj'  +  (/pw)"=  p«(w')"  4-   n(pw')'-lrfpXw, 

{a'')"!:i  =  p''+'(6j')"w. 
On  a  donc 

OU  (n»  42) 

f/Zr/X,  .  . .  f/P„  =  f"+h/sdx,  . .  .  dp,, 
c'est-à-dire 

D(Z,  X, P„) ,,, 


(43) 


D{c,œ„...,p„) 


ce  qui  prouve  que  les  2//  -f-  i  fonctions  Z,  X/^  P/f  sont  nécessaire- 
ment distinctes. 

Soient  F,  <ï>  deilx  fonctions  quelconques  des  variables  Z,  X,,  Pa-, 
yet  (p  ce  que  deviennent  ces  fonctions  lotsque  l'on  remplace  ces 
variables  Z,  X,-,  Pi-  par  leurs  expressions  au  moyeu  des  variflbles 
r,  x,-,  pic  On  montre  comme  tout  à  l'heure  que  l'on  a 

et  par  suite  on  a  l'identité 

(44)  iiC2«-2)ûn[^V/.l'  =  p"(oC2«-2)f//V/.^, 

quelles  que  soient  les   fonctions  F,  *.  Les   produits   symboliques 
qui  fig-urent  dans  celte  formule  ont  été  calculés  au  n"  42. 

nK''-2)f/F(^*  =  [F,  •ï.Jf/Zc/Xi  . . .  f/P„, 

^(■2«-2if/yV/'^  =  ry_  o]dzdXi  •  •  •   ^P", 

en  posant 

[F'  *]  =  1  dp;-  (dxv  +  P'  ^ j  -  5p7  te  +  ^'  ^ ,)' 
(=1 

En  rapprochant  les   formules  (43)  et  (44\  tm  en  déduit  la   nou- 
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velle  identité 

(45)  p[F,  *]  ^  [/,  cf]. 

Appliquons  cette  identité  à  tous  les  couples  de  fonctions  obtenus 
en  prenant  pour  F  et  •i>  deux  quelconques  des  fonctions  Z,  X,-,  P/,-; 
nous  obtenons  les  relations  établies  directement 

(  [Z.  X,]  =  rx,-,  X/tl  =  [X,-,  Fk]  =  [Pi,  P/.-]  =  0,       i^  k 
*"  ^  \  [Z,  P,]  =  -  pP„  [P,,  X,-]  ==  p. 

Dans  ces  formules  [Z,  X,]  désig'ne  maintenant 

et  de  même  pour  les  autres  crochets. 

Réciproquement,  étant  données  n  -\-  i  fonctions  indépendantes 
Z,  -Yi,  . . . ,  A'„  des  2n  -\-  I  valables  z,  x^,  ....  j:„,  /D,,  ■■■,  p,.,  satis- 
faisant aux  relations 

(Im)  rz.  X/]==o,  rx,-,  X,,]  =  o, 

//  existe  n  autres  Jonctions  /'p  ...,  /*„  des  mêmes  variables  telles 
(jue  l'on  ait  identiifuement 

(48)     r/Z  —  P,dX,  —  ...  —  P„r/X„  =  o{ds  —  p,dx,  —  ...  —pjx,). 

p  étant  une  fonction  non  identiquement  nulle. 

Les  relations  (47)  expriment  en  effet  (voir  n»  46)  que  les  n  +  i 
fonctions  Z,  X,,  ...,  X,^  forment  un  groupe  semi-conjuii;-ué  pour  w. 
On  a  donc  une  identité  de  la  forme 

(0  =  A,f/Xi  +  . . .  +  A,//X„  +  k„^,dZ, 

qui  est  évidemment  équivalente  à  la  relation  (48),  car  le  coefficient 
A„^j  ne  peut  être  nul,  puisque  w  est  de  classe  2rt  +  i. 

On  peut  aussi  obtenir  de  cette  façon  les  crochets  de  p  et  de  l'une 
quelconque  des  fonctions  Z,  X/,  P*.  La  relation  qui  donne  (£2')" 
peut  en  effet  s'écrire 

F  étant  une  fonction  quelconque  des  variables  Z,  X,.  P*,  et  /  ce 
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qu'elle  devient  après  la  substitution,  on  a  donc  l'identité 

i2«"-l)f/F  =  p"oj('2''-l)(//"—  p"-iw''2«-2)<//V/p. 

Les  expressions  de  ces  produits  svmjioliques  ont  été  obtenues 
plus  haut  : 

a(2«-i)f/F  =  ^  f/Zf/X,  . . .  dPn  =  P«+i  %  dzdx,  . . .  dp,,, 
^&«-^)df^^^dzdx,  ...  dpn, 

^>['in-i)(Jfcl^  =  [^j,f]dzdx,    .  .  .    dp,,. 

En  remplaçant  dans  l'identité  précédente,  il  vient 

En  remplaçant  F  par  les  a/i  +  i  fonctions  Z,  X,,  P/,,  on  obtient 
les  expressions  des  nouveaux  crochets  : 

(5o)     [p,  Z]  =  p2-pg,       [p,X,]=-p'^, 

[p,P/]=-p'^- 

52.  Transformations  de  contact  homogènes. —  Une  trans- 
formation de  contact  homog'ène  est  définie  par  zn  fonctions 
Xj,  ...,  X„,  Pj,  ...,  P,j  de  2n  variables  œ^,  ...,  j",,  p^.  ...,  />„  telles 
que  l'on  ait  l'identité 

(5i)         Pjf/X,  +  .  .  .   +  P„dX„  =  p^dx,  +  .  .  .   +  p./lx„. 

En  désig'naiit  par  ii  et  w  le  premier  et  le  second  membre  de  celte 
relation,  on  a 

n(2«-l)  :=wC3"-l), 

c'est-à-dire 

(02)  d\,d\\  . .  .  dX„dP,^  =  dx.dp,  .  .  .  dx,^dp,^, 

ce  qui  montre  que  les  2rt  fonctions  X/,  P/-  sont  indépendantes, 
puisque  leur  déterminant  fonctionnel  esterai  à  l'unité.  Soit  F  une 
l'onilion  quelconque  des  variables  X/,  P/,-,  et /"la  fonction  des  varia- 
bles j:,, />/.  obtenue  en  remplaçant  dans  F  les  X;,  Pa- par  leurs 
expressions.  L'identité 
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ilevit'nt,  ou  tenant  compte  de  la  relation  (52), 

P,^  +  P„i£  +  ... +  P^_ IF  =iZ  +  /,,i!Z. +  ...  +  „  v: 


Eu  inenant  pour  V  l'une  des  t'ouclions  X,,  I\-,  nous  avons 
(       c-iX,    ,  ^        5X/ 


(53) 

ce  qui  montre  que  les  A',  so/î7  des  Jonctions  honio(/ènes  de  degré 
zéro,  et  les  P/  des  fonctions  homogènes  de  degré  un,  des  varia- 
bles /j,,  ...,  p^{Leçons,  n"  80). 

On  a  enfin,  en  désig-nant  par  F,  <l>  deux  fonctions  quelconques 
des  X,-,  Pt,  et  paryet'j  les  fonctions  des  jc,-, /ja- obtenues  par  la 
substitution, 

îil-'«-3)f/Ff/4>  =  (aCi''-3)f//-(/o, 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  (52), 

^  \  3P/  3X7  ~"  SX/  DP}/      ^  \  D^  5â?7     507  »/)7/  ■ 

Cette  identité,  appliquée  à  deux  quelconques  des  fonctions  X/, 
P/,.,  donne  les  relations  connues  (Leçons,  n"  80). 

(  {Xi,  Xk)  =  o,       (X,-.  P,0  =  0,       ^P„  Pft)  =  0,       i  ^  k, 
(54)  { 

'l  (P,-,X,)=.. 

/{éci/iro(/uement,  étant  données  n  fonctions  indépendantes 
A'j,  .  . .,  A'n  ^e*  5/1  variables  x^,  ...,  a;,i,  /j^  ..  ,  p,,,  homogènes  et 
de  degré  zéro  en  p^,  . . .  pn,  et  satisfaisant  aux  relations 

{Xi,  X/,)  ^  o         {i.  k  =:  1,  2,  ...  n\ 

il  existe  n  autres  fonctions  Z*,,  ...,  Pn  des  mêmes  variables  défi- 
nissant avec  les  premières  une  transformation  de  contact  homo- 
gène. 

Les  n  fonctions  X,-  vérifient  en  effet  les  relations 

co(3«-^)(/X,-  =  o,         ai"-^)dXidXh  =  o, 
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qui  expriment  que  ces  fonctions  forment  un  groupe  conjug'ué  pour 
la  forme  w.  On  a  donc  l>ien  une  identité  de  la  forme 

<o  =  p^dx^   +    .  .  .    +  pndXn  =  Pj^Xj  +    .  .  .    +  ¥ndX„- 

Addition  au  n"42.  —  Etant  donnre  une  forme  linéaire  w,  on  a  vu 
comment  on  pouvait,  à  l'aide  des  dérivées  w',  w",  ...  obtenir  des  formes 
covariantes  de  m.  On  peut  aussi  obtenir  des  formes  covariantes  d'un 
système  déformes  linéaires.  Si  wj,  m^,  ...,  «p  sont  d'autres  formes  de 
Pfaff,  il  est  clair  que  le  produit  symbolique 

w(^0'>JlW2  .  .  .    f'^it^ 

où  l'on  a,  h  -\- p^c —  i  est  uu  covariaul  du  système  des  forme  m,  mi, 
. . .,  Wp.  Si,  par  un  chansfement  de  variables,  m,  wi,  . .  .,  Wj,  se  chan- 
gent en  de  nouvelles  formes  n,  iij,  . . .,  Ûp,  on  a  identiquement 

n(/!)ii|    .  .  .   ilp  =  M('')r..,    .  .  .  Wp. 

Si,  par  exemple,  on  a  c  =:  n,  h-\- p  ^  n  —  i,  le  produit  symbolique 
w('')r.Ji  . . .  Mp  contient  un  seul  terme  en  rfj;,  .  .  c/xn,  et  le  coefficient  de 
ce  terme  est  un  invariant  relatif  (Cf.  G  Darboux,  Bulletin  des  Sciences 
Mathématiques,  tome  VI,  ae  série,  1882,  p.  49). 


CHAPITRE  Y 

INVARIANTS  INTÉGRAUX  (') 


53.  Définitions.  Généralités.  —  Les  invariants  intc'c;Taux 
ont  été  considérés  [jour  la  première  fois  par  H.  Poincaré,  qui  eu  a 
fait  d'importantes  applications  à  la  Mécanique  Céleste.  La  théorie 
des  formes  symboliques  de  différentielles  permet  d'établir  de  la 
façon  la  plus  naturelle  les  propriétés  fondamentales  de  ces  inva- 
riants. 

Considérons  d'abord  un  système  de  trois  équations  différen- 
tielles 

,  ,  dx        du        dz         , 

X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z.  Pour  faciliter  les  énoncés, 
nous  supposerons  que  ces  équations  définissent  le  mouvement 
d'une  molécule  dans  l'espace,  la  variable  t  représentant  le  temps. 
La  molécule  qui,  au  temps  t  =  o,  est  en  un  point  M,,  (a;,,,  y^,  z^)  est 
veifue  au  temps  t  en  un  point  M(,  de  coordonnées  {ce,  y,  s).  Lors- 
que le  point  M„  décrit  un  certain  domaine  Dq  de  l'espace,  le  point 
M(  décrit  un  domaine  correspondant  D(.  Cela  posé,  soit 
V{cc,  y,  s)  une  fonction  des  variables  x,  y,  s;  nou.s  dirons  que  l'in- 

tén-rale   triple   1=    j    j   j   F{x,  y,  s)dxdydz  est   un    invariant 

intégral  du  système  (i)  si  la  valeur  de  cette  intégrale  triple,  éten- 
due au  domaine  D^  est  essaie  à  la  même  intégrale  étendue  au 
domaine  Dp.  Par  exemple,  si  les  équations  (i)  définissent  le  mou- 

(')  Auteurs  à  consulter  : 

H.  Poincaré,  /.es  Méthodes  nouvelles  fie  la  Mécanique  Céleste,  tome  III,  en 
j)iirliculier  te  Chap.  XXIl. 

DE  Dondeh,  liendiconti  fiel  Circolo  Matemalico  di  Palernio  (jgoi-igos), 
E.  GoiiRS.iT,  Journal  de  Matliénmtiques,  tome  IV,  6'  Série,  rgo8. 

—  Ibid.,  tome  l,  }'  Série,  jpiS. 

—  Annales  Scientifiques  de  ta  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  toirr  Vil,  njiô. 
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vement  d'un  fluide  inco/iiprexsible,  le  volume  du  domaine  D'^est 

constant,  et  l'intégrale  /    /    /  dxdydz  est  un   invariant  intégral. 

On  définit  de  la  même  façon  les  invariants  intégraux  de  lignes  et 
de  surfaces.  Si  le  point  M„  décrit  une  ligne  L^  ou  une  surface  S», 
le  point  M/  décrit  une  ligne  L/  ou  une  surface  S(.  Une  intégrale 
curviliariie 


/ 


d-dx  +  ^dy  +  ^(dz 


est  un  invariant  intégral  du  système  (i),  si  la  valeur  de  cette  inté- 
grale prise  le  long  de  la  ligne  ht  est  indépendante  de  /  et  égale  à 
la  même  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  L,,.  De  même,  une 
intésrale  de  surface 


/   fpdi/ds  +  Qdzdx  +  Rdxdy 


est  un  invariant  intégral,  si  la  valeur  de  cette  intégrale  étendue  à 
la  surface  S/  est  indépendante  de  t. 

Ces  définitions  s'étendent  aisément  à  un  système  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  dlflérentielles 

/   ->  (Ari  ^  f/£2  __         cLr„  __ 

Xj         X2        ■  ■  ■        X„ 

nous  supposerons  que  les  fonctions  X,-  sont  uniformes  et  continues, 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles,  et  ne  renferment  pas  le  temps  t. 
Nous  appellerons  trajectoire  toute  multiplicité  à  une  dimension  F 
de  l'espace  à  n  dimensions  représentée  par  les  équations 

(3)  X,  =/,(0,  x,=Mt),  ...,  x„=/M, 

J\(t),  f^ij),  ■  ■  ■,/„{()  formant  un  système  de  solutions  des  équa- 
tions (2),  De  chaque  point  (a";",  x.;,",  ...,  xJ')  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions part  une  trajectoire  T  qui  est  décrite  par  le  point  (cCj,  x.„ 

,  J"„)  lorsque  t  varie. 

La  valeur  initiale  de  /  étant  supposée  nulle,  considérons  dans 
l'espace  à  n  dimensions  une  multiplicité  quelconque  à  p  dimen- 
sions E^;  de  chaque  point  (x^",  xJ*,  ...,  xJ')  de  cette  multiplicité 
part  une   trajectoire  et,   au  bout  du  temps  t,  le  point  mobile  est 
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venu  en  lui  point  (,rj,  .r,,  ...,  .rj.  Le  lieu  Je  ces  diflérenls  points 
est  une  autre  multiplicité  kp  dimensions  K.,,  qui  correspond  point 
par  point  à  la  multiplicité  E„.  Soit  d'autre  [lart  '■>  une  l'dime  sym- 
ijolique  de  deg'ré  p-^'U 

(f,)  (1)^  V  Aa.x,  ....  a„(/j7    (l.r      ....  dx      ; 

si  l'intégrale  multiple  d'ordre/; 

(5)  l.^j'. 

a  la  même  valeur  pour  les  deux  inulti[)licités  E",  et  E^'  quel  que 
soit  /,  l'intégrale  Ip  est  un  invariant  intégral  d  ordre  p  du  sys- 
tème (2).  Le  nombre/)  pouvant  varier  de  1  à  n,  il  y  donc  n  espèces 
d'invariants  intégrau.x. 

H  résulte  des  propriétés  des  formes  .symboliques  de  différen- 
tielles que  tout  invariant  intégral  se  change  en  un  invariant  inté- 
gral quand  on  effectue  un  changement  c/uelconque  de  variables. 

Soit  en  effet  I^  /  w  un  invariant  intégral  du  système  (2)  ;  si  l'oji 

effectue  sur  ce  système  le  chang-ement  de  variables  défini  par  les 
formules 

■^'i  =?'(yi.  z/î>  '■•'  y»)^  (' =  '•  2. ...,  n), 

où  les  fonctions  o,  ne  renferment  pas  le  temps  t,  la  forme  symboli- 
que <o  se  change  en  une  nouvelle  forme  symbolique  m,  et  le  sys- 
tème (2)  lui-même  est  remplacé  par  un  système  de  même  espèce 

^    >  Y,    —    Y2  Y„   —  "'' 

où  Yj,  Yj,  ...,  Y„  sont  des  fonctions  de  y^,  y^,  ...,  y^,  ne  renfer- 
mant pas  la  variable  /.    Il  est  clair,   d'après   la  déKnition  même 

d'un  invariant  intégral,  que  l'intégrale  Ij  :=  /  f' est  un  invariant 
intégral  pour  le  nouveau  système  (2'). 

I)i' Iniil  invririant  intégral  \=^  l  <,>  du  système  (:>}.  on  déduit 
un  nouvel  invariant  intégral  1'=  /  ''  ''"  ""'""'  systi-iiic,  <■,'  étant 
la  forme  dérivée  de  w.  Supposons  en  effet  la  forme  o)  de  degré  p, 
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et  soit  E„_j_i  une  multiplicité  k  p  -\-  i  dimensions  de   l'espace  à  n 

dimensions.  De  tout  point  (.r,",  .r.y r„")  de  cette  multiplicité 

part  une  trajectoire,  et  le  point  qui,  pour  t  =  o,  coïncide  avec  le 
point  (Xi",  .r^°,  .  .  . ,  xj*)  est  venu  au  temps  I  en  un  point  de  coor- 
données (j"j,  x.^,  .  .  . ,  xj.  Soit  Ep'_^i  le  lieu  de  ce  point  (x^,  ...,  j;,J 
lorsque  le  point  (x^",  ...,  x,^)  décrit  la  multiplicité  E^^j,  Ces 
deux  multiplicités  E^^  j  et  E^'.^,  sont  limitées  par  deux  multipli- 
cités Fermées  à  p  dimensions  8^,  et  èp  qui  se  correspondent  point 
par  point  comme  les  multiplicités  E„  ._,  et  E„_).i  elles-mêmes. 

Or  les  deux  intég-rales  /  w'  étendues  aux  deux  multiplicités 
E^ij  et  E' I  (  sont  égales  respectivement,  d'après  la  formule  de 
Stokes  généralisée,  aux  deux  intégrales  |  oj,  étendues  aux  deux  mul- 
tiplicités 8p,  8/1,  et  par  conséquent  ont  la  même  valeur.  De  tout  inva- 
riant intégral  d'ordre /j  du  système  (2)  on  peut  donc  déduire,  pardes 
différentiations  seulement,   un  nouvel    invariant  d'ordre   /' +  i  du 

même  système.  Si  on  représente  par  I    l'invariant  intégral  /  m,  on 

représentera  par  I'_|_i  l'invariant  intégral  I  t./,  et  j'appellerai 
l'opération  par  laquelle  on  passe  de  I;i  à  I^  1  j  l'opération  (D). 
Cette  opération  appliquée  à  un  invariant  I  w'  conduit  à  un  résul- 
tat identiquement  nul,  et  par  conséquent  on  ne  peut  déduire  de 
cette  façon  d'un  invariant  I^  qu'un  seul  invariant  nouveau,  et  seu- 
lement lorsque  la  forme  <<>  n'est  pas  elle-même  une  forme  dérivée. 

Remarques.  — •  1°  H.  Poincaré  a  aussi  considéré  des  invariants 
intégraux  d'une  autre  espèce,  tels  que 


/v/*(-v. 


dxl), 


<i>  étant  une  véritable  forme  algébrique  d'ordre  m  par  rapport  aux 
différentielles,  et  non  plus  une  forme  symbolique.  Ils  se  déKnisseut 
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comme  les    invariants  intégraux    du    premier    ordre  j    /  A|</,/v. 

dont  ils  sont  nno  srénéralisalion  naturelle. 

2"  Il  est  éviilciit  que,  dans  la  définition  d'nn  invariant  intégral, 
riiypotlièse  que  les  fonctions  X,  ne  renferjn<'nl  [las  le  temps  n'a 
rien  d'essentiel.  Dans  la  suite,  à  moins  de  mention  expresse,  nous 
supposerons  les  X,-  indépendants  de  /. 

3"  Au  premier  abord,  il  semble  que  la  uolinn  fl'iov.irianl  intégral 
est  lout  à  fait  dislinctc  de  celle  d'intégrale  première.  Cependant  les 
deux  notions  peuvent  se  rattacher  l'une  à  l'autre  par  un  passage  à  la 
limite.  Il  sufGt  pour  cela  de-  considérer  les  trajectoires  issues  de  plu- 
sieurs points  dont  on  fera  g^randir  ensuite  le  nombre  indéfiniment  de 
façon  à  ce  qu'ils  forment  une  multiplicité  à  une  ou  plusieurs  dimen- 
sions. On  est  ainsi  conduit  à  un  système  d'équations  linéaires,  appelé 
par  H.  Poincaré  ér/ualions  oiiv  variations,  dont  il  a  déduit  les  propriétés 
des  invariants  intégraux.  Nous  ne  nous  servirons  pas  dans  la  suite  de 
cette  interprétation  ('). 

54.  Invariants  relatifs.  —  Les  invariants  inlés'raux  que  nous 
venons  de  définir,  on  les  domaines  E.,  et  E'  ne  sont  assujettis  à 
aucune  restriction,  sont  des  invariants  absolus.  Il  existe  aussi  des 
intégrales  /  (.)  qui  ne  possèdent  la  propriété  d'invariance  que  si 
les  domaines  E„,  £„  sont  des  domaines  fermés.  De  tels  inva- 
riants ont  été  appelés  par  H .  Poincaré  invariants  relatifs  ;  nous 
les  désignerons  par  la  lettre  J.  Il  est  clair  qu'on  obtient  un  inva- 
riant relatif  en  ajoutant  à  un  invariant  absolu  une  intégrale  de  dif- 
férentielle totale  symbolique  quelconque,  puisque  cette  intégrale 
étendue  à  une  multiplicité  fermée  est  nulle.  Réciproquement,  on 
démontrera  au  paragraphe  suivant  que  tous  les  invariants  relatifs 
s'obtiennent  de  cette  façon. 

Soit  Jj,  ^    /  w  un  invariant  relatif,  <■>  étant  une  forme  symboli- 
que de  degré  /),  qui  n'est  pas  une  différentielle  totale;  l'intégrale 
/  (•)'  est  un  invariant  absolu  (tordre  p  +  i.  Fin  effet,  les  valeurs 

(1)  Viiir  .-in-^^i    \o   Tniih-  ,lr  .Urranit/ur  de  M.  Appell  (tome  II,  p.  /,5o). 
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de  l'intégrale  /  (./étendue  aux  deux  domaines  E^^^j,  Ep_|_i,  défi- 
nis précédemment,  sont  ég-ales  respectivement  aux  deux  valeurs  de 
l'intég'rale  /  u,  étendue  aux  deux  multiplicités  fermées  èp,  8y,, 
qui  limitent  les  deux  domaines  E' _|_(,  E„_|_j,  et  ces  deux  intégrales 
sont  égales,  puisque    /  w  est  un  invariant  relatif. 

L'opération  (D)  appliquée  à  un  invariant  relatif  J„,  qui  n'est  pas 
une  intégrale  de  différentielle  totale  symbolique,  conduit  donc 
aussi  à  un  invariant  absolu  J^^  j  d'ordre  p  +  i. 

Le    raisonnement  qui    précède  conduit   aussi  à   la    conclusion 

suivante:  Pour  i/n'iine  intégrale    1  '•>,  qui  n'est  pas  un  invariant 

absolu,  soit  un  invariant  relatif,  il  faut  et  il  suffit  que    1  (<>'  soit 
un  invariant  absolu. 
Réciproquement,  si    /  oj'  est   un   invariant  absolu,    if  o)  est  un 

invariant  relatif  ou  un  invariant  absolu.  On  verra,  an  paragraphe 
suivant,  que  l'en  peut  toujours  ajouter  à  w,  et  d'une  infinité  de 
manières,   une  différentielle    totale  symbolique  ro,   d'ordre  /),   de 

façon  que    1  (w  +  ra)  soit  un  invariant  absolu. 

55.  Existence  des  invariants  intégraux.  Formg  canoni- 
que. —  Le  système  d'équations  différentielles  (2)  peut  être  ramené 
à  une  forme  canonique  par  un  changement  de  variables.  Soienty',, 
/il  •  •  •  ï  /n-i  un  système  de  (n  —  i)  intéi^rales  distinctes  de  l'équa- 
tion du  premier  ordre  : 

le  système  (2)  admet  les  n  —  i  intégrales  premières 

,/'.=c.,/,=a /„_,  =  c„_„ 

et  une  dernière  intégrale  de  la  forme 
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la  l'onctiony",,  ne  dépeiulant,  comme  les  premières,  que  des  varia- 

l)les  œ^,  .i-j, r,.  Cela  posé,  si  l'on  prend  un  nouveau   système 

d'inconnues  //,  =  /,,  ...,  y,^_,^/'^  ,,  r  =  /'„,  le  système  (2)  se 
chang'e  en  un  nouveau  système  de  n  équations  (liflérentielles  dont 
rintéi^i-ale  générale  est  représentée  par  les  formules 

i/i  =  C,,  ...,  y„_,=C„_,,  s=t  +  C„; 

ce  système  a  donc  la  forme  simple  suivante,  que  nous  appellerons 
forme  ranoni(/itfl 

^  00  01 

11  est  d'ailleurs  évident  que  le  système  (2)  peut  être  mis  sous 
forme  canonique  d'une  infinité  de  manières. 

En  efl'et,  le  système  (6)  ne  chang-e  pas  de  forme  quand  on  prend 
pour  nouvelles  inconnues  n —  i  fonctions  distinctes  'fi(,!/i,  •■■,  y„-i) 
des  inconnues  i/j,  et  qu'on  remplace  s  par  z-\-<^{y^,  -..,  y„_i), 
(J/  étant  une  fonction  arbitraire. 

Cela  étant,  soit  \=  j  oi  un  invariant  intégral  absolu  d'ordre  pdu 

système  (2)  ;  après  le  changement  de  variables  qui  vient  d'être 
défini,  la  forme  o>  se  change  en  une  forme  symbolique  rn  des  difl'é- 
rentielles  a?//,,  ...,  f/y„^i,  ds  dont  les  coefficients   sont  fonctions 

des  yi  et  de  5.  L'intégrale  /  w  est  un  invariant  intégral  pour  le  sys- 
tème canonique  (0)  Il  est  facile  de  trouver  à  quelles  conditions 
doit  satisfaire  la  forme  ra  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Soient  Ep  un 
domaine  à  /)  dimensions  de  l'espace  à  n  dimensions  (yi, //j,  •••, 
y»-i'  ^)'  ^^  ^p  '®  domaine  que  l'on  déduit  du  premier  en  aug- 
mentant les  coordonnées  z  de  tous  ses  points  d'une  même  quan- 
tité /,  sans  changer  les  autres  coordonnées.  Pour  que  les  valeurs 

de  llutégrale    |  ci,    étendue  à  ces    deux  domaines,  soient   égales 

quelque  soit  I.  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  symbolique  ra  ne 
change  pas  ([uaud  on  change  j  en  r  +  C,  quelle  que  soit  la  con- 
stante C,  ce  qui  aura  lieu  si  les  coefficients  de  cette  forme  ne 
dépendent  pas  de  r  et  dans  ce  cas  seulement.  Donc,  po'ir  que  lin- 
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tcçjrale  l  ra  soit  un  invariant  iiiti'(jrul  (ibsolu  du  système  cano- 
nique (6),  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  de  la  forme  m 
soient  indépendants  de  z. 

De  tout  invariant  intégral  absolu  du  système  canonique  (fi)  on 
déduira  inversement  un  invariant  intégrai  absolu  du  système  (2), 
en  revenant  aux  inconnues  primitives  :x\,  or,,  ...,  a'„.  //  existe 
donc  une  infinité  d'invariants  intégraux  absolus  de  tous  les 
degrés  (de  i  à  n)  pour  un  système  quelconque  de  n  équations 
différentielles  (2).  On  peut  écrire  explicitement  les  expressions 
générales  de  ces  invariants,  si  l'on  peut  ramener  le  système  à  uue 
forme  canonique,  c'est-à-dire  si  l'on  connaît  l'intégrale  générale 
de  ce  système. 

A  tout  invariant  intégral  relatif  du  système  canonique  corres- 
pond de  même  un  invariant  intégral  relatif  du  système  (2).  Il  est 
facile  d'avoir  l'expression  générale  des  invariants  intégraux  relatifs 

du   système   canonique   (6).  Soit  en   efl'et  J  =   I  n   un    invariant 

intégral  relatif  de  ce    système;   l'intégrale    /  m   est  un    invariant 

absolu  du  même  système  (n°  54)  et  par  suite  les  coefficients  de  la 
forme  m' ne  dépendent  pas  de  z.  On  peut  donc  écrire  ra'=  tbi  -t-  rn^dz, 
cij  et  Oj  étant  deux  formes  symboliques  de  degré  p  -\-  i  et  /j  respec- 
tivement, si  ni  est  de  degré  p,  qui  ne  contiennent  ni  z,  ni  dz.  Or, 
on  doit  avoir  n/^  -f  T^'.-,dz  =  o,  et  par  suite  u'^  :=:  cj',  =  o.  On 
peut  donc  trouver  deux  autres  formes  Q^  et  ù.^,  de  deg'rés  p  et 
p — I  respectivement,  ne  renfermant  ni  z,  ni  ds,  et  telles  que  l'on 
â[tù'^=r^^,ù'„=:r:J.,(n°26).  Si  l'on  pose  O^Hj  -|-  fi^f/i,  l'intégrale 

/  ii  est  un  invariant  intégral    absolu  du   système    (6),  et  l'on  a 

£2'  =  ra'.  La  différence  c5  —  Q  est  donc  une  ditiérentielle  totale  sym- 
bolique, et  par  suite  tout  invariant  intégral  relatif  est  la  somme 
d'un  invariant  intégral  absolu  et  d'une  intégrale  de  différentielle 
totale  symbolique. 

Il  est  clair  que  celte  décomposition  d'un  invariant  relatif  peut 
être  effectuée  d'une  infinité  de  manières,  car  on  peut  toujours  ajou- 
ter à  un  invariant  absolu  une  intégrale  de  diflérentielle  totale  qui 
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soit  elle-même  im  invariant  absolu,  et  il  existe  évidemment  une 
infinité  (l'invariants  absolus  de  cette  espèce. 

Les  invariants  intégi-au.v  <lu  svstème  canonique  (0),  qui  sont  de 
la  forme 

s'ohliennent  de  même  on  prenant  [iour'I>  une  forme  iihjchrique  de 
dei^ré  m  par  rapport  au.'c  difléionlielles  diji,  de,  dont  les  coef'K- 
cieuts  sont  indépendants  de  r. 

JiL'miirqae  I.  — ■  Connaissant  /•  intégrales  premières  distinctes 
J\,fi,  ...,fr,  indépendantes  de  t  du  système  (2)  (r-^  « —  i),  on 
peut  en  déduire  des  invariants  intégraux  de  ce  système.  Soit  en 
etTet  <'>{fi,  dfi)  une  l'orme  symbolique  des  différentielles  dfi,  df^^ 
...,  i/fr,  dont  les  coefficients   ne  dépendent  que  de  J\.  f.,,  /"r- 

L'intégrale    1  w  eut  un   invariant  intégral  des  équations  (2).  Il 

suffit  d'observer  qu'avec  un  système  de  variables  canoniques  y,, 

y..  •.-,  y,i_ij  -j  cette  intégrale  s'écrirait  /  a,  laforniesymbolique  ^ 

ne  renfermant  que  les  variables  g^,  y^,  ...,  yr  et  leurs  différentiel- 
les. Par  exemple,  si/'est  une  intégrale  première  des  équations  (2), 


/ 


(//'est  un  invariant  intégral  absolu.  Il  est  facile  de  le  vérifier. 


Soit  r,,  un  arc  de  courbe  joignant  deux  points  A^,  B„,  de  l'espace 
à  n  dimensions  au  temps  t  =  o;  au  temps  t,  les  points  Aj,  Bq  sont 
venus  en  deux  points  A,  B,  et  l'arc  T,,  est  venu  co'incider  avec  un 
arc  r  joignant  les  deux  points  A  et  B.  On  a  bien 

f'/f  =/b  -a  =/".  -A.  =  / V- 

Les  invariants  intégraux  de  cette  espèce  seront  étudiés  plus  loin 
(no  60). 

Remarrfue  II. —   l'ne  intégrale  /  df  peut    être    un     invariant 
intésral.  sans  que  /=  C  soit  une  intégrale  première  du  système. 
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Par  exemple,  pour  le  système  canonique  (6),  I  dz  est  un  invariant 
intégral,  sans  que  5=C  soit  une  intég'rale  première.  D'une  façon 
g'énérale,  pour  que  I  df  soit  un  invariant  intég'ral  du  système 
canonique  (6),   il  faut  et  il   suffit  queysoitde  la  forme 

C  étant  une  constante  quelconque,  9  une  fonction  arbitraire  de 
^1-^2,  •-,y„_.(cf.n»63). 

56.  Relations  entre  les  coefficients  d'un  invariant.  — 

Etant  donnés  un  système  différentiel  de  la  forme  (2)  où  les  fonc- 
tions X,-  ne  dépendent  pas  de  t,  et  une  forme  symbolique  w  de 
deg-ré/)  en  dx^^,  dx^, ...,  dx,^,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  pas 
non  plus  de  /,  nous  nous  proposons  de  rechercher  les  conditions 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  de  cette  forme  pour 

que    I  (0  soit  un  invariant  intégral   absolu.  Considérons,   comme 

au  n"  53,  un   domaine  variable  E^  de  l'espace  à  n  dimensions,  et 

soit  lj,(0  la  valeur  de  l'intégrale   /  10  étendue  à  ce  domaine.    Pour 

que    /  w  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

dlr, 

-~=zo.  Or  cette  dérivée  peut  se  calculer  par  les  règles  habituelles 

de  diff'érentiation  sous  le  signe  intégral  Nous  supposerons  pour 
cela  que  l'on  donne  à  <  un  accroissement  6/,  et  nous  calculerons  la 
partie  principale  de  la  différence  \JJ.  +  8<)  —  lj,(0>  en  regardant  5< 
comme  l'infiniment  petit  principal.  Soient  {xx,  x^,  ...,  j;„)  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  multiplicité  EL  et 
(^1'  ^21  •■•'  Un)  Iss  coordonnées  du  point  correspondant  de  la  mul- 
tiplicité Ep+'^'  ;  on  a 

yi  =  Xi  +  X  {x^,  x^,  ...,  j"„)5/  4-  ...,(/=  I,  2,  ...  n), 

les  termes  non  écrits  étant  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au 
premier  en  5^  Ecrivons  les  deu.K  intégrales  lj,(<),  lj,(t  +  30  sous 
forme  explicite,  en  exprimant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
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conque    de    K'  et    de   E.,   '^'   au  moyeu    de  ji  vaiialiles   auxiliaii'es 
Mj,  lU,  . .  . ,  u^^  : 


lu,. 


dans  ces  formules,  les  sommations  sont  étendues  à  tous  les  arran- 
gements p  k  p  des  indices  (n°  22);  A'^  ^  ^  désig-ne  ce  que 
devient  A  quand  on  v  remnlace  ./',  par  7/,  et  les  deu.x  iiité- 

grales  sont  étendues  à  un  même  domaine  de  l'espace  à  /)  dimen- 
sions. 

Soit    A'ft  o  a   -r —   ■  •  •  ---^-  un    terme    quelconque    de     la 

seconde  intégrale  ;  on  a,  en  n'écrivant  pas  les  termes  infiniment 
petits  d'ordre  supérieur  au  premier, 

A's.S,  ...%  =  H.h  ■  ■ .  h  +  ^  (-^^.,32  ...^y^+  ■■■ 
où  l'on  a  posé 

X(/)=X.-^+  ...  +  X„r^, 

DU.,  c-'Uo      ^         — J    D.7V.-     DUo 


Cherchons  le  coefficient  do  - — -  — — ^  •  •  ■  — — -  3/  dans  la    nou- 


velle  intéi^rale.  Pour  que  le  |)roduit 


'^'BiPî  . .     Pp    ?u,      3«j 


^^|î.  ''yp,        '''Z^,, 
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donne  un  terme  de  cette  espèce,  deux  hypothèses  sont  possibles  et 
deux  seulement  : 

1"  On  peut  avoir  ji,  =  y-i,  (S»  =  a,,,  .  .  . ,  jî^  =  a^^,  ce  qui  donne  le 
produit 

2°  On  obtient  encore  un  produit  de  la  forme  voulue  en  suppo- 
sant que  toutes  les  ég'alités  p,  =  a,-  sont  vérifiées,  sauf  une  seule. 
Si,  par  exemple,  on  a  Pj  =  aj,  ...  ^,_i=a,_i,  §;^i=:a;^_i,  ... 
Pp  =  a^,  p,  étant  quelconque,  on  a  le  produit  partiel 

A  _A_J1l 1lL?,f 

a,   .  .  .  «,-1  &/«/+!  ...«.,  :i^i-         ,-\„.  ;>„         '' 

'  '         «/  '  '' 

et  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus  en  faisant  varier  [î/  peut 
s'écrire 

y  \  i!±i  "'       ""  8/ 

Comme  l'indice  variable  [i,  peut  remplacer  l'un  cjuelconque  des 
indices   (Zj,  a^,   .  .  . ,  a^,   on    voit    qu'en    définitive    le  coefficient  de 

-r —  •  •  •  — — -  0/  dans  l'intégrale  1  (/  +  o/)  a  pour  expression 
(7)       \,.,....,.^^(\.-,....,) 

+  2,r  /!««...«,,  ?.r       +  -^«/(...«..Dj'       +  •■•  +''^«,ïo...an_i/i^j'       {• 

Quand  on  permute  les  indices  a,,  a,,  ...,  a^,  on  voit  aisément 
que  l'expression  B^  ^  ^    ne  chang-e  pas,   ou  chang-e  de  sig'ne, 

suivant  que  la  nouvelle  permutation  est  de  même  classe   que  la 
première  ou  de  classe  différente. 

La  dérivée  -jy  est  donc  représentée  par  une  intégrale  définie 
étendue  au  domaine  E.,, 
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OÙ  a  est  la  nouvelle  forme  symbolique 

(.j)  il  =  21  K«.  . . .  «.  ''''■«.  ''-^«2  ■  ■  ■  ''W 

les  coefficients  B„  „         „   étant  donnés  par  les  i-elatlons  (7). 

Ces  formules  peuvent  être  résumées  dans  la  règle  suivante,  qui 
permet  de  calculer  très  simplement  la  forme  H";  on  remplace  dans 
w  chaque  coefficient  Aiii...t  par  X  (A,/.-.../),  et  à  la  forme  ainsi 
obtenue  on  ajoute  la  somme  des  rnonomes  que  l'on  déduit  de  '.>  en 
remplaçant  successivement  dans  chaque  terme  de  w  une  quelcon- 
que des  différentielles  dxi  qui  y  figurent  par  dXj. 

Pour  que  I^,  soit  un  invariant  intégral  absolu,  il  faudra  que  l'inté- 
grale   /  n  soit  nulle,  quel  que  soit  le  domaine  d'intégration,  c'est- 

;\-dire  (lue  tous  les  coefficients  B  „    soient  nuls,  et  ces  condi- 

tions  sont  évidemment  sul'fisantes.  Donc,  pour  que  l'intégrale 


(10) 


j  2'^«,«= . . .  «„  ^/•^«,  ^^-^«.^  •  •  ■  ''-^«^ 


soit  un  ini<ari(iiil  inlégnil  nl/sohi,  il  faut  et  il  sujfit  que  l'on  ait. 
pour  toutes  les  combinaisons  d'indices  p  ii  p,  les  relut  ions 

h  =  i  (  "' 

+  ^y.J,  . . .  «„:r7-  +  •  •  •  +  -^«,  . . .  «p-ih  5F~ 

Pour  que  l'intégrale  (10)  soit  un   invariant  intégral    lelatif,  il 

faudra  que  rintégrale    /  m'  soit  un  invariant  absolu.  On  obtiendra 

les  mêmes  conditions  en  écrivant  (jue  l'intégrale    /  li,  étendue  à 

une  multiplicité   fermée   quelconque,   est   nulle,    c'est-à-diie  que 
l'on  a  11'  =  o  identiquement  ('). 

(')  La  recherche  des  invariants  intcufraux  se  rattache  à  la  théorie  des 
transformations  infinitésimales.  Considérons  X.{f)  comme  le  symbole  d'une 
Irajisformation  infinitésimale,  à  un  invariant  intégral  du  système  (a)  oorres- 
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Le  système  (2)  étant  donné,  les  l'onctioas  X,-  sont  connues  et 
les  C^  coefficients  Aaj-,^  ...«,,  de  la  forme  w  doivent  vérifier  les  C^, 
équations  du  premier  ordre  (11),  qui  constituent  un  système  nor- 
mal (Leçons,  n"  1).  Ces  équations  admettent  donc  une  infinilé 
d'intégrales,  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  les  résultats  du  para- 
graphe précédent.  Comme  vérification,  si  le  système  (2)  a  la  forme 
canonique,  on  doit  prendre  X,  =X,  ^  .  ,  .  =  X„_,  ==  0,  X„  =:  i, 

et  les  équations  (11)  se  réduisent  à '  "  '  '  ' — ^  =  o . 

Remarque.  —  Si  les  fonctions  X/  dépendent  de  t,  les  coefficients 
de  w  étant  indépendants  de  /,  le  calcul  précédent  s'applique  sans 
modifications,  et  on  obtient  les  mêmes  conditions  (11)  pour  expri- 
mer que  /  (0  est  un  invariant  intégral.  Au  contraire,  si  les  coeffi- 
cients de  (.)  dépendent  aussi  de  t,  on  voit  aisément  qu'il  faudra 
ajouter  des  termes  renfermant  les  dérivées  de  ces  coefficients  par 
rapport  à  /. 

Il  est  à  remarquer  que  les  équations  (11)  n'admettent  pas  toujours 
d'intégrales  indépendantes  de  /,  lorsque  les  fonctions  X;  dépendent  de  /. 
Par  exemple,  le  système 


n'admet  pas  d'invariant  intégral  de  la  forme  JFdXidxi,  F  étant   indé- 

pond  une  forme  sj'mboliiiue  m  adnipltaiit  la  transformation  infinitésimale 
Xif)  et  réciproquement.  La  forme  w  étant  donnée,  la  recherche  des  systèmes 
d'équations  différentielles  pour  lesquels  fr,!  est  un  invariant  intégral  revient 
à  la  recherche  des  transformations  infinitésimales  qu'admet  cette  forme  r.i. 
Les  transformations  finies,  par  lesquelles  une  forme  w  se  change  en  elle- 
même,  forment  évidemment  un  grouiic,  d'ordre  fini  ou  infini,  et  la  question 
est  liée  à  la  théorie  des  groupes,  (jui  est  en  dehors  du  plan  de  cet  ouvrage. 
On  connaît  depuis  longtemps  un  certain  nombre  d'intégrales,  dans  le  plan 
ou  dans  l'espace,  ayant  une  signification  géométrique  simple,  qui  conservent 
la  même  valeur  pour  toutes  les  transformations  d'un  groupe,  tel  que  le 
groupe  des  mouvements.  Ce  sont  sans  doute  les  premiers  exemples  connus 
d'invariants  intégraux.  Par  exemple,  quand  tous  les  coefficients  de  w  sont  con- 
stants, la  forme  il  sera  identiquement  nulle,  si  les  fondions  X,- se  réduisent 
à  des  constantes.  Le  groupe  correspondant  se  coniiinse  des  translations  de 
l'espace  -a  n  dimensions. 
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pendant  de  (,  car  le  système  (ii)  se  compose  dans  ce  cas  d'une  seule 
r(|ualion 

et  conduit  à  deux  équations  distinctes  n'admelUint  (juc  la  .solution 
l)anale  F  =  o. 

57.  Invariants  d'ordre  n  et  n  —  1.  —  In  iiivaiiant  intégral 
d'ordre  n 

I„=    /  ¥{xi.  Xi,- ...,  x^dxidXi  .  . .  dx^ 

dépend  d'un  seul  coefticienl  F  ;  la  forme  a  se  compose  d'un  seul 
terme,  et.  en  égalant  lecoel'ticient  à  zéro,  on  obtient  une  seule  équa- 
tion 

X(F)+  y   F^^=o, 

^    '    '     ^  7>Xh 

que  l'on  peut  encore  écrire 

^(X,F)  +  ^^(X.F)+...+^-^^(X„F)  =  o. 

Or  cette  équation  exprime  que  F  est  un  multiplicateur  pour  le  sys- 
tème (2),  ce  qui  nous  conduit  à  un  théorème  de  H.  Poincaré. 

Poiii'  (/lie  l'intégrale  j  Fdxi  . .  .  dx,^  soit  un  invariant  inté- 
gral du  système  (2),  il  faut  cl  il  suffit  que  F  soit  un  multiplica- 
teur de  ce  système. 

Avec  un  système  de  variables  canoniques  (y,,  y^.  .  .  .,  y„_i,  s), 

un    invariant  intégral  est  de    la    forme     /  Vdy^  ...  dy„_i  f/r,  F 

étant  une  fonction  arbitraire  de  y ^,  y.,,  ...,  y„-i,  indépendante 
de  s.  Les  propriétés  classiques  du  multiplicateur  s'en  déduisent 
bien  aisément. 

Un  forme  oj  de  degré  n  en  ctej,  dx^,  ...,  dx,^esi  toujours  une 
forme  dérivée;  par  conséquent,  tout  invariant  intégral  d'ordre  h 
[)eut  être  déduit  d'une  iuBnité  de  manières,  par  l'opération  (D), 
d'un  invariant  intégral  d'ordre  « — 1  (n"  64),   et  tous  ces  inva- 
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riants  intégraux  d'ordre  n  —  i  ne  diffèrent  que  par  une  intégrale 
de  difTérentielle  totale. 

Inversement,  H.  Poincaré  a  indiqué  une  méthode  qui  sera  géné- 
ralisée plus  loin  (n"  61),  permettant  de  déduire  d'un  invariant 
intégral  d'ordre  n  un  invariant  intégral  d'ordre  n — -i.  Il  suffit 
pour  cela  d'interpréter  les  résultats  du  n"  29  dans  la  théorie  des 
invariants  intégraux.  Supposons  que  les  dénominateurs  Xi  des 
équations  (2)  ne  renferment  pas  t,  et  soit  n„_i  la  forme  symboli- 
que de  degré  n  —  i 

£2„_i=Xjfte2 ...  dx„±X./lx3 ...  d.rj/Xi  +  ...±XJ/x^...  dx,^_^, 

où  l'on  ne  prend  que  des  signes  +  si  /(  est  impair,  tandis  que  l'on 
prend  alternativement  le  sig-ne  +  et  le  signe  —  lorsque  n  est 
pair.  On  a 

Çl,^_^df=±X{f)dx^dx^  ...  dx,„ 

de  sorte  que  toute  intégrale  de  l'équation  X{f)=o  est  aussi  une 
intégrale  de  l'équation  Q.  ^_^df=  o,  et  réciproquement.  Avec  un 
système  de  variables  canoniques  ((/j,  y.,,  ..,  ?/„_i,  z),  la  forme  n„_i 
sera  divisible  par  dy  ^dy.^  ...  dij^^_^,  et  l'on  aura 

"«-1=  ^^dUidy.z---dy„_^. 

K  pouvant  être   une  fonction  quelconque  de  y ^,  ....  y^^_^,  :.  En 

général    /  £J„_i  ne  sera  pas  un  invariant  intégral  du  système  (2); 

pour  que    /  Ml2,j_j  soit  un   invariant   intégral  de  ce  système,  il 

faut  et  il  suffit  que  le  produit  MK  soit  indépendant  de  r,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  queMii„_i  soit  une  forme  dérivée.  Ceci  e.xige 
que  l'on  ait 

3Xi  '  '  '  t>Xn  ' 

c'est-à-dire  que  M  soit  un  multiplicateur.  De  tout  multiplica- 
teur M  du  système  (3),  on  déduit  donc  un   invariant  intégral 

d'ordre  n  —  /  de  ce  système,   j  Mii,,_^. 

Il  est  à  remarquer  que  quand  on  change  le  multiplicateur  M,  la 
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forme  sous  le  slii^no  intégral  a  tons  ses  coet'ficienls  mulliplics  par 
lin  même  facteur.  Les  invariants  inléçraux  d'ordre  n  —  i  que  l'on 
obtient  ainsi  ne  sont  pas  les  plus  généraux  de  cet  ordre;  nous 
venons  de  remarquer  en  etïet  que  la  forme  Mi2„_,  s'exprime  uni- 
([uemcnt  au  moyen  de  i/^,  ...,  y„_i'et  de  leurs  dérivées;  el/e  ne 
renferme  ni  s,  nids  (voir  plus  loin,  n"  60)- 

Considérons  maintenant  une   forme  qu('liom]iie  de  degré  n  —  i 
ijue  nous  éi  rirons 

'■'„_  j  =  Ajf/dîj  •  •  •  dx^  zt  Aj^/Xj  . . .  </.r,^d.i\  +  . . . 
±  A^dx[dx.^ . . .  dx,^_  ^ , 

avec  des  signes  +  seulement  si  n  est  impair,  et  le  signe  +  et  le 
signe  —   alternativement  si    /(   est  pair. 

La  forme  a  correspondante  (j'age  219)  a  pour  expression 

ii  =  X(Ai)f/j:.,  . . .  dx,,  ±  ■  ■  ■  ±  X{A„)dx^dx2  ■  ■  ■  dx„_i 
+  A,[f/X.,(/j'.,  .  .  .  dj\^  +  dx.2dX^  . . .  dx„  +  ...] 
±  AJ^dX^  ...  dx„d,x^  +  dx.^dX^  . . .  dx^  +  ...] 

+ 

±  X,^[dX^dx,  . .  .  f/j;:„_i  +  d.r^dX.^ ...  dx„_^  +  ...] 

et  le  coefficient  dedx^dx^  ...  fte„,  par  exemple,  est  égal  à 

X(AO-A(XO  +  A.H, 
où  l'on  a  posé 

A()=yA,-^,     H=y?^, 

1=1  1=1 

et  les  autres  coefficients  ont  des  expressions  analogues.  En  écrivant 
que  tous  ces  coefficients  sont  nuls,  on  voit  que /es  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que    i  m„_,soj7  an  invariant  intégral 
expriment  que  l'on  a  identiquement 
( .  2)  X(A(  /■))  -  A(X(y))  +  \iX(f)  =0, 

quelle  que  soit  la  Jonction  f. 

Cette   remarque  est   duc  à   M.  Kuniigs  ('),  qui  en  a  déduit  des 

(')  fi.  KOF.xiGS,  Sur  les  invariants  intégraux  ((7(jHi/)/cs-rcnf/iî,s-   de  l'Aaidémie 
des  Sciences,  t.  CXXII,  p.  20,  6  janvier  1896). 
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conséquences  intéressantes  sur  lesquelles  on  reviendra  plus  loin 
(n"  59).  On  voit  immédiatement  que,  si  la  condition  (12)  est  véri- 
fiée, les  deux  équations  X(/)  =  o,  A(y)=  o,  forment  un  système 
complet,  lorsqu'elles  ne  sont  pas  identiques.  On  peut  aller  plus 
loin  en  observant  que  les  deux  équations 

(a)  X(/)  =  o,  A(/)  +  M/=o, 

où  M==^ — 1-  ...  H '—^  ,  forment  aussi  un  système  en  involu- 

lion  {Leçons  n"  18).  En  effet,  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  la 
relation 

X(A(/)  +  M/)  -  A(X(/))  -  MX(/)  =  o, 

soit  une  conséquence  des  premières.  En  tenant  compte  de  la  con- 
dition (12),  cette  relation  devient 

X(M)/-  HA(/)=  j  X(M)  +  HM  j/=o. 

Or  la  relation  X(M)  +  HM  =  o  exprime  que  M  est  un  multiplica- 
teur, ce  qui  est  bien  exact,  puisque  la  forme  dérivée  de  w^_i  est 
Mf/jTj,  . . .,  dx,^. 

Oii  obtient  le  système  (a)  en  cherchant  les  intégrales  de  l'équa- 
tion X(y)  =  o,  qui  sont  en  même  temps  des  multiplicateurs  pour 
la  forme  w„_i.  On  a  en  effet 

(-«-i/)'=  -'-./  +  ".-!«{/■-  [A(/)  +  Mf]dx,  . . .  dx,  ; 

les  équations  X(y)=o,  A(_/")^o  s'obtiennent  de  même  en  cher- 
chant les  intégrales  de  X(y)  :=o  qui  satisfont  aussi  à  la  relation 
",j_if{/^^o.  On  peut  donc  énoncer  le  résultat  suivant:  Si  l'intégrale 


J 


<<*„_i  esl  un  invnrianl  infégral,  les  équations  linéaires 


Jornient  un  système  en  ini'olution,  et  par  conséquent  les  équations 
ti)^_j(//';=  o,  X(y)  =0  yorme/i/  un  sf/slériw  complet  d'équations 
linéaires  et  homogènes . 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu  a  priori,  et  il  est  facile  de  le  véri- 
fier si  le  système  {2)  a  été  ramené  à  la  forme  canonique  (6).  Avec 
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les  variables  canoniques  (y,,  y.. .'/,.-i'  -)•  '*  forme  <<>„_,,  qui 

figure  dans  un  invariant  inléi>r;il  «l'ordre  n —  i,  s'écrit  en  effet 

m„_,  et  m„_2  étant  des  formes  <le  des'rc  n  —  i  et  «  —  a  respective- 
ment, qui  ne  renferment  que  les  variables  y ^,  .  .  .,  ijn_i,  et  leurs 

différentielles,  tandis  que  l'équation  \.(f)=zo  se  réduit  à-=^  =  o. 

Si  y  est  une  fonction  quelconque  de  //,,  y-i,  . .  .,  yn_i,  on  a  identi- 
quement CT,,_,f//'=  0,  (ra,j_,y)'=o,  et  par  suite  {<^,i-.if)' ={^„_i/)'ds . 
Toute  intégrale  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre  (cT^^_,y)'=o, 
indépendante  de  s,  est  donc  un  multiplicateur  pour  w^_j.  On  voit 

de    même  que  les  deux  équations  oj^j_,(//'=  o,  —  =  o   admettent 

n  —  2  intégrales  communes  distinctes. 

/iriiitirqiic.   —   Nous    avons    supposé   que    les    deux    équations 

X(y)  =  o,  A(y')  =  o  sont  distinctes,  c'est-à-dire  que  tous  les  rap- 

A/  ,  .  , 

ports  -—  ne  sont  pas  égaux.  Si  tous  ces  rapports  sont  égaux,  on  a 

w„_,  :=  Kn„_j,  Q„_i  étant  la  forme  définie  plus  haut,  A(y)  =  KX{J'), 
et  la  condition  (12)  devient 

X(K)  +  HK  =  o  ; 

elle  exprime  que  K  est  un  multiplicateur  pour  le  système  (2),  et 
nous  retrouvons  les  invariants  intégraux  !„_,  considérés  tout 
d'abord. 


58.  Invariants  du  premier  ordre.  —  Soit 

w  =  X^dxi  +  . . .  +  A,//,E„ 

une  forme  de  Pf'aff  dont  les  coefficients  A,  sont  des  fonctions  des  n 
variables  x^,  x,,  ....  .r„,  indépendantes  de  t.  Pour  que  l'intégrale 

lj=  1  u  soit  un  invariant  intégral  absolu  du  système  (a),  les  coef- 
ficients A,-  doivent  satisfaire  aux  /(  relations 

(,3)  X(.\,)  +  A.g+...+A„g-^=o,       (/=.,2,  ...,n) 

G.  Prob.  15 
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que  l'on  peut  établir  directement,  ou  qui  se  déduisent  des  condi- 
tions g-énérales  (i  i),  quand  on  y  suppose  p  =  i. 

Ces  conditions  permettent  de  vérifier  facilement  que 

A,X,  +  A2X2  +  . . .  +  A„X„=C"= 

est  une  intcgrale  première  du  système  (2),  théorème  dû  aussi  à 
H.  Poiacaré,  et  qui  sera  rattaché  plus  tard  à  une  proposition  plus 
générale  (n°  63). 

Lorsque  l'invariant  intégral  a  été  ramené  à  une  forme  canoni- 
que, les  conditions  (i3)  prennent  une  forme  simple,  qui  conduit  à 
un  élégant  théorème  dû  à  M.  Kœnig-s  (').  Supposons  d'abord  que 
la  forme  w  soit  de  classe  impaire  zp  +  i  <^  11  ;  si  Ton  a  pris  un  sys- 
tème de  variables  y,  (/,,  ...,  y^,  s^,  z^,  ...,  r^,,  u^,  ...,  Uq 
(2/j  -\-  rj  -\-  i^n)  tel  que  w  prenne  la  forme  canonique 

u>^s^dy,+  ...  +z^dy^  +  dy, 

le  système  (2)  est  remplacé  par  un  système  équivalent 

,    . .        dij_ di/i di/j, rf£i  __         d£jj dUi du_ 

(i4)         Y  —  y7  Yp~  Z,  ~  Z/,  —  U,  Uy 

où  Y,  Yj,...,Yp,Zj,  ...,Zy,,  Uj,  ...,Uf/ sont  des  fonctions  des  varia- 
bles y,  yi,  Tfe,  Uk  et  de  t. 

Pour  exprimer  que  l'intégrale 


(.5) 


\^  =  I  z,dy,  4-  .  . .  +  Zj,dyj,  +  dy 


est  un  invariant  intégral  (_-)  absolu  du  système  (i4),  observons  que 
la  forme  a  qui  figure  dans  l'expression  de  la  dérivée 


H^ 


prend  dans  ce  cas  une  forme  particulièrement  simple 

a  =  </Y  +  'L,dy,  -f  . .  .  -H  \dy^,  -f  z.dX,  -f  . . .  +  r^cA'^,. 

(1)  Cumpltfs  Jii-mius,  loiiw  CX.\7,  p.  Hyù,  ij  di'ccmbrc  i8g5. 

(*)  La  liaison  entre  ce  problème  el  la  recherche  des  transformations  de 
contact  infinitésimales  est  évidente  (voir  Sopiius  Fjie,  Tlieorie  rii-r  Trnnxfor- 
inatlunsijriippen ,  tome  II). 
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Pour  que  Ij  soit   un  iiivaiianl   illlc^■^al,   los  fonctions  V,  Y,,  Za 
doivent  donc  vérifier  les  n  relations 

■(.0): 

D--/    ^    -é-J     "  Dr,-  '       ^«/,  -i-      ''  Du,, 

f/=I,   2,  ..../j),        (/(==!,  2,...,  y), 


On  satisfait  d'une  façon  très  élégante  à  ces  conditions  en  intro- 
duisant la  fonction  auxiliaire. 

(17)  U  =  ^s.,Y,+  Y; 

k 
les  2/>  équations  qui  suivent  la  première  deviennent 

On  a  ensuite 

et,  en  substituant  ces  expressions  dans  la  première  et  dans  les  (j 
dernières  relations  (16),  elles  deviennent 

511  511 

(ni)  ——  r=  o,         - —  =  0,        (A:=  I,  2,  .  . .,  7). 

Le  svstème  (i4)  est  donc  de  la  forme 

rfy/_DH^  (/■-,_        Ml 

^•^"^  c/;  ~  Dr;  '  (//  "~       3y,   ' 

II  étant  une  fonction  quelconque  de  y^,  ■■■,  i/i>,  ^i,  ...,i?/)  et  de  /,  ne 
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renfermant  pas  les  variables  y,  Mj,  ...,  Uq,  et  les  fonctions  U/, 
étant  arbitraires.  Ce  système  (i4)  est  donc  ramené  au  système 
canonique  (20)  suivi  des  équations  (21)  et  (22).  En  particulier,  si 
«  =  2/j  +  I ,  le  système  (22)  disparaît. 

Lorsque  la  forme  w  est  de  classe  2/j,  on  peut  de  même  choisir 
2/>  +  y  =  n  variables  de  façon  que  l'invariant  Ij  ait  la  forme  cano- 
nique 

Ii  =  /  z,dy,-\-  ...  +  s/Zi/p, 

le  systèifie  d'équations  différentielles  (i4)  étant  remplacé  par  le  sui- 
vant 

^  H,       ^.^ Yp^  Z, Z/,   ~  U, LV  ~~     ' 

les  dénominateurs  Y,,  Z/,,  LU  étant  des  fonctions  des  variables  t/i, 
r/;,  u/,  et  de  /.   Pour  obtenir  l'expression  de  -yr- ,  il  est   inutile  de 

recommencer  le  calcul  ;  il  suffit  évidemment  de  supprimer  les 
termes  qui  renferment  Y  et  1/  dans  l'expression  obtenue  plus  haut. 
Les  conditions  (16)  sont  alors  remplacées  par  les  suivantes 

,  ,,,,  „    ,    V       •^^'i  V^  „    ^^'x  'V       '''^'* 

(ib)         Zj  +  J^-ft  "5"  =  °'  2k       D^  ~°'  2à     '"Sm  ~°' 

(«•=1,    2,    ...,p),  (/t=I,   2,    ...,   f/). 

p 
Si  l'on  pose  H=:    >  Sa  Y/,,  elles  deviennent 

^  — _z,     -^  — Y      EL  — 

?//i  '        3ri  '       Oh/, 

Le  système  (i4')se  compose  donc  encore  d'un  .système  canonique 
de  2/t  équations 

et  d'un  système  de  fj  équations 

-^  =  Li/„        {k=i,  2,...,  q). 
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OÙ   les  U/,   sonl  qiielconqups.   La  foiulioii  II  ne  dépend  (|ue  des  9.fi 
variables //i,  s,,  et  vérifie  la  relation 

c'est  donc  une  fonction  homog'ène  et  du  premier  degré  des  zi. 

Du  théorème  de  M.  Kœnig's  on  déduit  très  aisément  un  impor- 
tant théorème  de  H.  Poincaré.  Considérons  un  système  caiioni([Uf 
quelconque 

(^^^)  -W=-^^  ^=-^  (,=  ..2....,/)), 

où  H  est  une  fonction  arbitraire  des  yi,  des  r,-,  et  de  /.   Si  on  lui 
adjoint  l'équation 

nous  venons  de  voir  que  l'intégrale 


/ 


z,dy,  +  z,dij.,  +  .  .  .  +  z/y^  +  dy 


est  un  invariant  intég'ral  aljsolu  du  système  formé  par  les  équa- 
tions (28)  et  (24).  On  en  déduit  que  l'intéifrale  obtenue  par  l'opéra- 
tion (D)  (n«  54) 

h=  j  dy^dz^  +  dy^dz^  +  .  •  •  4-  dy/lz^ 

est  aussi  un  invariant  intégral  du  même  système,  et,  comme  la 
variable  y  ne  fig'ure,  ni  dans  l'invariant  U,  ni  dans  les  équations 
(28),  on  en  conclut  que  I.,  e&l  un  innarianl  inti'-yral pour  le  système 
canonique  (Cf.  n"  63). 

59.  Composition  des  invariants  intégraux.  —  Si  les  deux 
intégrales  /  w,  I  m,  où  w  et  m  sont  deux  formes  symboliques  du 
môme  degré, sont  des  invariants  intégraux  d'un  système  d'équations 
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différentielles,  il  est  clair  que  l'intégrale  I  Cw  +  C'ct  est  un  invariant 

intégral  du  même  système,  quelles  que  soient  les  constantes  C,  C. 

Connaissant   deux  invariants  de    degrés  quelconques,  I  <•>'',  f  wy 

du  même  système,  on  peut  en  déduire  un  nouvel  invariant  par  une 
multiplication  symbolique. 

Supposons  d'abord  que  les  dénominateurs  X,-  du  système  d'équa- 
tions différentielles 

ne  dépendent  pas  de  /.  On  peut  alors,  par  un  changement  de  varia- 
bles portant  uniquement  sur  les  variables  j?,-,  ramener  ce  système  à 
une  forme  canonique 

^        '  O  O  O  I 

Soient  up,  w,/  deux  formes  symboliques,  de  degrés  p  et  q  respecti- 
vement, en   flXi,  ....   dx„,  telles  que   les    intégrales   1/)=:   /  o>p, 

ly  =  /  u)ç  soient  deux  invariants  intégraux  du  système  (25).  Après 

le  changement  de  variables  qui  ramène  le  système  (26)  à  la  forme 
canonique  (26),  ces  formes  symboliques  otp,  «y  se  transforment  en 
doux  nouvelles  formes  symboliques  lip,  iiy,  dont  les  coefficients  ne 
renferment  pas  s  (n°55).  Il  en  est  évidemment  de  même  du  produit 

symbolique  iipLïf/,  et  par  conséquent  1  apîif/  est  un  invariant  inté- 
gral absolu  du  système  canonique  (26).  L'intégrale  I  (OpWy  est  donc 

aussi  un  invariant  intégral  du  système  (25),  et  nous  pouvons  énoncer 
le  théorème  suivant,  que  H.  Poincaré  a  déduit,  par  une  analyse 
savante,  mais  difficile  à  suivre,  de  l'étude  dos  équations  aux  varia- 
tions. 

Si  /l's  cl(>n,T  iiilri/r/ilcs  I  w^,,    /  w,^  sont  (/cii.r  iiivariaiils  liitr- 
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(jrmix  absolu.')  du  sj/sièine  (aJ),  l'inti'ijralr  j  oj^w,^  psl  un  inva- 
riant intcfjral  absolu  du  mfirne  syslènip.. 

Le  m<^mo  raisonnement  prouve  que,  si/^=Cest  une  iiitéi^rale 

première  indépendante  de  /  et    1  w  un  invariant  iutég-ral,  /  f<»  est 

aussi  un  invariant  intôçral.  En  eftet,  par  le  chang-ement  de  varia- 
bles précédent, y  s'exprime  au  moyen  des  variables  (/,,  et  la  forme 
fdi  se  change  en  une  forme  Fi2,  qui  ne  contient  pas  r. 

Le  théorème  s'étend  aussi  aux  systèmes  (25),  dont  les  dénomina- 
teurs X,-,  ou  du  moins  quelques-uns,  renferment  la  variable  <  ;  on 
suppose  toujours  que  up,  w,,  sont  indépendants  de  t.  Nous  avons 
remarqué  en   effet   que   les   conditions  (ii)    qui    expriment   que 

/  '''/'•  /  '"'/  sont  des  invariants  intégraux  ne  renfermant  aucune 
dérivée  partielle  des  X,  par  rapport  à  /.  Si  ces  conditions  sontvéri- 
Kées,  les  intén'rales  1  <'>p,  I  t.),^,  sont  des  invariants  intégraux  du 
système  (25),  où  l'on  aurait  remplacé,  dans  les  X/,  /  par  une  con- 
stante quelconque.  Les  conditions  qui  expriment  que  /  Mp<^q  est 
un  invariant  intégral  sont  donc  des  conséquences  des  équations 
qui  expriment  que    I  '■>/,  cl    /  (■>,/  sont  des    invariants   intégraux, 

puisqu'il  en  est  ainsi  quand  on  donne  à  /  une  valeur  constante 
quelconque  dans  les  X,-. 

Il  est  clair  que  le  théorème  s'étend  au  produit  symbolique  d'un 
nombre  quelconque  de  formes  symboliques  wp,  wq,  w,.,  ...,  qui 
figurent  dans  les  expressions  des  invariants  absolus.  L'énoncé 
n'exige  pas  non  plus  que  toutes  ces   formes  soient  différentes.  De 

tout  invariant   absolu  I  oj  ,   on    déduira  de  nouveaux    invariants 

représentés    symboliquement   par    \  ('■),,)',   /    (%)',    •••     Tous   ces 

invariants  sont  nuls  sip  est  impair. 

Connaissant  un  ou  plusieurs   invaiianls   intég'raux  du   système 
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(26),  si  l'opération  précédente  permet  d'en  déduire  un  invariant 
intégral  d'ordre  n,  on  aura  un  multiplicateur  du  système.  Si,  en 
procédant  d'une  autre  façon,  on  peut  en  déduire  un  autre  invariant 
d'ordre  n,  le  quotient  de  ces  deux  multiplicateurs  donnera  une 
intég-raledu  système,  pouvant  d'ailleurs  se  réduire  à  une  constante. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  connaisse  un  invariant  intégral 

du  second  ordre  I,^  I  Wj  d'un  système  de  2rt  équations,  la  puis- 
sance symbolique  (wj)"  n'étant  pas  nulle,  et  en  outre  deux  inté- 
grales /;,  y!,  de  ce  système.  L'intégrale  U,;^  /  (w,)"  ^^^  un  inva- 
riant intégral  d'ordre  n,  ainsi  que  l'intégrale 


/' 


{<^.y''-'dj\df,. 

Le  quotient  des  deux  formes  symboliques 

(r.,)"-lrf/.rf/-, 

("2)'' 

est  donc  une  nouvelle  intégrale  du  système  proposé. 

Le  théorème  classique  de  Poisson  n'est  qu'un  cas  particulier  de 
celle  remarque.  Supposons  que  le  système  considéré  soit  un  sys- 
tème canonique 

(on\  — -  =  — ,        -!—^ («  =  i,2,  ...,7i). 

Ce  système  admet  l'invariant  intégral  (n"  58)  : 

\„^  f i^.,^  f  y^  ,/xidpi. 

La  puissance  symbolique  (u,)"  est  identique  à  n\dXidp^...dXi^dp,^, 
et  par  conséquent  le  système  (27)  admet  pour  multiplicateur 
l'unité,  comme  il  est  bien  connu.  D'autre  part,  siy^  et  /;  sont  deux 

intégrales  de  ce   système,    I  {<'>i)"'''dj\df.,  est  aussi   un   invariant 

intégral  d'ordre  /;.   Or  le  produit  symbolique  sous   le  signe  inté- 
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ural  est  égal,  à  un  facteur  constant  près  (n"  42),  à  (/i-ji)(ixi(fpi--- 
i/:r„(/pn,  la  parenthèse  {/i,/o)  ayant  le  sens  habituel.  L'expression 
(./l'/a)  ''*'  donc  une  intégrale  du  système  (27).  Les  généralisations 
bien  connues  du  théorème  de  Poisson  s'établissent  de  la  même 
façon. 

On  pourrait  évidemment  imae^iner  un  grand  nombre  de  combi- 
naisons d'invariants  intégraux  conduisant  à  des  théorèmes  analo- 
gues au  théorème  de  Poisson  ;  nous  n'examinerons  que  l'une 
d'elles.    Supposons    que    l'on     connaisse    un    invariant    intégral 

1  ,_,=  /  (ij,,_,  du  système  (aS),  où  les  X,  ne  dépendent  pas  de  t.  et 

une   intégrale  J    de  ce    système   indépendante  de    t;    l'intégrale 

I,  =  /  df  esi  aussi  un  invariant  intégral  du  système  (25),  et  par 

suite  il  en  est  de  même  de  l'intégrale  |  (>)„__,(//'■  Si  le  produit  sym- 

l)olique  w„_///'  n'est  pas  nul,  on  aura  donc  un  multiplicateiir  du 
système. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat,  en  se  reportant  au  calcul  qui 
a  été  fait  à  la  page  228.  Ecrivons,  en  reprenant  les  notations  de  ce 
paragraphe, 

(ij„_j  ^  A 1  dx.^ . . .  f/j",,  dz  Ajf/jj . . .  dx„dx^  +  ...±  A„(/x'; . . .  </j?„_j , 

de  sorte  que  l'on  a 

±  w„_,f//-==  A(/)f/.r, . . .  dx„. 

Si  l'intégrale    /  (o„_i  est  un  invariant  intégral,  on  a  identique- 


X(A(/))-A(X(y))  +  A(/)2  1^="' 
(=1 

intégrale  de  ? 

X{X{/))  +  Aif)^~  =  o, 


et  par  conséquent,   si  y  est  une   intégrale  de  X(y)=o,  on  a   la 
relation 
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qui  prouve  que  A(/')  est  un  multiplicateur.  Si  l'on  connaît  déjà  un 
autre  multiplicateur  M,  le  quotient  — ^  sera  une  nouvelle  inté- 
grale ;  si  l'on  connaît  deux  intégrales  a  et  (3,  A(o)  et  A(ji)  sont  deux 
multiplicateurs  et  par  suite  le  quotient —~  est  aussi  une  inté- 
grale ('). 

On  peut  déduire  facilement  de  ce  qui  précède  la  solution  d'un  pro- 
blème étudié  par  M.  Buhl  (').  Etant  donné  un  système  d'équations 
différentielles  (25),  où  les  X/  ne  dépendent  pas  de  /,  soient  Bi,  Bi.  ....  B,j 
de  nouvelles  fonctions  de  a;,,  .bj,  Vn,  et  B(/)  l'expression 

B(/)  =  B,  ^  +  B,  ^  +  . . .  +B,, -^  ; 

M.  Buhl  s'est  proposé  de  dé/eriiiiiier  les  fonc/loiis  B,  de  façon  (fiie 
B('f)  soit  une  intégrale  de  l'équation  X(f)  ^  o,  toutes  les  fois  que  »  est 
une  intégrale  de  la  même  équation. 

Il  existe  toujours  une  infinité  de  solutions  de  ce  problème.  Soit  en 
effet  I«-i  :=  [mh—i  un  invariant  intégral  du  système  {-t5),  tel  quewn-i 
ne  soit  pas  identique,  à  un  facteur  près,  à  la  forme  iîn— i  définie  à  la 
page  222.  On  a  alors 

an-\df—  K{f)dx\  . . .  d.r,„ 

A{f)  étant  une  expression  linéaire  et  liomosene  en  — ^ —  >  . .   >  — —  j  et 

les  deux  équations  X(/)  =  o,  A(/)  =  o  sont  distinctes.  Nous  venons  de 
voir  que  A(f}  est  un  multiplicateur  du  système  (2,'5),  si  y  est  une  inté- 
grale de  l'équation  X(/)  =  o.  Soit  d'autre  part  M  un  multiplicateur 
déterminé  quelconque  du  système.  L'expression 

donne  une  solution  du  problème  de  M.  Buhl. 

Ou  les  obtient  toutes  de  cette  manière.  Soit  eu  effet 

(')  Voir  la  note  <l('J!i  ciléc  de  M.  Ivœnigs  (Coiii/i/rx  riciidiix.  I.  CXX/I,  p.  sS  ; 
G  janvier  i8g6). 
(')  Thèse  de  Doctoral . 
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^f  ■        ■ 

iiiio  l'xpi'cssioa    lint'aire   par  rapport   iiiix   dérivées  -  -  ,  satislaisaiil  à 

l'énoncé.  Considérons  la  forme  symbolique 

ran—i  =  Birf.C2  . . .  dxn  ±  Btdx^t  . .  .  d.XndXi  +  .  . .  ±  Mndxx  .  .  .  d.Tn—\  \ 

d'après  sa  définition  même,  on  a 

±  n„_iaf/=  B(/)r/,T,  .  .  .  il.rn, 
et  par  suite,  M  désignant  un  niuUiplieatcur  du  système  (25), 
±  MiTT„_i(//=:  MB(,/>/.r,  . . .  dxn. 

Posons  Mn— 1  =±Mcïn_i,  et  observons  que  MB(y)  est  un  multiplica- 
teur du  système  (25)  toutes  les  fois  que/ est  une  intégrale  de  X(y)  =  o. 
Il  suit  de  là  que  l'intégrale  J'wn—id/  est  un  invariant  intégral  du  st/s- 
tàme  (25)  si  /est  une  intégrale  de  l'équation  X(f)  =  o. 

Imaginons  que  l'on  prenne  un  système  de  variables  canoniques 
{ij\,  i/i,  . . .,  yn— 1,  r)  pour  le  système  (25);  la  forme  wn— l  s'écrira 

o>n~l  =  Kdf/id;/t  .  .  .  di/n-X  +  n/,_2f/-> 

Iv  étant  une  fonction  quelconque  et  FI/i— 2  une  forme  de  degré  n  —  2  où 
no  figurent  (|ue  les  différentielles  di/i.  Les  /( —  i  intégrales 

I  Mn—\diji:=     j   Uii—vlf/id:  (i=:i,2,  .,    ,n — l), 

doivent  être  des  invariants  intégraux.  Il  faut  donc  que  les  n —  i  pro- 
duits symboliques  Un—idgi  ne  renfermcul  pas  ^,  et  par  suite  que  les 
coefficients  de  la  forme  Il/j— 2  soient  indépendants  de  r.  L'intégrale 
fUn-idc  est  dono  un  invariant  intégral.  Si  l'on  revient  aux  variables 
.T],  ...,.r„,  ou  voit  donc  que  la  forme  w«_i  est  la  somme  de  deux 
formes 

M,i_l  =  Hil«_i  +  Hn-i, 
l>n_i  étant    la    forme  de    degré    n — i    définie   plus    liaut  (n"    57),    et 
I    rid—i  étant  un  invariant  intégral  du  systèiue.  Ou  ;i  doue 

r.,n-idf=  Ha„-ulf  +  n„  -idf, 
=  [H,X(/)+A.(/)]rf/-, 

A|(/')  se  déduisant,  comme  on  vient  de  rexpli(|uer,  de  l'iuvariaut  inté- 
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gral  d'ordre  n—  i  |  ll«—ir//';  en  remplaçant  wn—lf// par  cette  expres- 
sion, il  vient 

Il  est  clair  que  la  solution  ainsi  obtenue  n'est  pas  plus  générale  que 
la  première,  car,   si    B{f)  est   une   solution,    il   en    est    de   même   de 

B(/')  4-  LX(/),  quelle  que  soit  la  fonction  L. 

60.  Invariants  attachés  aux  trajectoires.  —  Reprenons  un 
système  de  n  équations  différentielles  dxi=  X/di,  {i  =  i,  i,  ...,  n), 
où  les  X,-  ne  dépendent  pas  de  /,  et  soient/',, y'o,  ■■■,fn^i  des  inté- 
grales premières  distinctes,  indépendantes  de  /,  de  ce  système. 
Quand  on  multiplie  toutes  les  fonctions  X,-  par  un  même  fac- 
teur indéterminé  ^(J",.  -..,  xj,  le  nouveau  système 

admet  encore  les  n  —  i  intég-ralesy'j,/^,  ■■.,/n-i^  et  la  dernière 
intégrale  seule,  où  figure  le  temps,  dépend  de  1.  En  d'autres  ter- 
mes, l'introduction  du  facteur  1  ne  modifie  pas  les  trajectoires, 
mais  seulement  la  loi  suivant  laquelle  chaque  trajectoire  est  par- 
courue. 

Soit  M  une  forme  symbolique  de  degré  p  en  d/\,  .  .,  df\^_^,  dont 
les  coefficients  ne  dépendent  eux-mêmes  que   de  ,f\<f^_,  ■••ijn-i- 

L'intégrale    /  w  est  un  invariant  intégral  du  système  (28),  quel  que 

soit  1  (n"  55).  Nous  dirons  dans  la  suite  que  cet  invariant  inté- 
gral est  attaché  aux  trajectoires  du  système  d'équations  différen- 
tielles dxi:^Xidt  {i=ï,a,  ...,n),  et  nous  le  désignerons  par  la 
notation  l!,,  quand  nous  voudrons  mettre  celte  propriété  en  évi- 
dence. 

Si  nous  prenons  un  nouveau  système  de  variables  (y,,  ^j,  ..., 
!/„_,,  z)  où  y^^/'j,  ...,  ,y„_i  =/„_!.  le  système  (28)  est  remplacé 
par  un  système 

/       \  flf/i  dl/n—i  di  1, 

(29)  -J^==...  =;--^— i  =  — =  rf^ 

^   ^'  o  o  fi  , 
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OÙ  jj.  [iiMil  ("'lie  une  fonclioii  (|ii<'lc()iiinu'  tic  //,,  y.,,  ...,  ^„_i.  -■  Une 

iiitétii'ale    I  il  sei;i  un  invjirianl  inléyral  de  ce  système,  quel  que 

soit  u.,  pourvu  que  la  forme  i2  ne  contienne  ni  s,  ni  ds.  On  voit 
par  là  ce  qui  disting-ue  un  invariant  intégral  absolu  quelconque 
d'un  système  canonique  d'un  invariant  intégral  attaché  aux  tra- 
jectoires. 

Pour  qui'    I  il  soit  un  invririonl  nùso/u,  i/  /'nul  e/il  su/Jil  que 

les  coefficients  de  il  ne  dépendent  pas  de  s. 

Pour  que    j  Ù  soit   un  invariant  attaché  aux  trajectoires,    il 

faut  que  SI  ne  contienne  ni  s,  ni  dz. 

Il  existe  donc  une  infinité  d'invariants    intég-raux   d'un    ordre 
([uelconque  (de   i   à  /;)  attachés  aux  trajectoires  pour  un  système 

(le  n  équations  dift'éreutielles.  Soit  /  il  un  invariant  intégral 
absolu  du  système  (2).  Pour  que  cet  invariant  soit  attaché  aux  tra- 
jectoires de  ce  système,  11  l'aut  et   il  suffit  que    /  il  soit  encore  un 

invariant  intégral  pour  le  système  obtenu  en  remplaçant  X,  par  aX/, 
et  cela  quel  que  soit  )..  Supposons  il  de  degré /j 

"  =  ^\,oc,  . .  .  «/-^«/^-^a,  •  •  •  ''^a,  ; 
par    hypothèse,    les   coefficients   A „     vérifient   les   condi- 

I  J  i  '  U^IX'2    .  .  ,     fXp 

tions  (11)  (page  219)  pour  toutes  les  combinaisons  d'indices  p  à  p. 
Ces  coefficients  doivent  vérifier  aussi  les  relations  que  l'on  obtient 
en  remplaçant  X,  par>.X,-.  Or,  ces  nouvelles  relations  deviennent, 
en  tenant  compte  des  premières, 

+  K.J,      ...^''~+  ••• 


et  doivent  être  vérifiées,  quel  que  soit  \.  Si  l'on  y  fait  successive- 


«1//     ...    «y, 
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meut  ).  r^oîj,  ....  1:^03^,,  on  voit  que  les  coefficients  A 
doivent  vérifier  toutes  les  relations 

(3o)  i;A„,„,^...„,,_„X,  =  o, 

(=1 

pour  toutes  les  combinaisons  des  n  indices  /) —  i  à/< —  i.  On  peut 

énoncer  ce  résultat  de  la   façon  suivante  :  Pour  quf    j  ù  soif  an 

invariant  intégral  attaché  auxtrajectoires  dusystènip  {2),  iljaul 
et  il  suffit  que  les  coefficients  de  Q.  vérifient  les  conditions  {i  f),  et 
que  toutes  les  équations  du  système  de  Pfaff  attaché  à  la  forme  £2 
(n"  32)  soient  vérifiées  quand  on  1/  remplace  dxi  par  A',- 
(«  =  1,2,  . . .,  n). 

Les  conditions  (3o)  expriment  que  les  formes  de  Pfaff  M^,  «„,  ,.., 
uir,  associées  à  la  forme  symbolique  Q.  s'expriment  linéairement 
au  moyen  des  (n — i)  formes  df,  ...,  df_i,  en  désij^nant  par 
fi-ifiy  ■  ••)./«_!  un  système  de  « —  i  intégrales  distinctes  de  l'équa- 
tion 

/  =  1 
En  effet,  l'équation  de  Pfaff 

sera  vérifiée,  d'après  la  relation  (3o),  si  l'on  remplace  Xi,  x-t,  . . . , 
a;,j  par  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  satisfaisant  aux 
équations  (2),  c'est-à-dire  par  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante satisfaisant  art —  i  relations y(  =  C,,  .  ■■,f,_i  =  G„_j. 
Les  équations  m^  ^^       ^       =^  o  sont  donc  des   conséquences  des 

équations  rf/", -=  o,  ...,(//„_j  =  o,  et  par  suite  les  formes  de  Pfaff 
associées  à  la  forme  il  sont  des  combinaisons  des  n  —  i  formes 
dfi,  df^,  .  . .,  df^_^.  La  forme  symbolique  n  s'exprime  donc  elle- 
même  au  moyen  de  ces  différentielles  seulement.  Telle  est  la 
sig'uification  des  conditions  (3o).  Quant  aux  conditions  généra- 
les (11),  qui  s'appli(]uenl  à  tous  les    invariants  intég-raux,  elles 
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expriment  que  les  coeflicicuts  de  i>  s'expriment  aussi  au  moyen  de 

lieinarqnc  1.  —  Loi>que  |  ii  csl   un    invariant   intéi'ral  attaché 

aux  trajectoires,  il  est  à  peu  près  évident  que  l'intégrale    |  a' est 

aussi  un  invariant  attaché  aux  trajectoires.  En  efFet,  si  on  a 
ramené  le  système  d'équations  différentielles  à  une  forme  canoni- 
que, 11  ne  renferme  que  //i,  ...,  y„_p  diji,  ...,  dy ^^_^,  et  il  est  clair 
qu'il  en  est  de  même  de  a'.  II  est  aisé  de  vérifier  ce  résultat  direc- 
tement et  sans  aucune  transformation. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  degré />  de  a  soit  pair; 
la  forme  dérivée  a'  a  pour  expression 

où  l'on  a  posé 
»^«  «         «  .' 

«10(2  •  .  •  ^p' 

DA  3A  .  dA. 

«1«2   ...«/)  «2    .  ,   .    «/)(  («I     .  .  .    Up—\ 

"^        TFi         '        to  I-  •••  -1         ^  ■ 

«1  «p 

Il  s'agit  de  montrer  que  les  relations 


/?A  .^.^  .  3A 

V^7       «1  ...  ap  «....  api  la,  ...  up-i 

•*-<'  '[  3.i'(  ^JC  -t  ■■■  -r  jjj 

/  \  «1  «p 

sont  des  conséquences  des  relations  (i  i)  et  (3o). 
La  relation  à  vérifier  peut  s'écrire 

DA  •  OA ■ 

«■2     .  ■  upi  If'.,  . .  .  ap-.\ 


(V. ,.,-)  + 1  ^rr- +■■•+ ^rr-- F  =  ». 
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OU,  eu  remplaçant  X(  A  „  ')  par  sa    valeur  tirée  de  la   rela- 

tion  (i  i), 

TA  .  JA. 

y  «2 . . .  -r'  ^  _  ^  Vx,-      "'■■■■"/^-' 

/    .        '  :i  ;■  T^     •••      T^      _J  ?,r 

Mais,  p  étant  pair,  on  a 

A   .  -- \  A  .  ^^ A  . 

'    («2  .  .     «ya  «;  . .  .  api'   ■■  ■  '       «1  .  .  .  K/J— 1'  iC-1   .  .  .   «p— 1' 


et  il  reste 


.«p/^'V-  +  ^^I-^...«.-.-^'- 


cette  relation  résulte  immédiatement  des  conditions  (3o). 

Le  calcul  prouve  aussi  que  le  système  formé  par  les  équa- 
tions (il)  et  (3o)  est  équivalent  au  système  formé  par  les  équa- 
tions (ii)  et  (3i).  Ce  résultat  est  bien  d'accord  avec  les  proposi- 
tions établies  antérieurement  sur  la  classe  d'une  forme  symbolique 
(n"  33).  Si  l'on  remplace  X,  par  fte/ dans  les  équations  (3 1)  et  (3o), 
on  obtient  les  deux  systèmes  d'équations  de  Pfafl'  S  et  S',  qui  sont 
associés  respectivement  aux  deux  formes  D.  et  ii'.  Les  équations  (3 1) 
et  (3o)  expriment  donc  que  les  intégrales  de  ce  système  complète- 
ment intégrable  font  partie  des  n —  i  intégrales  premièresy,,  /j, 
. . .,  fn—i  du  système  (2).  Si  l'on  suppose  la  forme  il  ramenée  à  une 
forme  réduite,  elle  ne  contiendra  donc  dans  son  expression  que  les 
n — I  intégrales  premières  de  ce  système  et  leurs  différentielles. 

C'est  précisément  ce  qui  a  lieu  pour  une  forme  11,  lorsque    I  li  est 
un  invariant  attaché  aux  tiajectoires. 

Remarque  JI.  —  Si  Tinlégrale  I  il  est  un  invariant  intétî-ral  atta- 
ché aux  trajectoires  d'un  système  de  /(  équations  dirt'érentielies  (2), 
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nous  venons  de  voir  que  la  l'oime  li  est  au  j)lus  de  classe  n  —  i . 
Réciproquement,  soit 

une   l'orme   svmliolique  de  det>i'é  /i  à   n    variables,    et   de  classe 

inférieure  à  n.   I/inlé:;iale    I  (.j^,  est  un  invariant  intégral  attaché 

aux  trajectoires  pour  un  système  au  moins  d'équations  différentiel- 
les. Eu  effet  les  équations 

n  n 

I  (■  =  1 

qui  se  présentent  dans  l'étude  de  la  classe  d'une  forme  symboli- 
que (n"  33),  se  réduisent  à  n — i  équations  distinctes  au  plus, 
quand  on  y  reg'arde  a,,  '/..,,  ...,  ).„  comme  des  inconnues.  Soit 
).i  =  Xi A„  =  X„  un  système  de  solutions   non  toutes  nulles; 

nous  avons  démontré  plus  haut  que    I  o>^  est  un  invariant  intég'ral 

attaché  aux  trajectoires  pour  le  système 


(l.Cl   i/x„ 

X,    ~  ~x7 


Si  (Op  est  de  classe  n  —  i,  les  fonctions  X,-  sont  déterminées  à  un 
facteur  près.  Si  w^  est  de  classe  n — /■,  X,,  ...,  X„  dépendent 
linéairement  de  r  coefficients  arbitraires.  La  propriété  peut  encore 
s'établir  sans  aucun  calcul.  Si  la  forme  w^  peut  s'exprimer  au 
moyen  de  n — /'  fonctions  distinctes  y^, y,,  ..../'„— r  et  de  leurs 

différentielles,  /  w^,  est  un  invariant  intégral  1^,  pour  tout  système 

d'équations  différentielles  admettant  les  // — /■  intégrales  pre- 
mières 

61.  Formation  de  ces  invariants.    —  H.   Poincaré  (')   a 
indiqué  rapidement  un  procédé  permettant  de  déduire  d'un  inva- 

(')  Les  Méthodes  nuui'elles  de  la  mécanique  Céleste  't.  III,  p.  J.1,. 

G.   Pvob.  16 
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riant  du  second  ordre  un  invariant  du  premier  ordre,  qui  est  préci- 
sément un  invariant  attaché  aux  trajectoires,  On  lui  doit  égale- 
ment un  procédé  (')  pour  déduire  d'un  invariant  intégral  d'ordre  n 
un  invariant  intég'ral  d'ordre  n  —  i .  En  réalité,  la  méthode  de 
H,  Poincaré  s'applique  à  tout  invariant  intégral,  quel  qu'en  soit 
l'ordre,  et  permet  de  déduire  d'un  invariant  intégral  absolu 
d'ordre /J,  non  otlaché  aux  trajectoires,  un  nouvel  invariant  inté- 
gral absolu  d'ordre/; —  i,  attaché  aux  trajectoires. 

Soit  l^,  =   j  0.^  =  J  ^A^_^^    _  _  „^  (Ix^^  clx^^  . . .  dx„^^ 

un  invariant  intégral  absolu  non  attaché  aux  trajectoires.  Posons 

n 

C  =  ^A  X-  • 

^  «1«2   .  .  .   «/)_!  .^      «i«„  .  .  .  Up-ii       '  ' 

i=l 

l'invariant  I^^  n'étant  pas  attaché  aux  trajectoires,  toutes  les  fonc- 
tions C „        ne  sont  pas  nulles  à  la  fois.  Soit  w,,_i  la  forme 

symbolique  de  degré  /;  —  i 

..,,_!  =.  ^C„^„^  _  _  _  „^^_^  clx^^ . . .  dx^^^_^  ; 

l'intéfjrale    j  w/j— i  esl  un  invariant  intégral  absolu  attaché  aux 

trajectoires. 

Il  suffit,  pour  le  démoi 

(32)      -X(C„^«,...„,_,) 


trajectoires. 

Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  vérifier  que  les  relations 


sont  des  conséquences  des  conditions  (i  i).  Or  on  a 

■'    (    «,«2...ap_i) 

i  i     h 

C)  Actu  lUtilhemalica,  I.  XIll,  /;.  60  (iXrjo). 
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Ueini>lac;oiis  X  /  A^         a  ,_i/ )!'•"' ■''•'  valciu-  tiroL'  des  l'urmiilus  (u); 
il  vient 


(*^«,a,  .  .  .  «;,_,)  —  2]2]*^«i    .  .«p-li^ 


i  h  "l  ' 

En  rcm[)lai,ant  Je  même  les  C  par  leurs  valeurs,  la   relation  à 
vérifier  (3i)  devient 

.«^^     «1   .  .  .  «/'-l'       ''  Dj,7, 
/     /i 

—  Zà ^'  ^  ( '^/''A,  . .  «i,-ii f:ï~  +  •  •  ■  ^^«^ . . .  «,,-i/i  ^  ) 


OU,  en  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent  à   première  vue, 

/      /.  /     h 

il  suffit  de  |)ermuler  les  indices  /et  h  dans  l'un  des  ileux  membres 
pour  obtenir  une  identité. 

L'intégrale    /  '.■>p—\  est  donc  bien  un  invariant  intégral. 

C'est  un  invariant  attaché  aux  trajectoires.  Nous  avons  en 
effet 

^J^v-i"-^  . .  .  «/)-l/l^''  ~  ^^"^^«ic.  .  . .  «,,— .•/((•^'■^'" 
A  =  l  II     I 

et  les  termes  du  second  membre  se  détruisent  deux  à  deux,  car  il 
change  de  sig-ne  quand  on  permute  les  indices  /  et  h. 

Pour  abréger,  j'appellerai  ropération  (E)  l'opération  (|ui  vient 
d'être  définie,  et  qui  permet  de  déduire  d'un  invariant  absolu  1^,. 
non  attaché  aux  trajectoires,  un    invariant  ip—i  attaché  aux  tra- 
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jectoires.  Cette  opiTalioii,  appliquée  à  un  invariant  l".^,  conduit  à 
un  résullat  identiquement  nul.  Nous  avons  appelé  plus  haut  opé- 
ration (D)  l'opération  qui  conduit  d'un  invariant  intégral  absolu  1^^ 

ou  d'un   invariant  relatif  J^,  représenté  par  l'intégrale    I  w,  à  un 

invariant  lp_^_^  ^    I  w'.  Appliquée  à   un  invariant  K',  elle  conduit 

aussi  à  un  invariant  identiquement  nul. 

11  est  facile,  en  se  servant  des  conditions  (i  i)  et  (3o),  de  démon- 
trer les  pi'opriétés  suivantes  ('). 

L'opération  {D)  appliquée  à  un  invariant  /"„  conduit  à  un  inva- 
riant Ip  ",  c'est-à-dire  à  un  invariant  attaché  au.\  trajectoires,  qui 
est  en  même  temps  égal  à  une  intégrale  de  différentielle  totale 
svmbolique. 

L'opération  (E)  appliquée  à  un  invariant  J'  conduit  «  un  inva- 
riant l'pj^. 

Les  opérations  (D)  et  (E)  sont  permutables. 

Ces  propriétés  sont  immédiates  si  l'on  suppose  le  système  (4) 
ramené  à  une  forme  canonique.  Nous  y  reviendrons  au  paragraphe 
suivant. 


J 


Rejuarque.  —  Pour  appliquer   l'opération  (E)  à  un    invariant 
w,   il  est  commode  d'appliquer  cette    opération  à   chacun    des 


monômes  de  la  forme  w  successivement. 

Par  exemple,  soit  I.,  un  invariant  absolu  du  deuxième  ordre 

Ij  :=    I     2.^^ikdxidxk  ; 

l'invariant  \\  que  l'on  en  déduit  a  pour  expression 

Jj  =    /    y^kik[\idxh  —  Xhdxi). 

{')  Juuriitii  (le  .U(i//ifiiiatii/ufs  (0'  série),  lome  IV  [iijo8],  p.  344- 
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62.  Interprétation  de  la  méthode  précédente.  —  Consi- 
(Ic'foiis  (l'aboi'd  un  svslème  de  trois  équations 

X  Y  Z    ~  "'■ 

où  X,  Y,  Z   ne  dépendent   pas  de  /,   et  un  invaiiant  intégral    du 
troisième  ordre 


f  \    \  Udxdydz 


Soit  S|)  une  portion  de  surface  limitée  par  un  contoui'  fermé  I'  ; 
les  trajectoires  issues  des  différents  points  de  Sj  eng'endrent  un 
lube  de  trajectoires,  limité  par  une  surface  S,,  lieu  des  trajectoires 
([ui  rencontrent  le  contour  T.  Soit  /n,,  iXf,,  //q,  z„)  un  point  de  Sj,  ; 
le  point  de  l'espace  qui  est  au  point  m^  au  temps  /  :^  o,  est  venu 
en  un  point  m  au  temps  t  =  T,  et  le  lieu  de  ce  point  m  est  une 
surface  S  qui  limite  avec  S„  et  S,  un  domaine  D,  le  temps  T  ayant 
la  même  valeur  pour  tous  les  points  de  S„.  Pour  calculer  l'inlé- 
g'rale  I  étendue  au  domaine  D,  supposons  les  coordonnées  d'un 
point  de  S,,  e.xprimées  au  moyen  de  deux  paramètres  <^ii,  v),  de  façon 
que  S„  corresponde  point  par  point  à  un  domaine  fermé  R  du  plan 
('/,  v).  Le  domaine  D  de  l'espace  correspond  alors  point  par  point 
à  un  domaine  cylindrique  de  l'espace  à  trois  dimensions  (?/,  u,  t) 
limité  par  les  deu.v  plans  ;  =  o,  <  ==  T,  et  l'on  a 

I  ^   fjfudxdyd.  =  ffjM  ^^^Jl^dudnd, 

:=.    fffyi  Ï^^Z  +  ^1^  X  +  -^  y]  dudrdt 
J  J   J         L  0(".")  D(H,r)  G(u,r)       J 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

\=    I    dl   I   I     M  I  \d;/ds  +  Yd:dœ  +  Zd.rdi/  \  , 
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l'intégrale  de  surface    /    /       étant   étendue    à    la    section    S^    du 

domaine  D  que  l'on  obtient  en  donnant  à  t  une  valeur  constante 
comprise  entre  o  et  T.  L'intégrale  I  est  une  fonction  de  T  dont  la 
dérivée  pour  T  =:  o,  par  exemple,  a  pour  expression 


-1-/X 


M{Xc/i/dz  +  Ydsdx  +  Zdxdy). 


Nous  définirons  un  autre  domaine  A  analogue  à  D  de  la  façon 
suivante.  A  chaque  point  m„  de  Sq  faisons  correspondre  un 
nombre  8  variant  d'une  manière  continue  avec  la  position  de  /«„. 
Sur  la  trajectoire  issue  de  ce  point  m,,,  prenons  les  points  ii^,  et  a 
occupés  par  le  mobile,  qui  part  de  m„  au  temps  /  =  o,  aux  épo- 
ques/=  6  et  <  =  e  +  T. 

Sur  chaque  trajectoire  issue  d'un  point  de  S^,,  nous  prenons  ainsi 
quatre  points  //?„,  m,  ^i.,,,    a,    correspondant   aux  valeurs  /  =  o, 

Lorsque  le  point  m,,  décrit  S(,,  le  point  /it  décrit  S,  et  les  points 
[/.j,  |j.  décrivent  aussi  deux  sections  S„,  ï,  du  tube  de  trajectoires. 
Soit  A  le  domaine  intérieur  à  ce  tube  compris  entre  X^et  1.  Il  est 
clair  que  ce  domaine  A  se  déduit  de  la  surface  S,,  de  la  même  façon 
que  D  se  déduit  de  S.  La  dérivée  par  rapport  à  T  de  l'intégrale 
triple 

I.  =    f  f  f    Mdvdydz 

est  donc  égale  aussi,  pour  T  =  o,  à 

(■^\  =  jl     M{Xdyd2  +  Ydzdx  +  Zdxdi/). 

D'autre  part,  l'intégrale  /j  étendue  au  domaine  A  est  égale  à 
l'intégrale  I  étendue  au  domaine  D.  On  passe  en  effet  du 
domaine  D  au  domaine  A  en  ajoutant  à  "D  le  domaine  5  compris 
entre  S  et  "i.,  et  retranchant  ensuite  le  domaine  5„  compris  entre  S„ 
et  2j.  Or  les  deux  valeurs  de  I  étendues  à  ces  deux  domaines  sont 
égales,  puisque  par  hypothèse  I  est  un  invariant  intégral. 
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On  a  donc  aussi  f  —  j  =/-^j  ,  et  la  valeur  île  rinléu;i-ale  de 
surface 

1^;  =  /    /     M(X</yf/r  +  Y*/rf/.r  +  Z(l.r(ly), 

étendue  à  une  section  (|uelconijue  du  tube  de  trajectoires,  a  une 
valeur  constante.  Cette  intég'rale  est  donc  un  invariant  du  second 
ordre  attaché  aux  trajectoires;  c'est  précisément  celui  que  l'on 
obtient  en  aj)pli([uanl  l'opération  (K)  à  l'invariant  intéi>ral  du  troi- 
sième ordre  1. 

Le  raisonnement  qui  précède  est  dû  à  H.  Poincaré  (Acla  Mathe- 
niatica,  t.  Xin,  p.  60).  Il  est  aisé  de  l'étendre  à  un  invariant 
d'ordre  quelconque  (').  Soit 


=/Sv, 


(.■^3)  I,=    I    >^A,.„,       ./l^.,dx,^^_...dx^^^ 


un  invariant  intéi^'ral  d'ordre /<  du  système 

où  les  X,  ne  dépendent  pas  de  /  ;  je  supposerai,  pour  fixer  les 
idées,  que  la  sommation  indiquée  par  le  sig-ne  2  est  étendue  à 
tous  les  arrangemenfs  p  à  p  des  n  premiers  nombres.  Soit  E^_i 
une  multiplicité  à  p — i  dimensions  de  l'espace  à  n  dimensions 
(j?,,  x^,  . . .,  03,,),  non  composée  de  trajectoires  du  système  (34)- 
Quand  on  fait  varier  /  de  o  à  T,  le  point  (.Tj,  .r^,  ...,  .e„) 
qui,  pour  /  =  o,  coïncide  avec  un  point  {a^,  a.^,  ...,  rtj,  de 
Ep_i  décrit  un  arc  de  trajectoire  allant  du  point  (a,,  a^,  .  .  .,  «„) 
à  un  point  {b^.  /;.,,  . . ..  b„)  et  ces  portions  de  trajectoires  engen- 
drent une  multiplicité  à  p  dimensions  E^,  limitée  par  E/,_i, 
par  la  multi[)licité  E'p-t  décrite  par  le  point  (6,,  b^.  ...,  6„)  et 
[lai-  une  autre  multiplicité  K"p-[  engendrée  par  les   seijments  de 

(')  Jnurnnl  ili'  Mnlhihnnliques  (y  série),  Inini-  I  {igi5),  p.  2^1. 
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trajectoires  issues  des  points  de  la  multiplicité  Ejt,_2  qui  limite 
Ep-i.  Nous  allons  calculer  l'expression  de  l'intégrale  ïp  étendue  à 
la  multiplicité  E^,.  Pour  cela,  supposons  les  coordonnées  {a^, 
«2,  •■•>«„)  deEp_i  exprimées  au  moyen  de/) —  i  variables  indépen- 
dantes, de  façon  que  E^_i  corresponde  point  par  point  à  un  certain 
domaine  R;)— i  k  p —  i  dimensions  de  l'espace  (u^  «.,,  ...,  Up—\). 
Les  coordonnées  d'un   ])oint  de  E^,  sont  alors  des  fonctions  de 

Ml,  «2, ...,  Up—\,  et  de/,  qui  vérifient  les  relations  — -  =  X'. 

L'intégrale  cherchée  peut  s'écrire 

h^=Jl.K...  ....,^--.'^':^cu,...dup..éi, 

la  sommation  indiquée  par  le  sig-ne  S   étant  étendue  à  tous  les 
arrangements  d'indices  p  h  p.  On  peut  encore  écrire  I^,, 

(35)  \p  =  r dt  I         y C„         „     ,  —  •  •  •  '-^-^^  (/'h  ■  •  •  d"p-i ' 
en  posant 

(36)  C  =  Va  X;  ; 

^         '  «1«1    .  .  .    «/)— 1  ^       «1       .  .    Up-ll       '   ' 

1=1 

cette  expression  de  I  peut  aussi  s'écrire,  sous   la  forme  abrégée 
équivalente, 

(37)  lp=j\ltj^^^^  ZC„,«.3  ...  «,_.^-«//-«.  ■■■d-.p-. 

L'intégrale  I^,  est  donc  une  fonction  de  T,  dont  la  dérivée  pour 
T  =  o  a  pour  valeur 

(38)  (j^)   ==    r         VC    „         „     ,dxdx^    ...dx^     ,. 
^      '       \ai  /q  /  ^^    «i«2  ■■.  «/>— 1       «1       a-i  «/)— 1 

Considérons  une  autre  multiplicité  &^  définie  en  partant  de  Ep_j 
d'une  façon  plus  générale.  A  chaque  point  («j,  ...,  aj  de  Ej,_,  fai- 
sons correspondre  un  nombre  6  variant  d'une  manière  continue 
avec  la  position  de  ce  point.  Sur  la  trajectoire  issue  de  ce  point. 
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prenons  les  points  (xj, ...,  ï„)  et  (3,, ....  3„)  occupés  par  le  mobile 
qui  part  du  point  (fl,.  ...,  «„)  au  temps  /  =  o,  aux  époques  /  =  G, 
/  ^T  +  0  ;  il  V  a  ainsi  sur  chaque  trajectoire  issue  d'une  point  de 
Ep_,  quatre  points  de  coordonnées  («,),  (6/),  (a,),  (^i)  respective- 
ment qui  correspondent  aux  valeurs  /  =  o,  <  ^  T,  /  ^  9, 
/  =:  G  -t-  T.  Lorsque  le  premier  de  ces  points  décrit  Ep_p  le  point 
(bi)  décrit  E'p_,,  et  les  points  (a,)  et  (|S,)  décrivent  deux  autres  mul- 
tiplicités <Sj,_p  <S'j,_j. 

Soit  (Sj,  la  multiplicité  engendrée  |iar  la  portion  de  trajectoire 
comprise  entre  les  deux  points  (a/)  et  (?,),  e^,  et  «'^  les  domaines 
décrits  par  les  scg'ments  de  la  même  trajectoire  compris  entre  les 
points  (rt,)  et  (a,),  (A,)  et  (S,).  On  obtient  le  domaine  Sp  en  ajou- 
tant au  domaine  E^,  le  domaine  p'^  et  retranchant  le  domaine  t'^,. 
.Mais  les  points  des  deux  domaines  e^  et  e'p  corn'spoudent  deux  à 
deux  à  des  valeurs  de  l  qui  diffèrent  d'une  quantité  constante  T. 
Les  valeurs  de  l'invariant  intégral  I^,,  étendues  à  ces  deux 
domaines,  sont  donc  égales.  Par  suite  il  en  est  de  même  des 
valeurs  de  Ij,  étendues  aux  domaines  E^  et  6^;  les  valeurs  des  deux 
dérivées  sont  donc  égales  pour  T  =  o. 

Or  il  est  évident  que  le  domaine  ôj,  se  déduit  du  domaine  £\,,-i 
comme  Ej,  se  déduit  de  Ep_^.  La  valeur  de  l'intégrale. 

'/--i  =    /   .       S^«.«-.  . . .  «„-i "^-^«//^«î  •  •  •  ^/^«p-i 
t/    ^p—  1 

est  donc  égale,  quel  que  soit  G,  à  l'intégrale  (.S8j. 

L'intésfrale  I/,_i  est  précisément  l'invariant  intégral  que  l'on  déduit 
de  Ip  par  l'opération  (E).  La  démonstration  prouve  bien  que  la  valeur 
de  cette  intégrale  étendue  à  une  multiplicité  à  p — i  dimensions, 
obtenue  en  prenant  un  point  à  volonté  sur  toutes  les  trajectoires 
issues  des  différents  points  de  E/,_i,  est  égale  à  la  valeur  de  la 
même  intégrale  étendue  à  E/,_i.  C'est  donc  un  invariant  intégral 
attaché  aux  trajectoires . 

Cette  interprétation  de  l'opération  (E)  est  évidemment  indépen- 
dante du  choix  des  coordonnées  qui  fixent  la  position  d'un  point 
dans  l'espace  à  n  dimensions.  Cette  ojjération  est  donc  cooarianle 

pour  le  système  {'Al{).  En  termes  plus  précis,  soient  I^  =    /  oj^^  un 
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invariant  intégral  de  ce  système,  Ip—i  =  1  w/,— i  l'invariant  inté- 
gral qu'on  en  déduit  par  l'opération  (E)  ;  si  on  effectue  une  trans- 
formation de  coordonnées  définie  par  les  formules  Xi  =  9/  (i/^, 
1/.^,  ...,  ;/„)  ('=  I,  2,  ...,  n),  le  système  ('34)  est  remplacé  par  un 
nouveau  système 

les  deux  foi-mes  oip  et  o)p_i  sont  remplacées  par  deux  formes  rr^  et 
njjo_i,  et  les  deux  invariants  intég'raux  Ip  et  I,,_i  s'écrivent,  avec  les 
nouvelles  variables, 

I/)   =       1    ^P,  Ip  —  i    =       /    CT/)_1. 

La  forme  ^p—\  se  déduit  de  la  forme  cip  de  la  même  façon 
que  la  forme  <^p—\  se  déduit  de  (Op,  les  variables  Xi  étant  rempla- 
cées par  les  variables  iji  et  lex  fonctions  Xi  par  les  fonctions  Y;  res- 
pectivement. 

Supposons  en  particulier  que  le  système  (34)  ait  été  ramené  à 
une  forme  canonique  (n"  55).  Avec  les  variables  canoniques 
7/1,  i/i,  ...,  //;,-!,  :,  la  forme  (o^,  s'écrit 

il^j  et  Q^_i  étant  des  formes  de  degré  p  el  p  —  i  respectivement,  en 
di/i,  ...,  dijn—\,  dont  les  coefficients  ne  renferment  pas  z.  L'opéra- 
tion (E)  appliquée  à  l'invariant  I^^  =     I  w^^  conduit  à  l'invariant 

Iy,_i  =  /  Q-p—i,  qui  est  bien  un  invariant  attaché  aux  trajectoires. 
L'opération  (D)  appliquée  au  môme  invariant  I^  conduit  à  un  inva- 
riant Vp^i  =    I  il'p  +  Çi'p-ids.   Enfin   les   deux    opérations  (E) 

et  (D)  appliquées  successivement  à  l'invariant  I^,  conduisent,  quel 
que  soit  l'ordre  dans  lequel  on    les  applique,  à  un  seul  invariant 

nouveau   K,   '  =     I  ii'/i-\.  T^e  l'invariant  inléural  1^,,  on  peut  donc 


OHAPITllK   V.    —    INVARIANTS    INTKlJnAI  X.  251 

(lûiluire,  en  général,  trois  nouveaux  iiivaiiaiils  l^,_i,  I/,-|_i.  IJ/  .  et 
ti'ois  seulement.  Ouelqucs-uiis  de  ces  invariants  j)puvent  disparaî- 
tre; si,  par  exemple,  l'invariant  1,,  est  égal  h  une  intégrale  de  dif- 
r.'ivntielle  totale,  on  a  î}'p  =  liy,_i  =  o,  1^  . ,  et  IjJ' "^  sont  nuls.  Si 
l'invariant  \p  est  attaché  aux  trajectoires,  i2^_i  =  o,  I^j_j  et  1^' 
disparaissent.  Enfin,  si  l'ona  fl/,_i  =  o,  iî'y)  =  Oj  les  trois  invariants 
que  l'on  déduit  de  Ij,  sont  identiquement  nuls.  Les  théorèmes 
énoncés  à  la  fin  du  paragraphe  précédent  sont  évidents  sur  ces  For- 
mes réduites.  On  voit  de  même  que  tout  invariant  l",_i  peut  se 
déduire,  d'une  infinité  de  manières,  par  l'opération  (E),  d'un  inva- 
riant Ip,  et  que  tous  ces  invariants  l^,  ne  diffèrent  de  l'un  d'eu.x  que 
par  un  invariant  d'ordre  />  attaché  lui-même  aux  trajectoires. 

E.rrm/t/e.    —   Supposons   que    le   système  (3/|),    où    n=:2/i,  admette 
l'invariant  intécral 


''-ff' 


(/.r,(/,r2  -f-f/xafte,  +  •■•  -f  d.v-ip—vlxtp  ; 


l'Invariant  qnc  Ion  en  déduit  par  l'opératiou  (E)  est  un  invariant  Ij'", 
qui  a  pour  expression 


l'/'-=      Tx.r/.'V 


Xo'/.î'l    +...   +  X-i/)— U/.fî/l X>pc/x-2p-l. 


La  forme  de  l*fart'  qui  est  sous  le  sl£>ne  intégral  doit  être  une  iliffé- 
rentlclle  exacte,  ce  qui  exige  ([uc  le  système  (3/))  soit  un  système  cano- 
nique (cf.  n'  58). 

Remarque  I.  —  D'un  inv.riant  relatif  ,1^^=  /  w^^,  qui  n'est  pas 
une  int(''';'rale  de  dill'éreutielle  totale,  on  déduit  un  invariant  inté- 
gral aiisolu  I'  I  (  =     I  M  p.  Si  cet  invariant  I'  ,,  n'est  pas  attaché 

aux  trajectoires,  on  en  déduira  par  l'opération  (1*^)  un  invaiiant  I' ''^. 
D'un  invariant  intégral  relatif,  on  peut  donc  toujours  déduire  un 
invariant  intégral  attaché  aux  trajectoires. 


252  LEÇONS  SUR  LE  PROBLÊME  DE  PFAFF. 

Lorsque  l'iuvarianl    I  o/^  est  attaché  aux  trajectoires,  on   peut 

dire  que  l'invariant  lui-même  J^  est  attaché  aux  trajectoires.  Con- 
sidérons en  effet  une  multiplicité  E^^.,  limitée  par  une  multiplicité 
fermée  E^,,  et  sur  chaque  trajectoire  issue  d'un  point  de  E^^.^  pre- 
nons un  point  à  volonté.  Le  lieu  de  ces  points  est  une  multipli- 
cité E'^^j  limitée  par  une  multiplicité  E'^,,  dont  chaque  point  est 
situé  sur  une  trajectoire  passant  par  un  point  de  Ep,  et  inverse- 
ment.    L'invariant      /  m' ^     étant    par    hypothèse    un    invariant 

Ip+i'  1^''  deux  intégrales  étendues  à  Ep+i  et  à  E'p^-i  sont  ég-ales  ; 
il  en  est  donc  de  même  des  deux  valeurs  de  l'intégrale  J^,  étendue 
aux  deux  multiplicités  E^,  et  E'^.  Il  s'ensuit  que  Jj,  est  un  invariant 
intég-ral  relatif  pour  tous  les  systèmes  d'équations  différentielles 
que  l'on  obtient  en  multipliant   les    fonctions  X,   par  un  facteur 

arbitraire  A(j7|,  Xi r,,). 

Remarque  II.  —   Il   est    aisé   de    reconnaître  si  un  invariant  intégrai 
1/)  =     /  wp  peut  être  ramené  à  la  forme    /  ilp—\d:  avec  un    système  de 

j '■>P-l=    j  ^P-i 

l'invariant  qu'on  déduit  de  Ijj  par  l'opération  (E).  Avec  les  variables 
canoniques,  on  volt  immédiatement  que  l'on  a  osp^  Mp—\(l:.  Il  faul 
donc  que  la  forme  up  soit  le  produit  de  la  fornu'  wp-\  par  une  différen- 
tielle exacte. 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  sufKsanle.  En  efl'et,  si  l'intéarrale 

1  t.ij,  est  un  invariant  intégral,  on  a 

Mp  =  np  +  !.1p-^dc, 

np  et  Hp—i  ne  renfermant  que  les  variables  i/i  et.  leurs  différentielles. 
La  forme  up—i  qui  figure  dans  l'invariant  Ip— i  est  égale  à  ilp_i  :  pour 
que  (dp  soit  divisible  par  «p— i,  il  faut  donc  que  ilp  soit  divisible  aussi 
par  fip— 1,  et  l'on  a 

o>p=zMp-i{d:  +  n,), 

rii  étant  une  forme  de  Pfafî  en  di/^,  ...,  f/y„_i.  Si  la  forme  linéaire 
de  +  rii  est  une  ditfi'Tcntielle  d{:  -\-  <t>),  il  suffira  de  remplacer  c  par 
r  +  <t.. 


I 

variables  canoniques.  Soit 

In-1 
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63.  Relations  entre  les  invariants  et  les  intégrales.  — 

La  COI] naissance  d'un  invariant  1  m  =  /  oj^,  d'un  Msti-me  d'équa- 
tions différentielles 

où  les  dénominateurs  X,  ne  dépendent  pas  de  /,  porinet  en  géné- 
ral de  simpliKer  le  problème  de  l'intégration.  Soit  /(  —  /■  la  classe 
de  la  forme  w^  ;  si  on  ramène  cette  forme  à  une  forme  réduite  où 
ne  fig'urent  que  n  —  r  variables,  y,,  y.,.  , ...  //;,_,■  et  leurs  différen- 
tielles, nous  avons  vu  (n"  60)  que  ;/i,  ^-2,  ...,  y^-r  sont  des  intégra- 
les distinctes  du  système  (.3ç)).  La  détermination  de  ces  n  —  r  fonc- 
tions exige  l'intégration  d'un  système  de  n  —  /"équations  aux 
différentielles  totales  complètement  intégrable,  et  nous  avons  vu 
les  simplifications  qui  pouvaient  se  pi'oduire  dans  l'intégration  de 
ce  système.  Dans  le  cas  le  plus  défavorable,  où  /■=  i,  et  où  w  est 
une  forme  dérivée,  ou  a  vu  que  l'on  peut  toujours  achever  l'inté- 
gration du  système  S'  associé  à  la  forme  w  par  une  quadrature, 
si   l'on    connaît/;  —  2    intégrales    distinctes.    La   connaissance  de 


mt     j  ojp  offre  donc  le  même  avantai^c  que  la  con 


naissance 


d'un  multiplicateur. 

.Vprès  ces  généralités,  nous  allons  examiner  en  détad  quelques 
cas  particuliers.  Soit  M  un  multiplicateur  du  système.  L'invariant 

I„=    /  M(/./',  .  .  .   d.ig  est  un  invariant  !'„,  mais  il  ne  peut  être  un 

invariant  1',',.  car  la   forme  sous  le  signe   intégral  est  de  classe  n. 
En  lui  a|)[)litjuant  l'opération  (E).  on  obtiendra  donc  un  invariant 


'«-1  =     /    '^n-l, 


([ui  est  nécessairement  de  classe  /; —  i.  Cet  invariant  n'est  autre 
((lie  l'invariant    /  MQ„_i  considéré  au  n"  57 . 

Four déteiminer les  n — i  intégrales  de  l'équation  yiii„-\(/f=o. 
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uous  avons  vu  qu'il  suffisait  de  coanaître  n  —  2  intégrales  dis- 
tinctes, et  la  dernière  s'obtient  par  une  quadrature. 

La  simplification  est  la  même  si  l'on  connaît  un  invariant 
I5i_i,  car  un  invariant  de  cette  espèce  est  de  la  forme  lVJ£i;j_i,  où  M 
est  un  multiplicateur.  Supposons  en  second  lieu  que  l'on  connaisse 

un  invariant  I„_i  =    /  w„_i  qui  ne  soit  pas  attaché  aux  trajectoi- 
res. Nous  avons  vu  {n"  57)  que  les  équations 
c.„_k//=o,         X(/)=o 

forment  dans  ce  cas  un  système  complet  ;  on  aura  donc  n  —  2 
intégrales  premières  du  système  (Sg)  par  l'intégration  de  ce  sys- 
tème complet. 

Au  lieu  d'opérer  ainsi,  ou   pouvait  d'abord  déduire  de   l„.i  un 

invariant  l^_n  =    /  W/i_2,  et  ramener  ensuite  la  forme  w„_2  à  une 

forme  réduite.  Mais  il  est  à  remarquer  que  les  calculs  sont  au  fond 
identiques.  Supposons  en  effet  que  l'on  ait  pris  un  système  de 
variables  canoniques;  avec  ces  variables,  (■j„_i  et  w„_2  ont  les  for- 
mes suivantes 

w„_i  =  II„_i  +  Un-ids,  w„_2  =  n„_2, 

ri„_i  et  n„_2  ne  renfermant  que  les  variables  i/i  et  leurs  difïéren- 

tielles,  tandisque l'équation  X(y)  =  o  se réduità -=^  =0,  Les  deu.x 

systèmes 

(4o)  <o„_k//=o,         X(/)  =  o, 

(4o')  (0„_2'-//=0,  X(/)=0, 

sont  donc  identiques,  puisqu'ils  s'écrivent  avec  les  variables  cano- 
niques 

lb,_2f//"=o,         -^  =  0. 

Supposons  que  l'on  ait  déterminé  n  —  2  intégrales  distinctes 
fu  fil  ■••^fn—ià.M  système (4o').  Si  la  forme  w,i_2est  déclasse  n  —  i 
on  peut  l'écrire 

..„_.  =  VdUlf,...dfn--.. 
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et  le  coeffii-'ienl  F,  '|ui  s'oblioiil  [xir  un  simple  calcul  d'identiKca- 
liou,  est  uno  nouvelle  intégrale  du  svstoine  (89).  Si  tij„_2  est  de 
classe  II  —  2,  il  est  clair  que  l'on  ne  peut  dâduire  la  dernière  inté- 
grale du  système  (2<))  de  la  connaissance  de  cette  forme. 

Le  calcul  est  évidemnient  le  même  si  l'on  connaît  directement  un 
invariant  r^_2.  D'une  façon  générale,  supposons  que  l'on  con- 
naisse  un   invariant  ln=    I  '"p,  où  la  forme  Wy,  admet  r  diviseurs 

linéaires  distincts  (/y,,  ...,  (//r,  de  sorte  que  l'on  peut  écrire  w^, 
comme  un  produit  symbolique 

la  forme  Q  n'admettant  plus  de  diviseur  linéaire  qui  soit  une  diffé- 
rentielle exacte.  Les  deux  équations 

o>^d/=o,         X(f)  =  o 

admettent  encore  les  r  intégrales  distinctes  y,,  ...,/,-,  que  l'on 
obtiendra  par  l'intégration  d'un  système  complet,  facile  à  former 
en  partant  de  w^.  Le  procédé  môme  permet  de  reconnaître  si  la 
forme  w  admet  des  diviseurs  de  la  forme  voulue,  et  d'en  détermi- 
ner le  nombre  sans  aucune  intégration  (n"  25). 

Nous  examinerons  encore  le  cas  où  l'on  connaît  un  invariant 
intégral  absolu  du  premier  ordre  du  système(39) 

'1=1  "1=    I  Ajf/Xj  +  ...  +  kndxn. 

Nous  pouvons  reprendre  le  raisonnement  du  n"  62  en  supposant 
yj=  I  ;  la  multiplicité  Ep_j  se  réduit  alors  à  un  point,  et  l'on  en 
conclut  que  l'opération  (E),  appliquée  à  la  forme  oji,  conduit  à  un 
invariant  intégral  d'ordre  zéro,  c'est-à-dire  à  une  intégrale  du 
système  (89) 

A.X,+  ...  +A„X„  =  Cio; 

c'est  au  fond  la  méthode  même  de  H.  Poincaré  pour  établir  ce 
théorème  déjîi  cité  plus  haut  (n"  58). 
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Le  résultat  est  illusoire  si  AiXi  +  •••  +  A„Xn  se  réduit  à  une 
constante  K.  Si  cette  constante  est  nulle,  l'invariant  considéré  Ii 
est  un  invariant  I^,  et  il  suffira  de  ramener  w^  à  une  forme  cano- 
nique, ou,  plus  simplement,  d'intégrer  le  système  S2  correspon- 
dant (n"  6)  pour  avoir  c  intégrales  distinctes  du  système  (89),  si 
la  forme  w,  est  de  classe  c. 

Si  la  constante  K  n'est  pas  nulle,  considérons  le  système  auxi- 
liaire k  II  -\-  1  inconnues,  ôCj,  ...,  Xn,  Xn+i, 


dxi  dœi,   __  d.Tn+i 

11  est  évident  que  l'intégrale 

r^    I  X.dx.  +  ...  +  \i,(/x„  —  Kdxn-i 


l' ^      I    A^f/j?! 


est  un  invariant  intégral  attaché  aux  trajectoires  pour  ce  système, 
d'après  la  relation  SA,X,— K=o.  Il  suffira  donc  de  ramener 
tijj  —  Kdxn+i  à  une  forme  canonique  pour  avoir  des  intégrales  de 
ce  système  auxiliaire  (3g'). 

Supposons  d'abord  Wj  de  classe  paire  2p  ;  on  peut  alors,  par  un 
changement  de  variables,  la  ramener  à  la  forme  canonique 
z^dy^  +  ...  +  Spdy^,  où^j, ...,  y^,,  r^  ...,  ^^ sont  2/)  fonctions  distinc- 
tes des  variables  a?j,  a^^,  ...,  x„.  On  aurait  donc  pour  la  différence 
(Oj  —  Kdx,)-\-i  la  forme  canonique 

s,dy,  +  ...  +  Zjjdyp  —  Kdxn+i, 

et  Xn+i  serait  une  intégrale  du  système  (Sg'),  ce  qui  n'a  pas  lieu. 
Il  faut  donc  que  w,  soit  de  classe  impaire  2/)  +  i  ;  elle  admet 
alors  la  forme  canonique 

£,(///,  +  .  .  .  +  :pdyp  +  dyp+u 

les  variables  y,,  su  ne  dépendant  que  de  a?j,  ...,  J"„,  et  w^  —  Kdxn-^i 
admet  aussi  la  forme  canonique 

z,dy,  +  ...  +  Spdy,,  +  d(y,,+i  —  Kxn+i). 

Le  système  (Sg')  admet  donc  les  2p  +  i  intégrales 

yi  =  C,;        Si^=C'i,        yi,i-i  —  Kxn+i=Cp-^i,         (/=  i,  2,  ..., /j), 
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et  par  suite  le  système  Ç.U))  admet  les  2p  intci^rales 
et  une  intégrale  première,  qui  rprifcrnii'  le  te/it/is, 

lU'inarqiions  i|ii'il  ii Csl  |i(iiiit  nécessaire,  pour  avoir  ces  inté- 
g-rales  premières,  île  ramener  fi,  à  une  forme  canonique.  Nous 
avons  vu  en  effet  (  n"  5)  que,  si  l'on  a  iiitéa;Té  le  système  S,  associé 
il  cette  forme,  il  sul'Ht  d'une  cjuadralnre  [)()ur  ramener  oj,  à  la 
foi'me 

^\(/.'/i   +   '!'/('/.'   +   •■■   +   Y,p(/(/,„  +  f///2p4.1. 

Y,,  Y„,  ...,  Yj^j  ne  dépendant  que  de  ^,,  //.>,  ...,  i/^p-  Les  nouvelles 
variables  ^1,^2,  ■••>  ys;,+i  sont  des  fonctions  des  variables  œi,...,x„, 
qui  s'obtiennent  par  l'intégration  du  système  S^  et  une  quadrature. 
Les  2/)  équations  y,-  =  C,-  représentent  alors  des  intégrales  premiè- 
res du  système  (Sg),  et  la  dernière  intég;rale,  qui  renferme  le 
temps  est  !/^^^^  —  Kf  =  C,,^,+,. 

Supposons    enfin    que    l'on    connaisse    un     invariant    relntif 

Jj  =    /  w,,  qui  ne  soit  pas   une   intégrale  de   différentielle  exacte, 

du  système  (.^O).  L'intégrale  /  '•>,'  est  un  invariant  absolu  I,  du 
môme  système.  Kii  lui  appliquant  l'opération  (E),  on  en  déduit  un 
invariant  absolu  du  premier  ordre  (n"  61),  12'"=  /  m^.  La  forme 
de  Pt'atV  TOj  doit  èlre    une  difl'érenlielle  exacte  df,    et   les   dérivées 

—^vérifient  la  relation  ï;X,-^=:o,  puisque  cet  invariant  est  un 

D.r/  ^Xi  '  ' 

invariant  \\.  La  foncliony  est  donc  une  intégrale  du  système  (ïg), 
et  [)ar  conséquent  de  tout  invariant  relntif  du  premier  ordre  du 
■si/stè/ne  (3g)  on  déduit,  par  une  quadrature,  une  intéçjrale  de  ce 
si/sténie  ;').  La  méthode  s'applique  aussi  à  un  invariant  absolu  I^, 
mais  l'intégrale  à  laquelle  ou  est  conduit  est  identique  à  l'intégrale 
de  Poincaré  S.V/X,. 

(')  Jntiriia/  -Ir  Miillwntaliijues  {4'  sn-ie),  lunieJV,  igo8,  p.  3Ô6. 

Probi.  17 
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Ce  résultat  est  illusoiie  si  l'invariant    /  w,'  est  un  invariant  l'o'" 


j  '"i' 


Si  la  l'orme  o)^'  est  de  classe  2/j,  il  suffira  d'intégrer  le  système  S' 
associé  à  cette  forme  pour  avoir  2/}  intégrales  du  système  (89).  Or, 
le  système  S'  est  ici  identique  au  système  Sj  (n"  5)  associé  à  la 
l'orme  Wj  ('). 

Remarque.  —  Soit  I^,  ^     I  wp  un  invariant  intégral  du  système  (Sg) 

de  classe  r<^n —  i  ;  si  ou  sait  intégrer  le  système  S  +  S'  relatif  à  la 
forme  Wj,,  on  peut,  par  un  changement  de  variables,  exprimer  celte 
forme  au  moyen  de  r  variables  seulement  i/t,  i/t,  .  .  .,  ijr  et  de  leurs 
différentielles.  Le  même  changement  de  variables,  appliqué  au  sys- 
tème (39),  conduit  à  un  système  admettant  les  intégrales  //i,  y^,  .. .,  yr, 
et  qui  est,  par  conséquent,  de  la  forme 

r,^n.  dyi_        _dyr  _  dyr^i  _         _  dyn  _'. 


/    li>p,  où    Wp 


Il  est  clair  que  la  connaissance  d'un    invariant  intégral 

s'exprime  uniquen^ent  au  moyen  de  yi,  .  . .,  yr,  dy^,  ...,dyr,  ne  peut 
être  d'aucune  utilité  pour  l'intégration  du  système 

(4i)  Èt±l.^       =S^  =  dt 

Mais  si   l'invariant  1*    a    été    déduit    par   l'opération   (E)  d'un  inva- 
riant Ip^i  =    I  Mp-^i,  après  le  changement  de  variables,  la  forme  '"/>-\-l 

ne  s'exprimera  pas  uniquement  au  moyen  des  variables  yi,  y.,  . ..,  yr, 
et  de  leurs  différentielles,  et  on  pourra  en  déduire  un  ou  plusieurs 
invariants  intégraux  pour  le  système  (4')-  ^^  renverrai  pour  ce  sujet 
aux  Mémoires  déjà  cités  (^). 

(')  ibid.,  p.  :ir,:i. 

(*)  Journal  de  il/ii/hriiialifjues  (7"  série},  tome  I,  p.  252.  Annales  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VU,  igi5,  p.  38-45. 


CHAPITRE  VI 

CLASSE  D'UN  SYSTÈME  DE  PFAFF.  CARACTÉRISTIQUES. 

Les  systèmes  les  plus  généraux  d'équations  de  Pt'aff  ont  d'abord 
été  étudiés  par  Biermann  ('),  qui  s'était  proposé  de  rechercher 
l'ordre  maximum  des  multiplicités  intégrales,  en  supposant  qu'il 
passo  une  de  ces  multiplicités  par  chaque  point  de  l'espace.  11  a 
trouvé  ainsi,  lorsque  les  coefficients  sont  quelconques,  que  ce 
nombre  maximum  est  égal  au  quotient,  à  une  unité  près  par  défaut, 
du  nombre  total  n  des  variables  par  le  nombre  r  des  équations 
aui!;menté  de  l'unité.  Différents  géomètres  ont  repris  depuis  lors 
l'étude  du  cas  général,  sans  arriver  d'ailleurs  à  une  démonstration 
entièrement  rigoureuse  du  théorème  précédent.  Des  résultats  plus 
précis  ont  été  obtenus  ensuite  par  Engel,  von  VVeber,  et  surtout 
par  Cartan  (^),  qui  a  donné  une  méthode  générale  pour  trouver 
dans  tous  les  cas  l'ordre  maximum  des  multiplicités  intégrales  non 
singulières.  Nous  exposons  dans  les  chapitres  suivants  les  prin- 
cipaux résultats  de  Cartan. 

64.  Généralités.  —  Considérons  un  système  de  r  équations 
linéaires  par  rapport  aux  différentielles  dx^,  dx^,  ...,  dx,„ 
I  W|  =Xjj(/a;,  +  'S.^^dx,  -\-  .  . .  -{-  X,„f/j^„  =  o, 
1  to., ^Xuif/j^i  +  X^^dxo  +...-)-  X.2,idxn^=o, 

[    Ur=XridXi  +  XrjrfXo    -f   .  .  .  -f  XrndXn  =  O, 

dont  les  coefficients  X,vi.-  sont  des  fonctions  analytiques  ;  dans  cer- 

(']  Ueber  n  simultané  Differen<i<ilgteichungen  (1er  Form  X.ï  dx    ::r  o  {Schlôiit. 

Zeitschrifl,t.XXX{i8S5),p.23i-2U)- 

(*)  Sur  l'intéi/ration  des  syslémes  d'équations  aux  différentielles  totales  (Anna- 
les de  l'École  Normale,  .?•  série,  t.  XVIII,  igoi,  p.  siiSii). 

Voir  aussi  ;  F.  Enoel.  Berichte  Ges.  Leipsig  (t.  XLI  et  XLII,  1889-1890)  ; 
Remarques  ajoutées  à  une  nouvelle  édition  de  VAusdenungstehre  de  H.  Grass- 
niann  (Leipzis,  1896),  p.  47g. 

E.  VON  Weber.  Berichte  Ges.  Leipzig  (l.  L  et  LU,  1898-1900)  Sitsungsberichte 
Akademie  Miinchen  (t.  XXV  et  XXX  ;  1895-1900).  Mathematische  Annalen, 
t.  LV  (1902). 
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tains  cas,  il  suffit  de  supposer  que  ce  sont  des  fonctions  continues 
des  variables  x^,  x^,  ...,a;«,  admettant  des  dérivées  continues, 
tout  au  moins  dans  certains  domaines  de  l'espace  à  n  dimensions. 
Nous  appellerons  encore  élément  linéaire  intégral  de  ce  système 
tout  élément  linéaire  (dx^,  dx^,  ...,  dx,,),  issu  d'un  point  (.Tj, 
x^,  ...,  Xn),  pour  lequel  les  o?a",- vérifient  les  équations  (i).  Une 
multiplicité  intégrale  du  système  est  une  multiplicité  ponctuelle 
de  l'espace  à  n  dimensions  dont  tous  les  éléments  linéaires  sont 
intégraux.  Si  cette  multiplicité  Mn—p  est  définie  par  p  relations 
distinctes 

(2)  fiix^,  ...,Xn)  =  0, fp(Xi,  ...,x„)=o,  {p<n), 

les  équations  du  système  (1)  doivent  être  des  conséquences  des 
équations  (2)  et  de  celles  qui  s'en  déduisent  entre  les  dxi, 

(3)  df,  =  o,  ....dfp=o. 

Lorsque  les  coordonnées  {x^,  x^,  .  .  . ,  x„)  d'un  point  de  lSI;,_p  sont 
exprimées  au  moyen  de  p  =  «  — p  paramètres  ;/,,  (/.,,  .  .  .,  11^, 


=  <fi(«i 


"  'ï 


p)' 


■■'i"(ii,, 


"0)^ 


les  équations  (i)  devront  être  véiifiées  identiquement  quand  on  y 

remplace  x,-  par  9,-  et  dxi  par  '-'''  di/,  +  ...  +  '  '-  r/M„,  et  les  fonc- 
1  '        ^  '       3«,       '  Du        P 

P  _ 

tions  Çj,  (f,,  .  .  . ,  On  doivent  vérifier  le  système  de  rp  équations  aux 

dérivées  partielles  ainsi  obtenues. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  /•  é(|ualioiis  du  système  (i) 
sont  linéairement  distinctes  ;  c'est  ce  que  nous  ferons  désormais,  à 
moins  de  mention  formelle.  On  a  donc  r-^n;  si  r  =  7),  les  équa- 
tions (i)  donnent  ftej  =  0,  .  .  . ,  dr„  =  o,  et  n'admettent  pas  d'inté- 
grales, sauf  peut-être  des  multiplicités  dont  tous  les  points  annu- 
lent   le    déterminant   des   coefficients    X,/,- (').     Si   /•  = /(  —  i,    le 

(')  Les  équations  (i)  sont  supposées  linéaircninil  distinctes,  c'est-à-dire  ipic 
tous  les  déterminants  à  /•  lignes  du  tableau 

■Xn,Xi2,   .  . .)  Xi/i 
X2i?X22j   .  •  ■  j  Xa/* 


Xri,Xr2,   .  . .,  X;'« 
ne   sont   pas    identiquement   nuls.    Soit   M^,  une   niuUiplicil('    ponolnelle  à  ji 
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sv.sl6nie  (i)  ost  i(loiilii|iio  à  un  sysli'ine  de  /i—  i  éijuatidiis  ditïé- 
ivntiellcs  ordinaires  entre  /(  variables  ;  il  admet  donc  uno  l'amillc 
de  mnllii)licités  intégrales  à  une  dimension  dépendant  de  n — i 
constantes  arbitraires,  et  peut  être,  par  un  chana^ement  de  varia- 
bles, ramené  il  la  Forme 

(h)  '//',  =  •> r//;,_,=o, 

/', ,  /o fii-\  étant  7(  —  I  fonctions  indépendantes  des  variables  a?,. 

|jOi'si|ue  /■  est  intérieur  .Vn —  i,  le  système  (i)  admet  toujours  une 
inlinité  de  mul(ij)licités  intég'.raie.  à  une  dimension,  car  on  peut 
adjoindre  auv  /'  équations  du  système  /(  —  /'  —  i  écjuations  de  même 
l'orme  à  coeflicients  arbitraires,  choisies  de  façon  à  former  avec  les 
premières  un  système  de  n  —  i  équations  distinctes,  c'est-à-dire  un 
système  de  «  —  i  équations  différentielles  ordinaires.  Ces  intégra- 
les dépendent  de  n  —  r —  i  fon<  tions  arbitraires  d'une  variable.  Si, 
par  exemple,  le  système  (i)  ost  résolu  par  rapport  à  (l.r^,r/.i\,,  ...,c/,Vr, 
on  peut  choisir  pour  Xr^i,  ...  >r,,  -i  des  fonctions  arbitraires  de  .r,, , 
et.r,,  ....  Xr  sont  déterminés  par  un  système  d'équations  différen- 
tielles  ordinaires. 

Le  système  (i)  peut  être,  d'uiio  inlinité  de  manières,  remplacé 
par  un  autre  système  de  même  forme  admettant  les  mêmes  inté- 
îjrales.  Posons  en  effet 

fi/  =  )„y„^  +  ...  +  A,>ov  (/=  1,2,  ...,r), 

les  coefficients  l//,-  étant  des  fonctions  des  variables  o^i,  ...,  X'„, 
dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro.  11  est  clair  que  le  sys- 
tème 

(T)  Çi^  —  0,...,ùr=0 

admet  les  mêmes  intégrales  (|ue  le  [)remier  système  et  inversement. 

(limeiisions,  lelle  ([ue  les  coordonnées  de  l'uii  iiuelconc[ue  de  ses  points 
annulent  tous  les  dcterniinanls  d'ordre  p  du  tableau  |T)  (p^  r^  ;  les  coor- 
doiinées  d'un  point  (iuelcon(iue  de  cette  multiplicité  peuvent  s'exprimer  au 
moyen  de  p  paramètres  u,,  ...,u^,  et  en  remplaçant  .r,  et  d.v/  par  leurs 
e.\pressions  dans  les  équations  du  système  S,  on  est  conduit  à  un  nouveau 
système  de  l'faff  de  o  —  i  équations  h  p  variables. 

On  pourrait  opérer  de  la  même  façon  pour  obtenir  les  intégrales  du  sys- 
liine  S  qui  appartiennent  à  une  multiplicité  donnée  quelconque  à  moins  de 
n  dimensions. 
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De  pareils  systèmes  sont  dits  équivalents.  En  particulier,  on  peut 
toujours  remplacer  un  système  de  Pfafl'  de  r  équations  par  un  sys- 
tème de  r  équations  résolues  par  rapport  à  r  des  différentielles  dxi. 
On  s'est  d'abord  proposé  de  trouver  le  nombre  maximum  de 
dimensions  que  peut  avoir  une  multiplicité  intégrale  de  S.  Ce 
nombre  est  évidemment  au  plus  égal  k  n —  r,  etce  maximum  n'est 
atteint  que  si  S  est  un  système  complètement  intég-rable,  tout  au 
moins  quand  il  passe  une  intégrale  à  «  —  r  dimensions  par  un 
point  quelconque  de  l'espace  (n°  16).  Dans  le  cas  général,  il  sem- 
blerait naturel  de  raisonner  comme  il  suit.  Si  le  système  S  possède 
des  intégrales  M  àp  dimensions,  on  peut  supposer  n — p  des  varia- 
bles Xi  exprimées  au  moyen  des  p  variables  restantes,  x^,...,x 
par  exemple.  Soient 

Xi=^i{X^,...,X^)  ('=P+  I,  ...,«) 

les  équations  de  cette  multiplicité.  En  remplaçant  x  ,  ...,  Xn  et 
dx  ,  ...,dxn  par  leurs  expressions  dans  les  équations  (i),  et  en 
égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dx^,  ...,  dx  on  a  un  système 
de  pr  équations  aux  dérivées  partielles  pour  déterminer  les  n  —  p 
fonctions  inconnues.  En  admettant  que  ces  équations  sont  compa- 
tibles, pourvu  que  leur  nombre  soit  au  plus  égal  au  nombre  des 
fonctions  inconnues,  il  faudra  que  l'on  ait 

rp-<n  — p,  ou  p<< — , —  , 

'    ^  '  ^  r-\-  I 

pour  qu'on  puisse  affirmer  qu'il  existe  des  intégrales  à  p  dimen- 
sions. Le  raisonnement  manque  évidemment  de  rigueur,  quoique 
la  conclusion  soit  exacte,  lorsque  le.s  coefficients  X,7f  sont  quelcon- 
ques. Mais  on  n'obtient  ainsi  qu'une  limite  inférieure  de  la  valeur 
maximum  de  p. 

Von  Weber  et  Cartan  ont  étudié  la  question  d'une  façon  beau- 
coup plus  approfondie,  et  obtenu  des  résultats  très  généraux. 
Leurs  recherches  sont  basées  sur  l'emploi  de  certains  systèmes 
coonriants  du  système  S. 
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65.  Premier  système  associé.  —  Soit  .M^  une  multiplicité 

intégiale  (p>  ijdu  système  S  :  soient  (f/xi.  ...,  f/j7„),  {^Xi,  ...,8a;„) 
deu.x  éléments  linéaires  issus  d'un  même  point  (xi,  x^,  ...,  a;,,),  et 
appartenant  à  cette  multiplicité.  Ces  doux  éléments  linéaires 
satisfont  (n"  3)  aux  r  relations 

(5)  w',  ^  o,  .  .  . ,  (o',.=  o, 
(o'/i  ayant  la  même  sis^nification  que  plus  haut 

m'a  =  Sw/iff/)  —  rfw/((5)  . 

Nous  dirons  encore  que  deux  éléments  linéaires  intégraux  (dxi) 
et  (Bxi)  sont  en  involution  quund  ils  vérilient  les  r  relations  (5). 
Les  équations  qui  expriment  que  deux  éléments  linéaires  sont 
intégraux  et  en  involution 

(    tOi(d)^0,   .  .  .,  t<>r{(l)  =  o, 

(6)  I    (0,(8)  =  o,  ...,a),.(6)  =  0, 
'  (o'i  =  o,  . . . ,  <<>',■  ^  o 

forment  le  premier  système  nssocié  à  S.  Les  2r  premières  équa- 
tions forment  deux  groupes  do  r  équations  distinctes,  mais  les  r 
équations  de  la  dernière  ligne  ne  sont  pas  toujours  distinctes  entre 
elles,  et  quelques-unes  peuvent  être  des  combinaisons  des  premiè- 
res, comme  nous  le  verrons  par  la  suite. 

Le  système  (6)  reste  le  même  quand  on  remplace  le  système  (ï) 
par  un  système  équivalent.  Si  l'on  pose  en  effet 

(7)  U,  =  >,/,<., -f... +).,><o;.,  {i=i,2,...,r) 
on  eu  déduit 

Q'i—  8Q,(c?)  —  f/i2,(8)  =  >,/jàoj,(f/)  -I-  . . . 

+  li,Z<.>r{d)  +  w,(rf)51/j  +  ...  +  Wr(f/)8').,> 
—  [Aù(/'.>.(8)  +  ..  .  +l/,.f/-.v(8)  +  o;,(8)cA,-.  +   ...  +o>r{5)dlir]. 


Çl'i  =  l,-,w\  +  ..  .   4-  >./rwV  +  «,(f/)S).,-,  +  .  .  . 

+  mr{d)&lir  —  w,(8)fA/,  -  ...  —  ,.>,.{&)dlir, 
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et  les  équations  (6)  entraînent  les  équatioiis  de  même  forme 

C  <;2,(f/)  =  o,  ....  Q,.(d)  =  o, 
(6')  ■  ji2,(5^=o n,(8)=o, 

Inversement,  si  le  déterminant  des  coet'Hcients  à;/,-  n'est  pas  nul.  on 
tire  des  relations  (7) 

(7')  (.,/  =  a„n,  +  ...  +  lA,V.ll,.  (/^I,2,  ...,r), 

les  coefficients  p./ft  étant  des  fonctious  de  x^^,  ...,  JTn,  et  les  rela- 
tions (6')  entraînent  les  rerations  (0). 

Supposons  de  même  que  l'on  effectue  un  changement  do  vai-ia- 
bles  j;-,  =  cf,(^i,  //..  .  . .,  //,,),  et  soient 

,..,-^Vù%i+...  +  V,v/y„ 

la  nouvelle  expression  de  la  forme  w/  au  moyen  des  nouveltes 
variables.  D'après  la  propriété  d'invariance  du  covariant  hilinéaire, 
le  système  (6)  est  remplacé  par  le  système  de  même  forme  déduit 
du  système  de  Pfaff  obtenu  eu  faisant  le  chang-ement  devariahles 
dans  les  équations  (  1  ).  En  d'autres  termes,  le  système  {6)  est  un  cova- 
riant du  si/stèmc  de  PJaJf  S,  relativement  à  fout  cliangeinent  de 
variables. 

66.  Caractéristiques.  —  Parmi  les  éléments  linéaires  inté- 
graux issus  d'un  point,  il  v  a  lieu  de  distinguer  ceux  ([ui  sont 
en  involution  avec  tons  les  autres  /déments  linéaires  intétjrau.r 
issus  du  même  point;  ce  sont  les  éléments  caractéristiques. 

Un  élément  caractéristique  {dxf)  vérifie  d'abord  les  r  équa- 
tions (i)  ;  il  satisfait  en  outre  aux  équations  obtenues  en  écrivant 
que  les  r  équations  (6)  de  la  dernière  ligne,  considérées  comme  des 
équations  linéaires  en  Sa?),  80^2,  ■  ■  -,  ^x,^,  sont  des  conséquences  des 
/■  équations  de  la  ligne  précédente  qui,  par  hypothèse,  sont  distinc- 
tes. Imaginons  ces  2/"  équations  ordonnées  par  rapport  à  5  j"i, ...,  8,r„; 
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|)uisi|iie  li's  /•  |)i-cmières  sont  distinctes,   l'mi   ;ui    moins  lies  ilt'-ler- 
tninaiils  d'oiilif  /'déduit  du  tal)lpau. 

X„    X,,  ...  x„. 


X,,       Xr,    ...    X,.„ 


est  différent  de  zéro.  Soit 

to',- =:'/ï'nr/,r|  +  fl',2f/j;.,  +  ...  +  a'\i,d.i'ii)ô,r^ 

+  ('/',, r/,r(-|-  rt'jjf/j;'.,  +  ...  +  rt'.,„,c/a:„)ô.£,  +  ... 

le  covariant  bilinéaire  de  w,-.  Pour  que  les  r  équations  w'/ =  o  soient 
des  conséquences  des  /'  équations  (.j,(8)  =  o,  où  Sj:",,  ...,  5j",i  sont 
regardées  comme  les  indéterminées,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les 
déterminants  d'ordre  /•  -|-  i  déduits  des  tableaux 


X,, 


x„ 


't\id.j\ -\- a'\,</x.,  +  ...-j- a\ndxn,   <i',^dxi  +  a\,dx2+ . . .  +  (i'.,„d.rn.. 

soient  nuls.  On  adjoint  ainsi  aux  r  équations  w,  =  o  un  certain 
nombre  d'équations  nouvelles  qui  sont  ég-alement  linéaires  en 
dx^,  dx,,  ...,  dx,^.  Le  système  ainsi  formé 


(«) 


.,^{d)—0,  ...,o>r{d)=o,  n^(f/)=0. 


n^{d)^o 


est  le  système  caractéristique.  11  est  évident,  d'après  sa  sig'nifica- 
tion  même,  que  c'est  un  covariant  du  système  de  PfafF  relativement 
à  tout  changement  de  variables. 

Si  le  système  de  Pf'atï  est  résolu  par  rapport  à  r  diti'érentielles, 
'/,r,,  ...,  dxr  \>SiT  exemple,  on  peut  former  plus  simplement  les 
équations  qui  définissent  les  éléments  caractéristiques,  en  portant 
dans  0)',,  ...,  (.)V  les  expressions  de  hx^,  Sjjj,  ...,  ^Xr  tirées  des 
équations  (o,(o)  =^  o,  et  en  ég'alant  k  zéro  les  coefficients  de 
5,rr4-i,  ...,  Sj?„  après  la  substitution.  Le  système  (8)  contient  au 
moins  r  équations  linéairement  distinctes,  et  il  en  contient  au 
plus  n.  S'il  en  contient  n,  ces  équations  n'admettent  pas  d'autre 
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solution  que  dxi  =  o,  et  il  n'y  a  pas  d'éléments  caractéristiques. 
Dans  tout  autre  cas,  il  y  a  des  éléments  de  cette  espèce. 

Quel  que  soit  le  système  de  PfafT  S,  le  système  cnracférisfi- 
que  (8)  est  complètement  intégrable. 

Pour  le  démontrer,  nous  suivrons  exactement  la  même  marche 
qu'au  n"  5.  La  proposition  est  évidente  si  le  système  contient  n 
ou  /;  —  I  équations  linéairement  distinctes.  Supposons  que  ce  sys- 
tème contienne  seulement  ii  —  p  équations  linéairement  dis- 
tinctes (/?>  i).  On  peut  alors  trouver,  et  d'une  infinité  de  façons, 
une  famille  de  courbes  caractéristiques  (c'est-à-dire  de  courbes 
dont  tous  les  éléments  sont  caractéristiques),  dépendant  de  n  —  i 
constantes  arbitraires,  de  façon  qu'il  passe  une  de  ces  courbes  par 
un  point  arbitraire.  Imaginons  que  l'on  ait  effectué  un  chang'ement 
de  variables  tel  que  les  équations  de  cette  famille  de  courbes 
caractéristiques  soient 

yi=C„  ...,y„-i  =  C„_i, 

la  variable  i/n  pouvant  être  choisie  à  volonté,  pourvu  qu'elle  forme 
avecj/j,  ^2'  •••'  'Jn—i  un  système  de  /;  fonctions  indépendantes  des 
premières  variables.  Le  système  (8)  se  transforme  en  un  système 
où  ne  fig-ure  pas  la  différentielle  (///„,  puisque  ce  système  doit  être 
vérifié  quand  on  y  remplace  (/j,  y.^,  ...,  yn-i  par  des  constantes 
quelconques.  En  particulier  les  équations  du  système  de  Pfaff  (i) 
ne  contiendront  pas  dyn  après  la  transformation.  Supposons  ce 
système  résolu  par  rapport  à  f///;,  r///,,  ...,  dyr, 

n,-  —  dy,—  [Yi^  r+idyr-\-\  +  ... -f  Y/,„_if/(/„_i]  =  o     (('=  i,2,...,r). 

Les  relations 

ii',  =  8Y,-,r-|-lrfyr-|-l  +  ...  +  8Y;,  „_i(/(/„_i 

—  rfY,-,  r+i8!/r_|_i  —  ...  —  flYi,  „_i8(/„_i  =  O 

doivent  être  vérifiées  par  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  By' 
du  nouveau  système  quand  on  prend  dy^  =  o,  ...,dyn—\  =  o-  Or, 
le  coefficient  de  dy,,  après  cette  substitution  est,  au  signe  près, 

»Y,-,  ,.+1   ,                            3Y/,„_i   j 
.„        "^l/r+i  +  ...  +  —z- "I/x-i  : 
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il  faudra  donc  quo  l'on  ait 

?Y/,  ^-^l  3Y,-,  „_i 


et  la  variable  yn  ne  fig'iire  plus  dans  le  système  de  Pfaff  après  le 
changement  de  variables.  11  est  évident  que  les  équations  qui  défi- 
nissent les  éléments  caractéristiques  ne  contiendront  elles-mêmes 
que  y,,  y^,  ...,  (/«-i,  dy^,  ...,  dy,i—i,  et  formeront  encore  un  sys- 
tème de  rt  —  p  équations  linéairement  distin(;les,  puisque  ce  sys- 
tème se  déduit  aussi  du  système  (8)  par  un  chang'ement  do  varia- 
bles. Après  p  —  I  transformations  de  cette  espèce,  on  sera  donc 
ramené  à  un  système  de  n  —  p  équations  à  n  —  p -\-  i  variables, 
c'est  à-dire  à  un    système  complètement  intég'rable. 

Pour  donner  une  application  de  ce  résultat,  supposons  que  le  sys- 
tème de  Pfaff  S  soit  complètement  intégrable.  On  peut  alors,  par 
un  changement  de  variables,  le  remplacer  par  un  système  équivalent 

a,  =  dyi  =  0,  . . . ,  i>  ^  dyr  =  o  ; 

les  covariants  bilinéaires  D.\,  ...,  a'«  sont  nuis  identiquement,  et  le 
système  caractéristique  se  confond  avec  le  système  de  Pfaft' lui- 
même.  Donc,  pour  an  système  de  Pfaff  complètement  iniégrable, 
tout  élément  intéyral  linéaire  est  an  élément  caractéristique. 

Réciproquement,  toat  système  de  Pfaff,  poar  lequel  cette  con- 
dition est  satisfaite,  est  complètement  intéyrable.  En  effet,  les 
équations  du  .système  (8)  se  réduisent  alors  au.x  r  équations  du 
système  de  Pfaff  lui-même.  Puisque  ce  système  caractéristique  (8) 
est,  on  vient  de  le  démontrer,  complètement  intégraijle,  il  en 
résulte  que  le  système  de  Pfaff'  est  complètement  intégraiile. 

On  peut  encore  énoncer  cette  proposition  comme  il  suit.  Poar 
que  le  système  de  Pfaff  (i)  soit  complètement  intéyrabte  ('),  il 
faut  et  il  sujfil  que  les  r  équations  w'j  =  soient  vérifiées  par  deu.r 
systèmes  quelconques  d'éléments  {dxi),  {5xi)  qui  nérifient  res- 
pectioement  les  2r  équations  '•)/;(rf)  ==o,  (.)/,(S)^o. 

Nous  ajipellcrons  dans  la   suite  variable  caractérisllipie  toute 

C;  Cette  condition  a  été  donnée  par  Fhobe.mus  sous  une  forme  équivalente 
(Journal  de  Crclle,  t.  LXXXII,  1887, p.  2/6).  Il  est  aisé  de  voiniue  le  dernier 
énoncé  s'appli(iiie  aussi  au  cas  où  les  r  éi|uations  du  système  de  Pfaft"  ne 
sont  pas  linéairement  distinctes. 
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intégrale  du  système  caractéristique,  miilliplirlté  carfirléristique 
toute  multiplicité  dont  tous  les  éléments  linéaires  sont  caractéris- 
tiques. Si  le  système  (8)  se  compose  de  y<;  n  équations  linéaire- 
ment distinctes,  les  multiplicités  caractéristiques  d'ordre  maximum 
sont  an  — y  dimensions,  et  toutes  les  multiplicités  caractéris- 
tiques d'ordre  inférieur  à  n  — y  s'obtiennent  en  prenant  une  mul- 
tiplicité arbitraire  sur  une  multiplicité  caractéristique  d'ordre 
maximum. 

67.  Classe  d'un  système  de  Pfaff.  —  La  classe  d'un  sys- 
Icme  de  Pfatl'  est  le  uomlne  minimum  de  variables  que  l'on  puisse 
laisser  tig-urer  dans  les  équations  de  ce  système  par  un  change- 
ment de  variables  convenable,  deux  systèmes  équivalents  étant 
reg'ardés  comme  identiques.  Ln  classe  est  égale  à  l'ordre  du 
système  caractéristique  (cf.  n"  14),  c'est-à-dire  au  nombre  des 
équations  linéairement  distinctes  du  système  (8).  Supposons  en 
effet  que  ce  système  renferme  y  équations  linéairement  distinctes 
(r-^y~^/i).  Comme  il  est  complètement  intég'rable,  nous  pouvons 
supposer  qu'on  ait  pris  un  système  de  variables  indépendantes 
(yi,  1/2-,  ■■■,  yà)  tel  que  le  système  caractéristique  soit  équivalent  au 
système 

dy,^o,  . . . ,  dy^  =  o. 

Après  ce  chang^ement  de  variables,  dy  ,,,  ...,  dy„  ne  doivent  pas 
fig-urer  dans  les  équations  du  système  de  Pfafl' transformé,  puisque 
l'élément  linéaire  (dy^=^o,...,dy:^o,dy,^,...,dy„)  est  un 
élément  intégral,  quels  que  soient  dy  ,^,  ...,  dyn-  Si  nous  sup- 
posons le  système  de  Pfaff  résolu  par  rapport  à  r  différentielles, 
dy^,  ...,  f/(/r  par  exemple, 

dyi  =  Y,^  ,.-i  idyr^i  +  .  .  .  +  ^,/ly^,        (/=  i ,?.,... ,  /■) 

on  démontrera  comme  au  paragraphe  précédent  que  les  coeffi- 
cients Y/,  ,--(-i,  ...,  Y     doivent  être    indépendants  de  //    ,  .,  ...,  //,,, 

et  par  suite  les  équations  du  système  transformé  ne  renferment 
que  les  y  variables  y^,  . . . ,  y  ,  et  leurs  différentielles. 
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On  ne  peut  mettre  le  svstèmc  de  Pfaff  sous  une  forme  où  ligu- 
rent  moins  de  y  variables.  En  effet,  si,  par  un  changement  de 
variables  convenable,  un  a  mis  le  système  de  Pfaff  sous  une  forme 
où  figurent  seulement  y  vaiiables  r,,  z^,  ...,  Sq  et  leurs  différen- 
tielles, les  équations  du  système  caractéristique,  qui  sont  linéaires 
en  dSj,  ds^,  ...,d:,,,  contiendront  au  plus  y  équations  linéaire- 
ment distinctes.  On  ne  peut  donc  avoir  y<CT- 

Si,  en  procédant  de  deux  façons  différentes,  on  a  mis  le  .système 
de  Pfaff' sous  deu.v  formes  équivalentes,  l'une  ne  renfermant  que 
les  Y  variables  (i/i.  i/.,,  ...,(/„)  et  leurs  différentielles,  l'autre  ne 
renfermant  que  y  variables  (5j,  5^,  ...,  s  \  et  leurs  différentiel- 
les, le  système  caractéristique  peut  lui-même  être  mis  sous  les 
deux  formes  équivalentes 

di/,  =  o,  ...,  f/^.^  =  o, 
ou 

(/s^^o,  ...,  dz   =0. 

11  en  résulte  que  z^,c.,i  •■•■'^'  *°"^  ''"^^  fonctions  de  yi,//i.  ...,;/„, 
et  l'on  passe  d'une  des  formes  du  .système  de  Pfaff  à  l'autre  par  un 
simple  chang-ement  de  variables  effectué  sur  y  variables  seule- 
ment. Lorsqu'un  système  de  Pfaff'  de  classe  y  a  été  mis  ainsi  sous 
une  forme  où  n'entrent  que  y  variables  et  leurs  difl'érentielles, 
nous  dirons  qu'il  a  été  ramené  à  une  forme  réduite.  Il  suffit,  pour 
mettre  un  système  sous  forme  réduite,  de  prendre  pour  variables 
indépendantes  un  système  de  y  variables  caractéristiques  dis- 
tinctes. 

Dans  le  cas  où  y  =  //,  toutes  les  variables  sont  caractéristiques, 
et  l'on  ne  peut  diminuer  le  nombre  des  variables  qui  figurent  dans 
les  équations  du  système.  Si  y=:/',  nous  avons  vu  que  le  système 
est  complètement  intégrable.  On  ne  peut  supposer  y=;r-|-  i.  En 
effet  tout  système  de  /•  équations  de  Pfaff  où  fig-urent  seulement 
r  +  I  variables  est  complètement  intégrable,  et  par  suite  de  classe 
/•.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  des  systèmes  complètement 
intégrables,  est  donc  celui  oùy=/'  +  2,  qui  sera  étudié  plus 
loin  (chap.  Vil). 

Les  théorèmes  établis  plus  haut  sur  les  multiplicités  caracléris- 
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tiques  d'une  équation  de  Pfaff  s'étendent  immédiatement  aux  sys- 
tèmes de  Pfafl',  et  s'établissent  de  la  même  façon  (n"  17). 

Le  lieu  des  multiplicités  caractéristiques  (Tordre  maximum 
passant  par  tous  les  points  d'une  intégrale  M ^  dun  système  de 
Pfaff  est  une  nouvelle  intégrale  M'  dont  l'ordre  est  au  plus  égal 
à  0+  y. 

Les  multiplicités  intégrales  d'ordre  maximum  sont  engendrées 
par  des  multiplicités  caractéristiques  d'ordre  maximum. 

La  définition  du  rang  d'une  fonction  /{x^,  x,,  ....  x,i)  relative- 
ment à  une  forme  de  Pfalf  (n"  11)  s'étend  sans  difficulté  à  un  sys- 
tème d'équations  de  Pfaiï.  On  dit  qu'une  fonction  y  est  de  ranjo-  p 
relativement  à  un  système  de  Pfaff  S  lorsque,  en  établissant  entre 
les  variables  xi  et  leurs  différentielles  les  relations  y  i^C,  df^o, 
le  système  S  se  chang'e  en  un  nouveau  système  de  classe  y  —  p. 
On  voit  immédiatement  que  p  est  nul  siy  n'est  pas  une  intégrale 
du  système  caractéristique,  et  que  p  est  au  moins  égal  à  «n,  siy 
est  une  intégrale  de  ce  système.  Mais  le  nombre  p  peut  être  supé- 
rieur à  un.  Prenons  par  exemple  le  système  de  classe  cinq 

dx^  —  x.,dXi=:o,       dx^  —  x^dx^^o, 

les  fonctions  x^,  x:^,  Xç^  sont  de  rang  <ro/.ç,  tandis  que  x^  et  a^^sont 
de  rang  un.  La  proposition  suivante  so  démontre  de  la  même  façon 
que  le  théorème  analogue  relatif  aux  formes  symboliques  (n"  38). 

Le  rang  d' une  Jonction  f  relativement  à  un  système  de  PJaff  S 
est  égal  à  y  —  yj  -I-  i ,  y  étant  la  classe  de  S,  yi  la  classe  du  sys- 
tème Si  obtenu  en  adjoignant  l'équation  df=^  o  au  système  S. 

D'une  façon  générale,  supposons  que  l'on  ait  obtenu  p  intégra- 
les y,  ...,y^du  système  caractéristique.  Si  l'on  fait  un  change- 
ment de  variables  de  façon  que  ces  intégrales  soient  p  des  nouvel- 
les variables  </,,  .,.,  y  par  exemple,  le  nouveau  système  de  Pfaff, 
où  l'on  fait  y,==C/,  dyi=o,  est  au  plus  de  classe  y —  p,  mais  il 
peut  être  de  classe  inférieure.  Par  exemple,  si  ce  nouveau  système 
est  de  classe  r,  il  sera  complètement  intégrable. 

On  peut  aussi  quelquefois  simplifier  l'intégration  du  système 
caractéristique,  à  l'aide  de  certains  systèmes  covariants.  On  en 
verra  un  exemple  plus  loin  (n"  76,  p.  3ii). 
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Exemple.  —  Soit  So  un  système  de  deux  équations  de  Pt'atV  à 
cinq  variables, 


.  =  Bjf/xj  +  B^cix^  +  ...  +  Bjftej  =  o  ; 

nous  su|>poserons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  peut  résoudre  ce 
système  jiar  rapport  à  dx^  et  dx^.  Dans  les  covariants  w',,  w'j,  on 
peut  remplacer  dx^,  dx^,  5x^,  Bx^  par  leurs  expressions  tirées  des 
équations  6),(rf)  =  o,  (i),(5)=o,  et  l'on  obtient  deux  conditions  de 
la  forme  ci-dessous  pour  que  deux  éléments  linéaires  intégraux 
soient  en  involution  : 

o)\=^C^{dx,&Xj  —  dx.j&x^)  +  Ci{dx^iXi—  dxiàx^) 

+  C^{dxi5x2 — f/.>r,8j:,)=o, 
<^\=D^{dx^^x^ — dx.^&x.-,)  +  D^^dx^&Xi  —  dx^lx^) 

+  D.^{dx^^x^  —  dx,^ix^)^=o. 

Considérons  (dx^,  dx^,  dx^),  {tx^,  Saîj,  8x3)  comme  les  coordon- 
nées homoa;ènes  de  deux  points  m,  \l  d'un  plan,  et  soient  Pi,  Pales 
points  de  ce  plan  de  coordonnées  (C^,  Cj,  C3),  (Dj,  Dj,  D3).  La 
relation  w',  =0  exprime  que  les  points  m,  |j.,  P,  sont  en  ligne 
droite,  et  la  relation  oj',  =  o  exprime  que  les  points  m,  a,  P,  sont 
en  ligne  droite.  Pour  qu'il  y  ait  un  élément  caractéristique,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  deux  points  P,,  P^  soient  confondus,  ou  que  l'on 
ait 

Cl        C2  C3 

^~"Dr~'D7' 

le  système  est  alors  de  classe  quatre.  Il  en  est  ainsi  en  particulier 
si  l'une  des  équations  (>>\  =  o,  o)'2=o  est  vérifiée  identiquement. 
Si  les  deux  relations  sont  vérifiées  identiquement,  le  système  est 
complètement  intégrable  ;^voir  n"  65). 

Considérons  en  particulier  le  système 

(  wi  =:  du  -{-  Xdu  -\-  Bd.T  +  Cdy  z=  o, 
^1)2  =  dw  4-  Ai(/u  -|-  Bidx  -\-  Cidy  =  o, 


dB 

3C 

>^y 

Da; 

DB, 
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OÙ  les   coefficients   A,   B,   C,  Aj,  B,,   Ci  sont  des  fonctions   des  deux 
variables  x,  y  seulement.  On  a 

(^  -  ■§)  ^'^""^y  -  '^'■'^''^  -  j^  ^''"^"  -  ''"^"^ 

JA  „ 

H {du3x  —  ilxàu)  =  o, 

Pour  qu'il  y  ait  un  élément  caractéristique,  il  faudra  que  l'on  ait 
DB_^         ^       _3A 

Dy  dX      Dy    ?J5 

oB,      aCi    ~  3A,  ~  âAÏ  ■ 
3(/         3,r  3//         Jj; 

D(A   A.) 

Il   faut  donc  que   le   iacobien    J,,  ' ^  soit  nul.  Si  A  et  Ai  se  rédui- 

D(,r,  y) 

j,  .    ,       3A    3A|     dA    DA,         .        , 

sent  a  des  constantes,  les  quatre  dérivées , ,— —  , sont  uul- 

'  :>x     ^x     Dy      ?>y 

les  et  le  système  caractéristique  se  réduit  aux  quatre  équations 

(/x  ^  o,        (ly  =  o,        (h  -\-  Adii  =^  o,       t/iv  -\-  Aidii  =  o, 

et  le  système  est  de  quatrième  classe,  à   moins  que  l'on  n'ait  en  même 

DB        dC     3B,       SC,  ,  ,,  .      ,  ,, 

temps = , := ,   et   le   système    est   alors    complètement 

'^    ?!/        Zx      ^y        ^x  '  ■'  ^ 

intégrable. 

Supposons  que  l'on  ait  Ai  :=  j((A),  A  n'étant  pas  constant  et  dépen- 
dant de  la  variable  x  par  exemple.  Le  .système  sera  de  quatrième 
classe  si  l'on  a 

Zy         D.r        ''*    '\^y         \r  j ' 

68.  Application  des  formes  symboliques.  —  On  peut  pré- 
senter les  résultats  qui  précèdent  sous  une  forme  un  peu  plus 
générale,  en  utilisant  les  résultats  et  les  notations  tin  chapitre  III. 
Etant  donnée  une  forme  symbolique  il  de  degré  quelconque /J  en 
dxt,  ...,  t/x„,  soient  wi,  wj,  ...,  w„  n  formes  de  Pfalï  linéairement 
distinctes  en  da\,  ...,  «/ic„  ;  la  forme  ii  peut  s'exprimer  par  un 
polynôme  symbolique  de  degré /3  en  co^,  w.,,  ...,  (o„.  Rappelons 
encore  la  notation  suivante.  Soient  il  et  II  deux  formes  symboli- 
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ipies  lie  nième  de^^ré,  el  oj,.  c>., w^^  des  formes  de  de^ré  quel- 
conque, dont  chacune  est  de  deyré  int'érieurou  au  plus  ég-al  à  celui 
de  il.  Si  l'on  peut  trouver  de  nouvelles  formes  -,,  ...,  -  telles  que 
l'on  ait  identiquement 

i^='>  +  ^x<"i  +  -  +  V".' 
nous  écrirons  cette  relation  sous  forme  de  ccjiit^'ruence 

il  =  ll(mod.  M,,  ,.,„  ....  <.g; 

il  est  clair  ijue  la  congruence  précédente  eiitraine  la  suivante, 

ii'/_,n'(mod.  6,, ,„^,  „/,,  .......;), 

d'apiés  la  lèifle  qui  donne  la  forme  deiivée  d'un  produit  svmholi- 
que(n"  26). 

Supposons  en  particulier  que  ii  soit  le  covariant  bilinéaire  d'une 
forme  de  Pfaff  w,  et  que  w,,  m.,,  ...,  m^.  soient  aussi  des  formes  de 
Pfatr. 

La  cong-ruence 

o,'  =  o  (mod.  Wj,  0)2,  ...,  Wp), 

équivalente  à  l'égalité 

<u'  =  -it,u,  +  -jw,  +  ...  +  t:j,Wj, 

OÙ  it,,  iTj itp  sont  de  nouvelles  formes  de  Pfafl',   e-xprime  que 

deux  éléments  linéaires  quelconques  {dœ^,  d.r^,  ...,  dxj,  (3a;,, 
Sj;.,,  ...,  S.r„)  satisfai>ant  aux  relations 

<„,(f/)  =  o,        <..,(o)  =  o.  (/=i,  •.,...,/,) 

sont  toujours  en  involution  relativement  à  l'équation  w  =  o.  Km 
effet,  le  produit  symbolique  Ti:,t.),  [>ar  exemple  représente  la  dillé- 
rence  des  deux  produits 

et  par  suite  ce  produit  symbolique  est  nul  si  l'on  a  à  la  fois 
(.),(rf)^o,  w,(5)  =  o.  lien  est  évidemment  de  mémo  desautres  pro- 
duits l»iT.i. 

Cela  posé,  soit  S  un  système  de  Pfafï  de  r  équations 

<j>j=0,    w,:^o,   ...,         (Or  =  0; 
(i.   l'ro/j.  '  i» 


274  LEÇONS    SUK    LE    l'KOBLÈMK    DE    PFAKF. 

aux  7'  formes  o>^,  t.t,-,,  ...,  w,.  adjoignons  p  := /z —  /■  formes  nouvel- 
les ro,,  raj,  ,..,  ro  ,  de  façon  que  les  r  +  p=:/i  formes  w,-,  m^  soient 

linéairement  distinctes.  Toute  forme  symbolique  fi  de  degré  quel- 
conque, et  en  jiarticulier  tout  covariant  bilinéaire  a)',-,  peut  s'expri- 
mer symboliquement  au  moyen  de  ces  n  formes.  Si  l'on  réunit 
ensemble  les  produits  syml)oli([ues  où  ne  figurent  que  les  formes 
Tïij,  î35„,  ...,  rn  ,  le  covariant  w'/  peut  s'exprimer  de  la  façon  sui- 
vante, 

"'(  =  WlWl  +  ...  -h  T^irMr  +  ^  A,7,/,ra/,ra/,-,  (//,,  A'  :=  1 ,  2,  . . .,  p) 

les  -,;,  étant  d'autres  formes  de  Pl'aff,  et  les  coefficients  A,7,t  étant 
des  fonctions  des  n  variables  ,r/.  Nous  écrirons  ces  égalités  sous 
forme  de  congruences, 

w',-^E  7  A,7,/,ra/,mA-  (inod.  'Oj .  m.,,  ...,  (o,.),  (/  =  i,  2,  ...,  /"). 

h,  k 

Dans  les  parag'raphes  précédents,  nous  avions  supposé  que  les  r 
formes  w,,  u.,,  ...,  w,.  étaient  linéairement  distinctes  relativement 
aux  dillerentielles  dji^,  ...,  é/xv,  et  nous  avions  pris  rn^  =Tf/a:'r+i, 
...,  7n  =dxn,  mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  ces  formes  auxiliai- 
res cT,,  icj Tïj    soient  des  différentielles  exactes.  Il  suffit  qu'elles 

forment  avec  w,,  . . .,  w^  un  système  de  n  formes  linéairement  indé- 
pendantes. Tout  système  de  valeurs  de  ctj,  ra,,  ...,  ro  définit  uu 
élément  intégral  du  système  de  Pfaff.  Pour  que  deux  éléments 
linéaires  intégraux  {dx^,  dx^,  ...,  dx,,),  {^x^,  ...,  5xn)  soient  en 
involution  relativement  au  système,  il  faudra,  d'après  une  remar- 
que antérieure,  que  l'on  ait  les  i'  relations 

y  A,v,/,  j  ra/,((/)77T/,(o)  —  W;,((/)ro/,(S)  <  =  O  (/=  1 ,  2,  ...,  /'). 

h,  k  ^ 

Cherchons  encoie  comment  seront  déterminés  les  éléments  carac- 
téristiques. La  forme  symbolique 

2^  \ilik^h^k 
h.  k 
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étaiil  (lo  l'uiii!;-  paii-  av  |)eul  ûlie  riinioiR'c  à  une  IViiino  iiMliiiti' 
(n"  32) 

\l^\\.;  +  1I.,II^  +  ...  +  Il2.,_ill.2.,, 

Il,,  rij,  ...,  n,,.  étant  2v  rornu's  liuéaironient  distinctes  qui   s'e.xpri- 
mcnt  linéairement  au  moyen  de  n,,  ....  m^.  Tout  élément  intégral 
((/./,,  ....  djcj  qui  satisfait  aux  2v  relations 
n,  =0,  ...,  11,,.^^=  o 

est  en  involution  avec  tous  les  éléments  linéaires  intét<-raux  du 
système  relativement  à  l'équation  (.),=  o.  En  efl'et  on  a 

11,11,  =  rii((/)[i.,(û)  —  ii2(J)ri,(ô)^o, 

quel  que  soit  l'élément  intégral  {ôj:,,  ...,  Sx,,).  Inversement,  soit 
(8j?i,  ...,  S,r,j)  un  élément  linéaire  intégral  quelconque  du  sys- 
tème, n,(o),  ...,  n2.j(8)  ont  des  valeurs  arbitraires  pour  cet  élément, 
et  le  polynôme  symljolique 

niFij  +  iijn^  +  ...  +  ri2.j_iii.,.^ 

ne  peut  être  nul  quel  que  soit  cet  élément  intég'ral  que  si  l'on  a 
n,(f/)  =  o,  ...,  Il2,((/)  =  o. 

On  a  démontré  anlérieurement(n"  32)  que  les  2v  équations  ll,=o 
sont  équivalentes  aux  équations 

/_,  A,i/.ra/i  =  o,  ^  A,.2/,raA  ^  o,       .  .  . ,       ^  -V,pATO/.-  =  o. 

le  k  k 

En  faisant  successivement  /  =  i,  a,  ...,  r,  on  obtient  un  sys- 
tème d'équations  qui  déterminent  les  éléments  caractéristiques. 
Pour  qu'un  système  de  Pfaff  soit  com[ilètement  intégrable,  il  faut 
et  il  sufKt  que  tous  les  éléments  linéaires  intég'raux  soient  carac- 
téristiques, c'est-à-dire  que  tous  les  coetïicients.V,/./,  soient  nuls.  On 
a  alors  les  r  congruences 

<o',-^o  (mod.  w,,  M.ii  •  •  .,  '''r), 

et  inversement  ces  /•  cong-ruences  expriment  que  le  système  est 
complètement  inlégrable  ('). 

(')  (JAHTAN,  Bulletin  de  la  Société  JUathématii/ue,  p.  2/18,  t.  XXIX  ikjoi). 
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69.   Exemples.  —  i»  Cousidérons   le   système   de  deux   équa- 

tiOJis  .siiiiullairrt's  du  sccoud  ordre 

(,'j)  '■  =./l'r, ,'/,  - , /j-  -y- «)'      I  =  ?(''■'  ,'7'  - '  P'  'h  ■■•■) ; 

à  toute  iuté^'rale  de  ce  système    correspond   une  intégrale  à  deu.\ 
dimensions  Mo  du  système  de  Pl'afl'  à  6  variables  x,  //,  r,  p,  q.  s. 

(lo)  Mi  =  fid.r  +  r/(/y  —  chz^o, 

(0.,  ^i^J'd.i'  +  sdij  —  dp  =  o,      t'j j  =  sdx  +  odi/  -r-  dq  =^  o . 

inversement  toute  intégrale  M.i  du  système  (lo)  donnera  une 
intégrale  des  équations  (g),  pourvu  que  les  équations  qui  définis- 
sent M2  ne  donnent  qu'une  relation  entre  œ,  y,  s.  Formons  w',, 
(./o,  w'3  ;  en  y  remplaçant  dz,  dp,  dq,  S^,  8/j,  8y  par  leurs  e.xpres- 
sions  au  moyen  de  dx,  dy,  Sj,  8(/  tirées  des  équations  (10)  elles- 
mêmes,  il  reste 

(o'i  =  o,  oj'.,  =  -j^  [i^lxùy  —  dyàx)  +  -^  (dxBs — ds^x)  +  dyos  —  dsày, 
où  l'on  a  jiosé,  pour  abréger, 

r/  0  0  n  D 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  nx,  f>y,  8.s  dans  w'.j  et  oj'^,  on 
obtient  les  si.\  relations  suivantes  pour  définir  les  éléments  carac- 

h'i'istiq  lies 

l  l!f  du  +   ^^  ds=o.         '-{-  (/./■  —  r/.s-=o,         ^  dx  +  du  =  o, 

f  —r-  du  —  d.s=o,  ,     d.r-{ — ^  d.s=^o,  -  —  d(l  +  dx=^o. 

Parmi  ces  éi|ualiniis,  il  y  en  a  toujours  au  moins  deu.v  de  dis- 
tinctes ;  la  classe  du  .syslème  (10)  est  donc  r//(r/  ou  .s"/,r.  Pour  i|uc 
le  système  soit  de  classe  cinq,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  (i  i) 
se    réduise  à    deu.x   équations    seulement.    En    égalant   les   deu.v 
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valeurs  (le  y-  ,  on  a  uni'  |)rc>niit'rp  lonilition 

En  ésralant  ensuite  les  expressions  de  r/.s- tirées  des  autres  rela- 
tions, on  obtient  une  nouvelle  condition  seulement 

(.3)  ff+f  =  o. 

Si  les  deux  conditions(i2  ;  et  (i  !?)  sont  satisfaites,  les  équations  (lo) 
et  (il)  se  réduisent  à  cinq  équations;  il  y  a  une  famille  de  courbes 
caractéristiques,    déterminées    par    les    équations   différentielles 

\  dy  ^= ~  dx,       dz  =  pdx  -\-  (jdij,       dp  ^=  fdx  +  sdy, 

^'^^  ''  '  '  df 

f  dq  :=  sdx  +  -idii ,       ds  =  -  -  dx . 

\  '  ■'  di/ 

Toute  intégrale  à  deux  dimensions  ftL  est  engendrée,  d'après 
la  théorie  générale,  par  une  famille  de  caractéristiques  issues  des 
différents  points  d'une  intégrale  à  une  dimension  du  système.  Il 
suffira,  pour  obtenir  celles-ci,  de  trouver  six  fonctions  ,r„,  //„,  s„. 
/)„.  c/„,  S(,  d'un  paramètre  a  vérifiant  les  équations 

Le  système  (g)  est  dit  alors  fin  innolution,  et  admet  une  infinité 
d'intégrales  dépendant  dune  fonction  arbitraire.  Pour  résoudre 
le  problème  de  Cauchy,  c'est-à-dire  pour  déterminer  les  intégrales 
passant  par  une  courbe  donnée,  on  peut  supposer  j;,,,  y„,  r,,  don- 
nées en  fonction  de  a  ;  les  équations  (lâ)  déterminent  alors  /j„,  '/d. 
.%  par  l'intégration  d'une  é(|ualioi!  différentielle  ilu  premier  ordre. 
L'intégrale  cherchée  M^  est  le  lien  des  inultlplicités  caractéristi- 
ques issues  des  différents  [)oints  (.r„,  //(,,  r„,  /;„,  y„,  a"„)  ainsi  obte- 
nus (').  On  remarquera  que  le  problème  de  Cauchy,  admet  une 
infinité  de  solutions  dépendant  d'une  constante  ai'bilraire. 

(1)  K.  IniL-HSAT,  .Inlinull  ,/<■  l'Ernlr  /'n/i/lrrhili  /llr.  ■•'  Srrir.  .V  r(l/,irr  ljH,,jl, 
p.  ion. 

E.   (;AHTVN,.ln««/<-.v  ,lr /■/■:,■,./,■  \ormalr  Si,/,:h-irtin-  I.  .V.V17/, .?.  Scrir. /,,,,,>), 
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,■),"  Soient  a  et  //  deux  fonctions  des  cinq   varialiles  a',  y,  r,  /),  q 
et  d'un  paramètie  n.  Kn  éliminant  ce  paramètre  u  entre  les  deux 

relations 

—  us  —  ^/  =  o,   . 


^'^)  l,-ut-b  =  o, 

on  obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

F(.r,  y,  r,  /3,  9,  r,  s,  f)=  o, 
dont  l'intég'ration  revient  à  celle  du  système  de  Pfaflf 
:  pdx  +  ({dij  —  dz  =  o, 


(17") 

^    "  l  oj.,  =  Lidq  +  ad.r  +  bdy  —  dp^^o. 

En  remplaçant  dans  w',,  0/,,  ds,  dp,  Ss,  5/;  par  leurs  expressions 
tirées  des  équations  (17)  elles-mêmes,  et  en  égalant  à  zéro  les  coef- 
ficients de  8jr,  8/y,  5y,  Su,  on  obtient  les  nouvelles  relations 

iidq  +  bdi/  =  o,       bdx — dq  =  o,       udx  +  dy  =  o, 

^-^dœ+--dy  +dq=o, 
q  +  —  b p — n  —  )  aij 

\?q  :>pj     '       ^u 

f/H w —  p  —  «  —  1  dx 

,    /36    ,       36  \    ,         36    , 
+  (  —  +  (/  —  I  dri dii  =  o. 

l n  ^  +     -]  dœ  +  ( Il  ^  '  +  —]  du  —  du  =  0 . 

Les  équations  des  deux  premières  lignes  donnent  dx^o,  di/  =  o, 
</y=o,  à  moins  que  les  fonctions  a  et  b  ne  vérifient  la  condition 

3a  36    ,    , 

3h  3(/ 

Si  cette  condition  est  vérifiée,  on  peut  poser 

i3\}.(j'.  II.  s,  n,  (7,  II)  , 

a  =  -^ '     ' — -  —  2'i, 
3h 
.^ 
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'\i  (Hnnt  une  Conrlion  auxiliaire  ilc  .r.  y,  r,  /;,  y.  ii .  Kii  écrivant  que 
les  trois  dernières  équations  iloiuieiil  la  même  valeur  pour  -/-  ,  on 

l/.V 

obtient  une  seule  conJilion  nouvelle  à  laquelle  doit  satisfaire  la 
fonction  4'.  Si  cette  condition  est  vérifiée,  l'intégration  de  l'éijua- 
tion  aux  dérivées  partielles  considérée  est  ramenée  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  ditTérentielles  ordinaires,  celui  (|ui  définit 
les  caractéristiques  du  système  de  Pfaff  (17)  ('). 

S"  On  a  déjà  remarqué  (n"  18)  que  léquation  de  Pfaff  à  2n  variables, 
dont  l'intéi^ratiou  est  équivalente  à  l'intéiyration  de  l'équation  du  pre- 
mier ordre 

^:  J  »r  Dr  \ 

est  de  classe  211  —  i.  Cette  équation  admet  donc  des  caractéristiques  à 
une  dimension,  qu'il  suffit  de  déterminer  pour  que  le  problème  soit 
résolu. 

Considérons  maintenant  un  système  normal  de  r  équations  du  pre- 
mier ordre  (r  >  i), 

('9»  -S-=-^"tS-=/-   •■■'  TF:=f^^ 

les  seconds  membres  fi  étant  des  fonctions  des  variables  œi,  des  r  fonc- 
tions inconnues  r/i,  et  de  leurs  dérivées  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  variables  .r-, . ..,  x„.  A  tout  système  d'intégrales  des  équations  (tg) 
correspond  une  intéarrale  à  n  dimensions  M„  du  système  de  PfalT 

(•.>o)        r.),-  =  /'/f/.r,  +  pi-id  r.,  4-  .  .  .  -{-  pind-Vn  —  f/r/ =  0        ((■  =:  I,  2 r), 

où  l'on  a  remplacé  dans/)  la  dérivée  — - —  par p/ik.  Inversement,  à  toute 

multiplicité  intégrale  à  n  dimensions  M„  de  ce  système  (20)  correspond 
un  système  d'intégrales  des  équations  (19^  pourvu  que  a;,,  x-^,  .  .  .,  a*,, 
soient  des  variables  indépendantes  sur  cette  multiplicité.  En  effet,  les 
relations  (20)  prouvent  que  le  long  de  Mn,  toutes  les  variables  :i,  pile 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  Xi,  x-i,  ..  .,x,„  et  l'on  a 

D.r,    ~''''  XV-,    —"'-'■■■'  :^.y„   —/'"!- 

{')  Pour  rétudc  des  équations  de  cette  classe,  et  Icur.s  rapports  avec  les 
systèmes  en  involution  I9),  voir  E.  Goursat,  Leçons  sur  l'intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  (tome  /,  p.  210,  tome  II,  /;.  iGi- 
ijij,  et  le  Mémoire  de  E.  C\ht.\n  cité  à  la  page  277. 
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Il  semble  assez  pâture!  de  rechercher  dans  quels  cas  la  méthode  de 
Cauchy  est  applicable  au  système  (19).  Il  faut  pour  cela  que  le  système 
de  Pfaff  (20)  admette  des  caractéristiques. 

On  n 
'.'i—lIfi'l.Ci  -    'If'id.Ct  +l/pii.'l:r,—(i.i:,''î;jr,    f  ...  +  ilpin'^-rn  —  d.VnSpin, 

si  l'on  remplace  dans  tlfi  et  Sfi  les  différentielles  ds/i,  ^-/i  par  leurs 
expressions  tirées  des  équations  (20)  elles-mêmes,  les  éléments  carac- 
téristiques doivent  satisfaire  aux  relations  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  coefficients  de  <îj'i,  . .  .,  S.r,^,  et  de  tous  les  Sphk,  après  cette  substi- 
tution. Le  coefficient  de  ipiil, ,  si  /;  est  différent  de  ;',  est  égal  à 

^pitk 

Si   l'une  des   dérivées —^^^  ((=£  A)  n'est  pas  nulle,  on  a  donc,  pour 

un  élément  caractéristique,  f/xi  =  o  ;  les  équations  w',- =  o  prouvent 
alors  que  l'on  a,  quel  que  soit  ;', 

d.r,  =:  o,       dxi  =0,  . . . ,  d.r,i  =  o,       dpt,  =  0,  ,  . . ,  dpi,,  =  o,       <///  =  o, 

et  par  suite  f/r;  =  o,  pour  un  élément  caractéristique. 

Il  ne   peut  donc  y  ayoir  d'éléments  caractéristiques   pour  le  système 

de  Pfaff  (20)  que  si  toutes  les  dérivées  sont  nulles  lorsque  h  et  i 

^      '   ^  7>phk 

sont   deux    nombres   différents.    Le   système    (ir))  doit  donc   être   de  la 


3r/              /                                                              3r/                 Dfi   \ 
(iii  )  =  fi    .r,,  .ra,  . .  .,  j;«  ;  r,,  r»,  .  . .,  Tr;  — ,  ■  .  -,  -r > 

('■=  1.  2-  ■  ■•.'■)• 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  le  coefficient  de 'J/;/2,  par  exem- 
ple dans  1,1'i  est 

dfi 

—  dx,  —  rf.To  ; 

^Ph 

ou  doit  donc  avoir,  pour  un  élément  caractéristique. 

— f/.r,  4-  ftej  =r  o. 

On  vient  de  démontrer   (jue   d.r^  ne,   peut    être    nul    pour   un   élément 
cnracléristioue.  Il  faut  donc  (lue  soit  indépendant  de  ;  ;  il  se  réduit 

^Pi2 

doDc  à   une    fonction  i|e  .t-,../-,,  .  .  . ,  ;r„  ;  ri r„  inilé|iendante  rie/. 
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11    en   est.  ('•viilcinnicnt   de    iim'iiic    rie — -'— ,  .        — ^^  ,  et    par  suite   hi 

'>Ph  ^pin 

foiicliimy/  est  (le  la  forme 

fi=\,pi,+   ...  J-  A  „;,,■„+  B,-, 

A \„.  H|,  .  .    ,   li,-  TIC  ili'[ii'iiil;iiiL  i|ue  (le  .r,,  .  .  . ,  .7;,„  r,,  .  .  .,  :,-.  Kn 

achevanl  les  ealculs,  ou  véritie  (jue  le  système  (ho)  admet  des  multipli- 
cités caractéristiques  à  une  dimension,  mais  ce  résultat  était  évident 
n  priori,  car  le  système  est  alors  un  système  de  la  forme  signalée  par 
Jacobi  [Le(;ons,  Cliap.  tl,p.  99). 

4°  Considérons  le  système  des  quatre  équations  simultanées 

l  ^ U  c =: I I-  c 

{ =  2 4-  c' ,         = i-  +  3 -f  c'", 

I  J.rp.rri  3j?;'    ■  Dx3«        ^Xi-  DX2' 

à  une  seule  fonction  inconnue  :  ;  c,  c',  c",  c'"  désiafnent  des  constantes. 
En  prenant  comme  inconnues  auxiliaires 


l'intéçration  du  système  (21)  se  ramène  à  la  recherche  des  intée;ra- 
les  M:,  du  système  de  PfafF 

Îd:  —pidxi  +pidx-2  ^p^dx^, 
dpi  =  udxi  -\-  (v  +  c)dx2  +  (u  +  c  +  r')dx:i, 
dpt  =  {v  +  c\dx\  +  vdxt  +  (2'^  +  c")dx-i, 
dp^  ^(ii  -\-  u  -\-  c')dXi  -{-  {21J  +  c")dx2.r\-  {il  +  3«  +  c'")dxz, 

pour  lesquelles  il  n'existe  aucune  relation  entre  .Z'^,  Xï,  Xj.  En  égalant 
à  zéro  les  covariants  biliuéaires,  on  voit  facilement  que  ce  .système 
admet  une  famille  de  caractéristiques  à  une  dimension  déterminées  par 
les  équations  (22)  elles-mêmes  jointes  aux  relations 

(:!.''i)  flll^n,  f/(';=(i,  (/./■,=:  f/.Z' 2  =  —  f/Xn . 

La  caractéristique  issue  du  point  Xt",  x^",  X3",  c",  /Ji",  /Ja",  p:\",  «",  i'"  de 
l'espace  à  neuf  dimensions  est  représentée  par  les  formules 

/  u  =  «",     /'  =  r'>.     .r,  =  Xi"  +  t,     xi—X'fi -\- 1,     X3  =  x,"  —  /, 
lofA     ^P'=P<'' +  ("-''')''    Pi=Pi'>  +  {c-c")f,    ;,3=p30+(,.'  +  c"-r"')< 
(  s  =  r"  +  (/,,«  +  /)o"  _/,,")/  +  {^r  -  r  -  c"  +  —y, 

t  désignant  une  variable  auxiliaire. 

1/intégration  est  donc  ramenée  à  la  recherche  des  intégrales  à  deux 
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dimensions  du  système  (a'?).  Clierclions  par  exemple  les  inléo;rales 
pour  lesquelles  .v^  est  égale  à  une  constante  .rs".  Le  système  (22) 
devient 

dzo  =  pi'hlXi"  +  pMi-i", 

dp^o  =  u'dx,"  +  (o»  +  c)(/,r2», 

dpi"  =  {l'O  +  c)dxi''  +  wOrfj-o», 

dp,'"  =  (u'i  +  l'O  +  c']dx,«  +  (2(1»  +  c")dx^fi  : 

l'inlègTation  du  système  formé  par  les  trois  premières  équations  se 
ramène  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  deux  variables  indépendantes 

^^^^  dxi»dxt0  ~  (?.r/)2  +  ^' 

En  prenant  pour  inconnue  auxiliaire  la  dérivée  — — -  ,  on  est  conduit  à 

une  équalion  du  premier  ordre,  et  on  en  lire  facilement  Tintégrale 
générale  de  l'équation  (25), 

r»  =  cxi^x-^  +f(x,<'  +  .r,")  +  y  (j"i»), 
/  et  y  étant    des   fonctions    arbitraires.   On    a    ensuite  pi"  = 


3J?,» 


{:>x,<>r-  ■ 


-.f'{Xi<>  +  XiO)+f"ix,<>), 


dp:.<>  —  [2/"(.T,"  +  Xi")  +  '/'(.'/•,")  +  c']dx,'>  +  [2/"(.r,»  +  x.fi)  +  r"]fte..», 
/;n»  =  2/"(aV'  +  .W)  +  ?'(a;i»)  +  c'.r,»  +  c"x^  +  C, 

C  étant  une  nouvelle  constante  En  remplaçant  c",  p,",  p^",  /îs"  par  les 
expressions  précédentes  dans  les  équations  (24),  les  formules  qui  don- 
nent les  valeurs  de  .ri,  x»,  X3,  :,  le  1ou<t  d'une  caractéristique  devien- 
nent 

.r,  =  .r,»  +  l,         x-,  =  .'■3»  +  /,         x-i  —  .r-,"  +  t. 
:  =  cn^ro»  +/(j:,<>  +  Xa")  +  '^(.r,»)  +  [(c—  c')j?,«  +  (c  —  c")Xi'>  —  C]t 

Il  suffira  d'éliminer  /,  a?,",  .;■;"  pour  avoir  rintég;rale  générale  du 
système  (21). 

Cet  exemple  est  emprunté  à  M.  Beudon  qui  a  étudié  une  classe  éten- 
due d'équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  à  une  seule 
fonction  inconnue,  auxquelles  on  peut  étendre  la   méthode  de  Cauchy 
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\Stir  lest  si/.'<lêiiies  d'èf/unlions  aux  rlérivévu  partielles^  dont  les  raracté- 
ristif/ues  dépendent  d'un  nombre  Jini  de  paramètres  ;  (Annales  de  F  Keole 
.Vurmale Supérieure,  t.  XIII,  Supplément ,  i8()0)\.  Les  systèmos  Je  M.  Beu- 
doii  j)euvent  être  remplaces  par  des  systèmes  de  PfafF,  adiiietlanl  des 
éléments  raractéristiqiies. 


(2O)  V{x,  //,  r,  p,  (/,  r,  4',  /)  =  o 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre;  pour  plus  de 
symétrie,  au  lieu  de  supposer  l'équation  résolue  par  rapport  à  l'une 
des  dérivées  du  second  ordre,  nous  supposerons  qu'on  a  exprimé  ces 
dérivées  ;•,  s,  t  au  moyen  de  x,  y,  s,  p,  (/  et  de  deux  variables  auxiliai- 
res u  et  ('.  L'intég'ration  de  l'équation  (26)  revient  à  la  recherche  des 
intégrales  M2   du  système  de  Pfaff  à   sept  variables  ./•,  y,  r,/),  c/,  w,  r  : 

(27)  rj>iz=dc—pdœ—ffdi/  =  o, 

o>,  :zz  dp  —  rdx  —  sdy  =  o,       wj  =^  di/  —  sd.r  —  tdij  ^  o, 

où  l'on  suppose  7',  s,  t  remplacées  par  leurs  expressions  au  moyen  de 
,T,  y,  :,  p,  q,  u,  r.  De  plus,  la  multiplicité  Mj  doit  être  telle  qu'il 
n'existe  aucune  relation  entre  les  variables  x  et  //  le  long-  de  cette  mul- 
tiplicité. Le  système  (sy)  n'admet  pas  d'éléments  caractéristiques.  En 
efTet,  supposons,  pour  simplifier,  que  r  et  s  soient  indépendantes,  de 
faijon  que  l'on  puisse  prendre  r  =^  u,  s  =  c  ;  on  a  alors 

w'o  =z  3rdx  —  drrJx  +  isdy  —  ils^y  ; 

pour  un  élément  caractéristique,  ou  devrait  donc  avoir 

d.r  =^  o,       dy  ^  o,       (//■  z=  o,       ds  =  o, 
et  par  suite 

de  =  dp  =  f/y  :=  o. 

Mais  un  peut  quelquefois  remplacer  le  système  de  PfatV  (26)  par  un 
système  de  deux  équations  admettant  des  éléments  caractéristiques. 
Supposons,  en  efTet,  que  l'équation  (26),  où  l'on  regavde  x,  y,  :,p,q 
comme  des  paramètres,  elr,s,  t  comme  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'espace  à  trois  dimensions,  représente  une  surface  rég-lée  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  celles  du  cône  rt  —  s^=:o.  On  peut  alors 
prendre  pour  r,  s,  t  des  expressions  de  la  forme  suivante 

'•  =/i  +  ?-",    .'  =/:  +  ?-^',     t =/i + r-"^ 

f\./-i,/s,<f,^  étant  des  fonctions  de  x,i/.:.p,  q,u.  Les  deux  dernières 
équations  du  système  (27)  deviennent 

o).  =  dp—  (/,  +  o^v)dx  —  (fi  +  fpv)dy  =  o, 
r^,  =  dq  -  {/,  +  o'Hffr  -  (/s  +  ■i'^"y'y  =  o . 
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On  en  dérliiit  ininiédiatenient  une  combinaison   où  ne  figure  plus  la 
variable  c. 

<.,  =  ^«2  -  =.«0,  =  -hdn  -  r>'i  -  (M  -f'yf¥-r  -  (M  -m<Ui  =  o, 

et  l'intégration  de  l'équation  (26)  peut  aussi   être  remplacée  parTiDlp- 
gration  du  système  de  deux  équations  de  Pfaff  à  six  variables 


Or  ce  système  est  de  la  forme  du  système  (i4)  considéré  ])lus  haut,  et 
nous  avons  observé  qu'il  peut  admettre  des  élénientscaractéiistiques('). 

70.  Eléments  singuliers.  —  Soit  {dsc,,  d.x,,  ...,  dxj  un 
élément  linéaire  intéf^ial  e^  non  caractéristique  ([)Our  abréger, 
nous  représenterons  un  élément  linéaire  intégral  par  l'une  des  let- 
tres ei,  £),).  Les  éléments  linéaires  intégrau-x;  t,  en  involution 
avec  ei  sont  déterminés  par  le  système  des  ir  équations  linéaires 
en  Sj:,,  8.T2,  .  . . ,  S.r^j, 

j.,(8)  =  o,.....„(S)  =  o, 

f    (0  1  =0,    .  .  .,  Mr^  O, 

qui  se  réduisent  à  2/' —  q  équations  linéairement  distinctes  (q  pou- 
vant être  nul),  si  l'élément  considéré  e,  n'est  pas  pris  d'une  façon 

(')  Il  semble  paradoxal  au  premier  abord  que  l'intégration  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  puisse  se  ramener  à  l'intos-ration 
d'un  système  de  Pfaft'  sans  éléments  caractéristiques,  et  aussi  quelquefois  à 
l'intéçration  d'un  autre  système  de  Pfafï  admettant  des  éléments  caractéris- 
tiques. Mais  il  faut  remarquer  qu'à  une  intégrale  Mj  du  premier  système  ne 
correspond  pas  toujours  une  intégrale  M',  du  second.  Par  exemple  l'intégra- 
tion de  l'équation  /•/  -  s*  =  o  peut  se  ramener  à  l'intégration  du  système  de 
trois  t'-quations  de  Pfatf 

(S)     (te  -  prl.r —  i/(li/=o,       dp— nl.r  —  sH;/  =  o,       r<l<j  —  rxil.c  —  s'-dt/ =10, 
et   aussi  à  l'iiitégr.itinn  du  système  de  deux  équations 
^S')  dr — /"/./■—  -il/// ^  o,       d/i  —  udqnzo,       où  h  ^  —  —  . 

Le  système  (ï)  admet  l'inti'grale  AU  repn-sentée  par  li-s  cinq  écpialions 
l,=:,i,         <i  =  l,,         :-.a:c  +  l>!i  +  r.         ]l-f(.r\.         r -f  .sf'(.r)  =  u, 
.s-f //'(.r)  =  o. 
où  o,  b,  c  sont  des  constantes  arbitraires, /(.r)  une  fonction  arbitraire,  .cet  / 
les  deux  variables  indépendantes.  A  celle  intégrale  M,  correspond   une  inté- 
grale M',  de  (2').  Il  est   à    remarquer    (]ue    tous    les  éléments    de    cette    inté- 
grale Mj  sont   (les   r/riiients  singuliers    du  système  (2')  (voir  n"  70).  Il  est  évi- 
dent d'ailleurs    i|n'.i    celte    intégrale  Mj  ne  correspond   pas  une  intégrale  de 
l'é(piali()ii   du  seccMid  ordre  rt — .s' rr  o,  au  sens  restreint  du  mot. 
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parliciilit'ii'.  Les  éléments  liin'airt's  inli'tjraiix  <mi  iiivdliitioii  avecc. 
Forment  ilimc  en  général,  j>()ur  un  élément  de  situation  générale, 
une  multiplicité  à  7i  —  2/- -(- y  dimensions.  Mais  pour  certains 
éléments  linéaires  intégraux,  il  peut  se  faire  que  le  nombre  des 
équations  (28)  linéairement  distinctes  soit  inférieur  à  2/' —  y,  sans 
(|ue  les /■  équations  (o',=  o  soient  des  conséquences  des  relations 
(0,(8)^0.  Nous  dirons  que  ces  éléments  linéaires  intégraux  sont 
des  éléments  singuliers. 

Cousidérons  par  e.xemple  le  système  de  l'fatV 

/  tù,  =  ds  —  pdx  —  qdy  ^=  0, 

(29)  <  iù.^dp  ~ /dx — sdt/  =  o, 

'  w ,  =  dq  —  sdx  —  Idy  =  o, 

auquel  conduit  l'intégration  de  ré()iiatic>n  aux  dérivées  partielles 
(lu  second  ordre 

(:M  r^J\j;i/,c,p,(j,s,  h. 

On   a  vu,  au    numéro  précédent,  que  ce  système  n'admet  pas 
d'éléments  caractéristiques,  mais  il  admet  des  éléments  singuliers. 
On  vériKe  immédiatement  que  la  relation 

(,)',  =  dpàx — dxHip  4-  dqài/  —  dr/?iq  =  o 

est  vérifiée  par  deux  éléments  linéaires  intégraux  quelconques.  On 
a  ensuite 

u'2  ^  dj'ix —  o/dx  4-  dsoy  —  dyos. 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (29)  elles-mêmes,  qui  donnent 
les  expressions  de  f/r,  dp,  dq,  or,  ô/j,  oq  au  moyen  de  dx  et  dy, 
ou  de  ô,r  et  ôy, 

(.,',=  'l^Y  +  yZ  +  P.s  +  (JO"'.'/  +  ^'Z*'  +  T(//]o.;- 

+  [ds  —  (Y  +  qZ  +  Ps  +  Qt)dx]ày 

—  {Sdx  +  dy)is  —  TdxU  ; 

IL      x-2f       T-AL. 


même 


t.i'.j  ^=  dsùx —  dxis  +  dloy  —  '/yôl. 
Les  deux  équations    (o'j=o,  m'j^io  déterminent  les  éléjuents 
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intégraux  {ox,  ày,  3s,  61)  qui  sont  eu  involution  avec  l'élément 
intégral  {dx,  dy,  ds,  dt).  Si  cet  élément  est  quelconque,  les  deux 
équations  tu'.-^  =  o,  w'j  =  o  sont  distinctes,  et  l'on  peut  choisir 
arbitrairement  les  rapports  de  deux  dos  difl'érenlielles  Sa:,  8^, 
8s,  8/  à  l'une  d'elles.  Pour  que  l'élément  (c/,r,  dy,  ds,  dt)  soit  un 
élément  sing-ulier,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  équations  w',  =  o, 
(.)'2=o  ne  soient  pas  distinctes,  quand  ou  _v  regarde  Sot",  hy,  fis,  il 
comme  les  inconnues.  On  doit  donc  avt)ir,  pour  un  élément  singu- 
lier, 

/  (\  +  qZ  +  Ps  +  Q,t)dii  -\-^ds  +  'ïdt  _(ls  —  Ci  +  </Z  +  Vs^Ol)dx 
\  ds    '  ~  dt 

^    '^'^         Sdx  4-  d;,   _  Idx 


dx  dij 

En  égalant  les  deux  derniers  rapports,  on  obtient  une  équation  du 
second  degré  en  dx  et  dy 

(Sa)  dy-^  +  Sf/jY/y  —  Tdx-  =  o, 

qui  admet  en  général  deux  racines  distinctes 

dy  =  m  1  dx,         dy  =  m  «dx. 

Si  l'on  prend  par  exemple  dy  =^mxdx,  on  voit  facilement  que 
les  équations  (3i)  se  réduisent  à  deux  équations  seulement 

\  dy  =^midx, 
^'^^     (  Tdt  —  m^ds  +  /«^(Y  +  f/Z  +  Ps  4-  Qt)dx=o . 

En  adjoignant  ces  deux  relations  aux  équations  {zçf),  on  a  un  sys- 
tème de  cinq  équations  de  Pfatï  à  sept  variables  x,  y,  s,  p,  q,  s,  t, 
qui  définissent  une  famille  d'éléments  singuliers  du  système  (29). 
On  obtient  une  seconde  famille  d'éléments  singuliers  en  rempla- 
çant /«i  par  w.j. 

Le  système  de  PfafF  formé  des  cinq  équations  (29)  et  (33)  admet 
une  infinité  d'intégrales  à  une  dimension,  dépendant  d'une  fonc- 
tion arbitraire,  car  on  peut  prendre  pour  l'une  des  variables  s  ou  / 
une  fonction  arbitraire  de  x,  et  l'on  a  un  système  d'équations  dif- 
férentielles ordinaires  pour  déterminer  les  cinq  autres  variables 
eu  fonction  de  x.  Ces  multiplicités  sont  les  cnrartéristiques  de 
Moniji!  de  l'équation  (3o)  et  du  système  (29).   Les    multiplicités 
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uuractérisliques  dont  il  a  ûlé  i(uestioii  jusqu'ici,  et  qui  ne  dépen- 
dent que  d'un  nombre  fini  de  constantes  arliitraiies,  sont  les  carac- 
téristiques de.  Cauchy. 

Considérons  encore  un  système  de  deux  é(iuali()ns  île  IM'alV  à  six 
variables 

,  (   oj^  =  X^clx^  +  A./Ix^  +  .  . .  4-  Af,dXi^  =  o, 

"^   *^  l  co.,  =  h^dœ^  +  B,d.T,  +  ■  •  •  +  B.,t/^„  =  o  ; 

ces  deux  équations  étant  distinctes,  on  peut  les  résoudre  par  rap- 
port à  deux  des  ditl'érentielles  ([ui  y  figuioul,  par  rapport  à  dx- 
et  (/.ï;^,  par  exemple.  Cela  étant,  si,  dans  les  covarianls  bilinéaircs 
<■'',.  w'j,  on  remplace  dx^,  dx^,  ^x^,  S'Xg  par  leurs  expressions  au 
moyen  de  dxi,  ...,  dXj^,  Bxu  ....  Sj:;,,  les  deux  équations  w\  =o, 
'•>'.,=  0  prennent  la  forme 


(35) 


i',  ^  V  Xii^-iclxiàxic  —  d-rifixi)  =  o, 

i.  h 

''..  =  V  Bik(dXi^'>'k —  dxie^.n)^  o, 
I.  k 

(/,  A'=:  I,  2,  3,  4), 


les  coel'ficients  A,a-,  B,a.-  s'exprimant  au  moyen  des  fonctions  A,,  Ba.-, 
et  de  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Tout  système  de  valeurs  non  toutes  nulles  ((/x^,  dx^,  dx^,  dx^) 
définit  un  élément  linéaire  intégral  e^  du  système  (34);  issu  d'un 
point  {x^,  x^, . ..,  Xg)  de  l'espace  à  six  dimensions.  Ce  point  étant 
supposé  déterminé,  et  de  situation  g-énérale,  les  éléments  linéaires 
intégraux  qui  en  sont  issus  forment  une  multiplicité  à  troisdimeu- 
sions.  Si  l'on  considère  d-x^,dx^,  dx^,  dx^  comme  les  coordonnées 
homog'èues  d'un  point  dans  l'espace,  à  trois  dimensions,  on  peut 
dire  qu'à  tout  point  m  de  l'espace  à  trois  dimensions  correspond  un 
élément  linéaire  intégral  e^  du  système  (34),  et  réciproquement. 
Soient  t',,  e,  deux  éléments  linéaires  intégraux  en  involution  du  sys- 
tème, m  et  [A  les  points  correspondants  de  l'espace  ;  nous  dirons 
aussi,  pour  abrég'er,  que  ces  deux  points  sont  en  involution.  Les 
coordonnées  {dxi),  (3x,)  de  deux  points  en  involution  doivent  satis- 
faire aux  deux  relations  (35),  qui  sont  en  général  distinctes.  Le 
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[)ûiiit  m  étaut  donné,  le  lieu  des  points  u.  en  iuvolution  avec  m  est 
donc  en  g'énéral  une  droite  D  issue  de  ce  point,  et,  d'après  la  forme 
bilinéaire  des  relations  (35),  on  voit  que  deux  points  quelconques 
de  cette  droite  D  sont  aussi  en  iuvolution.  Tout  élément  intégral  i\ 
est  donc  en  général  en  involulion  uvecoc'  éléments  linéaires  inté- 
graux issus  du  même  point. 

Cette  conclusion  est  en  dél'aiit  pour  certains  éléments  intégraux. 
En  efl'et,  les  relations  (35)  expriment  que  la  droite  D  qui  joint  deux 
points  en  involution  m  et  a  appartient  à  une  congruence  linéaire. 
Supposons,  ce  qui  est  le  cas  général,  que  les  deux  directrices  Aj,  A^ 
de  la  congruence  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  Il  est  évident 
géométriquement  que,  si  le  point  /«  n'est  pas  situé  sur  l'une  de  ces 
directrices,  le  lieu  des  points  tj-  en  involution  avec  m  est  la  droite 
D  passant  par  M  et  qui  rencontre  A,  et  A^.  Mais  si  le  point  m  est 
sur  la  droite  A^,  par  e.xemple,  ce  point  est  en  involution  avec  tout 
point  fi  du  plan  passant  par  m  et  par  A„  ;  l'élément  intégral  cor- 
respondant Cj  est  donc  en  involution  avec  ce-  éléments  linéaires 
intégraux  e^.  11  y  a  par  conséquent  deux  familles  distinctes  d'élé- 
ments intégraux  singuliers,  représentés  par  les  points  de  deux 
droites  A^,  A»,  qui  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  La  discus- 
sion géométrique  prouve  de  plus  qu'il  n'y  a  pas  d'élément  carac- 
téristique et  le  système  (34)  est  de  sixième  classe. 

Il  peut  aussi  y  avoir  à  la  fois  des  éléments  caractéristiques  et  des 
éléments  singuliers  non  caractéristiques.  Supposons  en  effet  que 
la  congruence  définie  par  les  deux  relations  (35)  soit  une  con- 
gruence singulière,  composée  des  droites  situées  dans  un  plan  P, 
et  des  droites  qui  passent  par  un  point  déterminé  0  de  ce  plan, 
pour  toutes  les  positions  du  point  {x^,x^,  ...,x^.  Le  point  0  est 
en  involution  avec  tout  autre  point  de  l'espace;  chaque  point 
(ajj,  .  ..,  x^  est  donc  l'origine  d'un  élément  caractéristique,  et  le 
.svstème  (34)  est  de  cinquième  classe.  Mais  il  y  a  aussi  des  éléments 
singuliers  non  caractéristiques.  En  effet,  tout  point  m  du  plan  P 
est  en  involution  avec  un  autre  point  quelconque  fi  du  même  plan, 
tandis  qu'un  point  m  hors  du  plan  P  n'est  en  involution  qu'avec 
les  points  de  la  droite  Oni.  Tous  les  points  du  plan  P  représentent 
donc  des  éléments  singuliers  qui  sont  en  involution  avec  oo- élé- 
jnents  intégraux,  tandis  qu'un  point  quelconque  de  l'espace  (en 
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.dehors  du    plan   P)  représente  un   élément  intégral   qui    n'est  en 
iuvolulion  qu'avec  oo'  éléments  intégraux 

Dans  le  cis  général  où  les  deu.v  directrices  de  la  congruence  ne 
se  coupent  pas,  chaque  point  de  l'espace  à  si.v  dimensions  est  l'ori- 
g-ine  de  oc'  éléments  singuliers  de  chaque  famille,  définis  [lar  (|na- 
tre  équations  linéaires  en  dx^^  .  .  . ,  f/j:'^.  Il  existe  donc  une  infinité 
de  multi[)licités  intégrales  à  une  dimension,  dépendant  d'une  fonc- 
tion arbitraire,  dont  tous  les  éléments  linéaires  sont  des  éléments 
singuliers;  ce  sont  les  caractéristiques  de  Monge  du  système. 

Pour  déterminer  par  le  calcul  les  éléments  singuliers  du  sys- 
tème i'.M^),  consitiérous  une  équation  (|nelcon([iie  de  ce  svstètno 
li=).&Ji  +  |j.w.2==o,  où  \  et  a  sont  des  fondions  [)rises  aibitraire- 
meut  des  si.x  variables  :  on  a 

ii'^(aw,  +  ;t(.jj)' a^  Aw'j  +  •im'.^,  (mod.  w,.  6»,), 

ou,  en  remplaçant  w'j,  i,i\.  par  leurs  expressions  (35), 

u'=^(>-A,7,-  +  pB,A.)(f/a;,à.r/,  —  (/.r/.-oj:,)         [i,k=^  1,2,  3,/i). 

La  forme  symbolique  a',  que  l'on   peut  encore   écrire  sous  forme 
abrégée  (n"  22) 


u'=  V(aA/;,  +  ;j.l3//,)c/j-,(/j?/,, 


est  en  général  de  rang  quatre,  si  1  et  fi  sont  quelconques  Pour 
qu'elle  soit  de  rang  deux,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  de 
Pfafif  formé  par  les  coefficients  aA,v-  +  aB,/,-  soit  nul.  Or  ce  déter- 
minant est  le  cai'ré  d'une  forme  homogène  du  second  degré 
en  >,,  a,  qui  s'annule  en  général  pour  deux  valeurs  différentes  du 

rapport-  .  On  peut  donc,  en  général,  trouver  deux  formes  dis- 
tinctes 11,=  /-iWi  +  'ii-i'>>.,,  fu  =: )..3'i)i  4-  lAjWj  telles  que  les  deux  for- 
mes symboliques  12',,  ii'„  soient  de  rang  deux,  ce  qui  conduil  à  des 
relations  de  la  forme  (_n"  32) 

a',  =().,w  +  [i.  oi,)'  =  w3w^,  ) 

n         ,  1  \  (mod.  w.,  t.)), 

11  j=(a2Wj    +    U.jtOj)    =  MjW,.,      )^  1  ï/ 
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w,,  Wj,  (■>-,  (Ou  étant  de  nouvelles  formes  de  Pt'aff.  Tous  les  éléments 
linéaires  intégraux  qui  vérilient  les  qualre  relations 

(i)j:^0,  W2  =  0î  ùj^^O,  (.Jj  =  0 

sont  donc  en  involution  avec  tous  les  autres  éléments  linéaires  inté- 
graux du  système  (M\)  relativement  à  l'équation  '/.^<o^  -j-  ij.jùJj=o  ; 
ce  sont  des  éléments  sing'uliers.  La  seconde  famille  d'éléments  sin- 
guliers est  définie  de  même  par  le  système  d'équations  (') 

0J,=O,  (.jj^O,  W.=rO,  OJ|,^0. 

71.  Recherche  des  éléments  singuliers.  —  Les  r  équa= 
tions  d'un  svstcme  de  Pfafl'  S  étant  supposées  résolues  par  rapport 
;i  dx^,  dXo,  .  .  . ,  clXr,  nous  avons 

(36)         Mi  =  V  Aihk{dx/iùx/,-  —  dxk^x/,),  (mod  .  ',)^,  w^,  . .  . ,  w^) 

h,  k 
(("=  1,2,  .  .  .,  r),        (/(,  k^r  +  I,  ..  .,  //), 
les  coefficients  A,7,/f  étant  des  fonctions  des  n  variables  .c,.  Ordon- 
nons les  r  équations  <o',  =  o  par  rapport  à  Sa?r+i,  •  •  ■ ,  8x„  ;  le  coef- 
ficient de  Zxk  dans  l'équation  (o',  =  o  est 

y    Aihkdx/,,        (('=  1,2,  . ..,  /•;  k=:r  +  i, ...,«). 

h=r+l 

Soit  s  le  rang  du  tableau  T,  à  n  —  r  colonnes  et  à  r  lignes  formé 
par  ces  coefficients,  c'est-à-dire  l'ordre  des  déterminants  de. l'ordre 
le  plus  élevé  de  ce  tableau,  qui  ne  sont  pas  tous  nuls  identiquement, 
quels  que  soient  dxr~i  i,  dxr  +  2,  •■•>  d^n-  Ce  nombre  s  est  le  carac- 
tère du  système  S  (^).  Les  /•  équations  w',  =  o,  ...,  ojV^^o  se 
réduisent  à  s  équations  linéairement  distinctes  pour  détermi- 
ner 8  j3r-)-i,  ...,  ^Xn  lorsque  dxr+i,  ■■■,  dx^  ont  des  valeurs  arbi- 
traires ;  il  est  clair,  d'après  cela,  que  ce  nombre  s  est  un  invariant 
du  système. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  équations  w'|  =  o,  ..., 

(•)  l'oui-  une  l'tiidc  plus  coinjilclp  du  sysicmo  de  deii.'C  é(]u;itioiis  à  six 
variables,  et  les  rapports  de  ce  système  avec  le  problème  de  Bàcklund,  je  ren- 
verrai le  lecteur  à  un  mémoire  récent  (jue  j'ai  publié  dans  les  Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  I.  X,  <i<jl8),  pages  J-iog. 

(*)  E.  VON  Webek,  Zur  Invarianlentheoric  der  Système  Pfajfscher  Gleicliungen 
(Leips:.  Bericlile,  pp.  soj-nsg,  iligS). 
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(./,,=  0  soient  linéairement  ilisliiictes  ;  un  éloment  linéaii'c  intt'gr.nl 
(8a;i  ...,  3.r„)  en  involution  avec  l'élément  (r/.r,,  ...,  ^/.r„)(lf>il  véri- 
fier les  r  +  s  condilions 

0),(Ô)r=  o,  .  .  .  ,  (.v(ûj  =0,  (./,=0,    ....   (.)'.,=  O, 

et  celles-là  seulement.  Si  par  e.\omple  on  a  n  = '2r  —  (/,  les  r 
équations  u',  =  o,  ...,  lo'r^o  ne  renferment  que  r  —  r/  inconnues 
S.Tr  .^i,  ...,  Sx-2r—q,  et  elles  admettent  toujours  niic  solution  évi- 
dente â,r,._(-i  =f/.rr  ,  1,  ...,  nx^r-ri^^  dxtr-i/;  elles  comprennent 
donc  au  plus  r —  <] —  i  équations  linéairement  distinctes,  quels 
que  soient  f/i>i  1,  •■•.■  àx,,.-,/-,  et  par  suite  s  est  au  plus  ég-al  à 
/•  —  y  —  I . 

Pourqu'un  élément  {dxrj^i,  ...,  dx,^  soit  un  élément  sing-ulier,  il 
faut  que  les  r  équations  (u',=  o  se  réduisent  à  moins  de  «  équa- 
tions distinctes  et  par  suite  que  tous  les  déterminants  d'ordre  s  du 
tableau  précédent  soient  nuls.  On  obtient  ainsi  un  certain  nombre 
d'équations  alo^ébriques  en  c/xr+i,  ■■■,dxn,  qui  déterminent  les 
éléments  singuliers.  Il  est  évident  que  ces  équations  forment  un 
.système  covariant  du  système  S. 

Soit  a  la  forme  auxiliaire  ii:=  l^(^>^  +  ...  +  Vwr,  où  ).p  ...,'kr 
sont  des  fonctions  arbitraires  des  variables  x,.  On  a 

a'  =  (/iWi   +  ...   +  VoJr)'  =  A,Oj',   +    .  .  .    +  Arw',.  (mod.    OJ^,  .  .  .  ,  (0^). 

La  forme  symbolique  ^jw',  +  . .  .  +  À,.t./,.  où  ne  lig-urenl  que  les 
différentielles  dxri-i,  ...,  dx„,  iXr+{,  ...,  ox»,  est  de  rang-  2p, 
lorsque  les  coefficients).,  sont  pris  arbitrairement  (n°  32).  Ce  nombre 
pair  20  est,  d'après  F.  Eng'el,  le  ranj  du  système  S  (')  ;  il  est  clair 
que  c'est  aussi  un  invariant  du  système  S.  Soit  A(lj,  )..>,  ...,  a,-)  le 
déterminant  symétrique  g'auche  attaché  à  cette  forme  symboli- 
que a'  ;  ce  déterminant  est  de  degré  a  —  r  par  rapport  aux  T.,-,  et, 
d'après  la  définition  même  du  nombre  p,  il  est  de  rang-  2p,  c'est  à- 
dire  que  les  mineurs  de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  ne  sont  pas  iden- 
tiquement nuls,  quels  que  soient  ).i,  ^2,  ...,  sont  d'ordre  ap.  Sup- 
posons en  particulier  s^=r  ;  nous  avons  deu.\  cas  à  distinguer  : 

(')  F.  E.XGKL,  Lfip:i<j  Bcrichlr.  I.  M. II  I i8,jo). 
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i"  Supposons //  —  r;=2p,  ce  (|iii  exii^e  que  n  —  r  soit  pair.  Le 
déterminant  A  est  le  carré  parfait  il'iuie  forme  !iom(ii>'éne  de  deg'ré  p 
en  Aj,  \.,.  ...,  À,..  Supposons  que  les  valeur.-;  non  toutes  nulles 
).,=;<.,,  ...,  /.,■=  iv  annulent  ce  déterminant.  La  forme  corres- 
pondante 

|;.,r..'j  +  a^w'^  +    •■•   +  'J;-'"' r 

est  de  l'aui^'  ap  —  2p'  =  2ç  inférieur  à  'îp,  et  l'on  peut  la  mettre 
sous  la  forme 

P-i'"'i  +  ■•■  +  ;vw'r  =  raira,,  +  ...  +  ^.,,i-\myi         (.mod.  W; (ij,.), 

Toi,  to.,,  ...,  TOor/  étant  2.(1  formes  de  Pfafï  distinctes.  Tous  les  élé- 
ments linéaires  intégraux  qui  satisfont  aux  :>y  relations 

(87)  roi=0,  ro2  =  o,  ...,  1327=0 

sont  alors  en  iuvolulion  avec  tous  les  autres  éléments  linéaires 
intéi;raux  de  S  relativemerjt  à  ré(|uation 

<,.,<;,  +   ...  +  i;.,<.v=o. 

Les  /•  équations  w',  ^o,  ...,  wV^o  se  réduisent  donc  à  s — 1 
équations  quand  on  y  remplace  d.rr+[,  ...,  dx,,  par  des  valeurs 
vérifiant  les  2y  relations  (87).  Par  suite,  les  r  +  2f/  équations 

Wj  =  O,  ..., '.jr=^  0,  CTj  =  G,  ...,  CT.jy^  O 

définissent  une  famille  d'éléments  sini^iiliers.  Le  nombre  total  de 
ces  équations  est  au  plus  égal  à  r  +  2p — 2  = /i —  2.  A  chaque 
système  de  solutions  non  toutes  nulles  de  l'équation  \''.^,  ...,lr)^  o 
correspond  ainsi  une  famille  d'éléments  inté£;raux  singuliers  du 
système  de  Pfall'. 

2"  Supposons  que  2a<^n  —  /',  ce  qui  a  toujours  lieu  si  n  —  r 
est  impair.  Le  déterminant  A(a,,  ...,  'kp)  est  identiquement  nul  et 
la  forme  ).,'./,  +  ...  -|- ).,.(.)',.  est  toujours  de  rani^inférieur  art —  /' ; 
quels  (|ue  soient  les  coefficients  A,-,  on  a 

/,,o/j  -1-  ...  4- "■'■/■'■j',.=  TOiTO-i  +  ...  +  ra,,^.iro.„/,        (mod.  '.11,...,'.),.) 
où  2y-^  2p<rt  —  r,  et  les  11  +  2q  équations 

dénriisseut  une  faniille  d'élémerils  sinsuliers. 
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II  y  aurait  encore  lieu  de  liistiiig'uci'  los  ('ir'menls  sing-uliers 
il'apii'S  le  nomiire  des  dimensions  de  la  iniilll|)licilé  formée  par  les 
éléments  intégraux  en  iiivolution  avec  un  de  ces  éléments  sing'u- 
liers. 

Hi'|irTnons,  par  ('xoin|)le,  un  système  do  deu.v  (■i|iiatinus  à  six  v;u'ia- 
])lcs  (n»  70).  Si  les  coefKcieiits  de  rc  système  sont  i|uelcoD(iues,  les  deux 
équations  w',  =^  o,  o's  z=  o  sont  ilislincles,  pi  le  systèiue  est  de  carac- 
tère deii.r. 

La  forme  symbolique  /iw',  +  "/acj'j  est  de  rang  quatre;  le  nombre  p 
est  égal  à  deu.v,  et  nous  avons  vu  qu'il  y  a  bien  en  général  deux 
familles  d'éléments  sing-uliers.  .Mais  il  peut  se  faire  (|ue  les  deux 
équations 

w'i  ^  o,-      '>>'■,  ^^  O  (mod.  M|,  Wi) 

se  rcduiscDl  à  une  seule.  I.e  système  est  alors  de  caractère  un.  Si  l'on 
reprend  l'interprétation  géométrique  du  n"  70,  on  voit  que  la  ligne 
droite  joignant  les  deux  points  m.  a,  <|ui  représentent  deux  éléments 
linéaires  intégraux  en  involutiou  appartient  à  un  complexe  linéaire. 
Si  ce  complexe  linéaire  n'est  pas  un  complexe  singulier,  il  n'y  a  ni 
éléments  caracléristiques,  ni  élénienis  singuliers  pour  le  système. 

Nous  verrons  un  peu  plus  loin  (n»  73)  que  ce  système  admet  alors 
une  combinaison  intégrable,  ce  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  démontrer 
directement  (').  Si  le  complexe  précédent  se  compose  des  droites  qui 
rencontrent  une  droite  fixe  A,  fous  les  points  de  cette  droite  représentent 
des  éléments  caractéristiques;  il  y  a  donc  oc  ^  éléments  caractéristiques 
issus  de  chaque  point  de  l'espace  à  six  dimensions,  et  le  système  est 
de  quatrième  classe. 

('I  Annidi'n  fif  Tonhnsi-  (i^iSi.  /,.  7. 


CHAPITRE  MI 

SYSTÈIVIES  DÉRIVÉS.  PROBLÈIVIE  DE  IWONGE 


72.  Systèmes  dérivés.  —  Soit  S  un  système  de  Pfatï  de  /■ 
équations  (o,==:o.  Si  l'on  adjoint  aux  r  formes  de  Pfaff  Uj,  oj,^, 
.  .  . ,  (iJr,  des  formes  auxiliaires  ■m^,  wj,  .  .  . ,  m  ,  où  p  =  « —  r,  for- 
mant avec  les  premières  un  système  de  7?  formes  linéaires  distinc- 
tes, on  a 

w'i  ^  ^  A,;,/jW(roft  =  il,-,  (mod  .  Wj,  (Oj, ...,  <.),.) 

h.  h 


Les  r  formes  symboliques  12,,  Ho,  ...,  iir,  qui  s'expriment  au 
moyen  des  p  formes  ro/  seulement,  ne  sont  pas  toujours  linéaire- 
ment distinctes.  Si,  par  exemple,  on  a  une  identité  de  la  forme 

(l)  i^a^  +  /oHo  +  .  .  .   +  /,.il;-=  O, 

on  aura  aussi 

(/jWj  +  /,(o,,  +  ■  .  .  +  A-o),-)'  =  o  (mod .  Wj,  . ..,  w,.), 

de  sorte  que  deux  éléments  linéaires  intégraux  quelconques  du 
système  S  sont  toujours  en  iuvolution  relativement  à  l'équation 

/(«i  +  L''>i  +  •  •  ■  +  //•wr=o. 

S'il  y  a  /•'  relations  distinctes  et  /■'  seulement  de  la  forme  (i) 
entre  0.y,  n.,,  .  .  .,  li,,  on  petit  troiioer  r'  équations  distinctes  du 
système  S,  telles  que  deux  éléments  linéaires  intégraux  quelcon- 
ques de  S  soient  en  involution  relativement  à  ces  r'  équations.  Le 
système  S'  formé  par  ces  r'  équations  est  appelé  le  système  dérivé 
de  S  ;  il  est  formé,  comme  on  voit,  par  l'ensemble  des  équations 
de  S  telles  que  deux  éléments  linéaires  intég'rau.x  quelconques 
de  S  soient  en  involution  relativement  à  chacune  d'elles.  Si  l'on  a 
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écrit  les  équations  de  S  de  rin;oii  que  les  /•'  é(|iiations  du  système 
dérivé  soient  m\  =  o,  . .  .,  oj'r'  =o,  on  aura  : 

w'i  £^=''/.,  ^  .  .  .  =(ij'/-'^0  (inod.  f.),,  w.,,  ..  .,  (j>r). 

Il  est  clair  (|ue  ce  système  S'  est  le  même  pour  tous  les  systè- 
mes équivalents  à  S,  et  que  c'est  un  covariant  de  S  relativement  ;\ 
tout  chang-enient  de  variables.  Si  les  r  formes  a,  sont  linéaire- 
ment distinctes,  il  n'y  a  pas  de  système  dérivé  ;  nous  dirons  que  ce 
système  S'  est  nul. 

Lorsque  le  système  S  est  complètement  intég'rable,  le  système  S' 
se  confond  avec  S.  Réciproquement,  si  S'  se  confond  avec  S,  tout 
élément  intén-ral  est  un  élément  caractéristiijue,  et  le  système  est 
com|)lètement  intég'rable. 

Soit  S  un  .système,  non  complètement  inté^rable,  de  r  équations 
à  r  +  2  variables  ;  les  covariants  bilinéaires  s'e.xpriment  unique- 
ment au  moyen  du  binôme  dxr+t^Xr+i  —  dXr-{-2^Xr~i-i,  et  par 
suite  le  système  dérivé  se  compose  de  ;■ — i  équations.  Il  en  est 
évidemment  de  même  de  tout  système  de  r  équations  et  de  classe 
r  +  3,  puisqu'on  [)eut  le  ramener  à  un  système  où  ne  fig-urent  que 
/■  4-  2  variables.  La  même  propriété  appartient  à  tout  système 
de  /■  équations,  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  admettant 
/• — I  combinaisons  intégrables  distinctes,  sans  être  complète- 
ment intégrable.  Il  est  clair,  en  efifet,  que  si  l'on  prend  pour 
Wp  Oj,  ...,  o)r-i  ces  r —  I  combinaisons  intég-rables,  on  a  w'^^o, 

...,  <.)'r-i  ^  o  (mod.  Wj.  Wj 0),.),  et  le  seul  covariant  bilinéaire 

qui  ne  soit  pas  nul  est  wV-  Ces  deu.x  cas  sont  les  seuls  où  le  sys- 
tème dérivé  contient  une  équation  de  moins  que  le  système  primi- 
tif (  1o/r  n»  73). 

Pour  un  système  S  de  /■  équations  à  r  +  3  variables,  on  verra 
de  même  que  le  système  dérivé  se  compose  en  général  de  r —  3 
équations. 

En  opérant  de  la  même  façon  sur  le  nouveau  système  S',  on 
olitient  le  système  dérivé  de  S',  qu'on  représente  par  S",  et  qu'on 
appelle  le  second  dérivé  de  S  ;  S"  a  lui-même  un  système  dérivé  S'", 
qui  est  le  troisième  dérivé  de  S,  et  ainsi  de  suite.  En  continuant 
ainsi,  on  finira  par  arriver  à  un  système  S(P)  dont  le  système  dérivé 
S'/'+''  est  nul,  ou   bien  à  un   système  S'P)  qui  est  à  lui-même  son 
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propre  dérivé,  et  à  partir  de  S'/^'  tous  les  systèmes  suivants  81"  + ", 
S'/^+'-',  ...,  sont  identiques  à  S'/').  Il  est  facile  de  trouver  les  sys- 
tèmes S  pour  lesquels  le  fait  se  produira  Si  le  système  S'/")  est  à 
lui-même  son  propre  dérivé,  ce  système  est  complètement  inté^ra- 
hle  ;  s'il  se  compose  de  q  équations,  le  système  S  admet  donc  q 
ciimliinaisons  intégrables  distinctes.  Inversement,  si  le  système  S 
admet  q  combinaisons  intégrables  distinctes,  et  q  seulement,  on 
peut  supposer  que  les  y  premières  équations  de  ce  système  sont  de 
la  forme 

(2)  «j  =  dj\  =  o,  .. ..  ojy  =  d/^  =  o  ; 

il  est  clair  que  ces  q  équations  font  partie  de  tous  les  systèmes 
dérivés  successifs,  et  on  finira  par  arriver  à  un  système  dérivé 
équivalent  au  système  (2).  Ceci  donne  un  moyen,  au  moins  théo- 
rique, de  déduire  du  système  S  le  système  complètement  intég-ra- 
ble  d'ordre  maximum  contenu  dans  S. 

Il  est  clair  que  tous  les  systèmes  dérivés  successifs  sont  aussi 
des  covariants.de  S,  relativement  à  tout  chang'ement  de  variables. 

Exemple.  —  Considérons  le  système  de  trois  équations  de  PfatT  à  sept 
v.nriables  ,t,  y,  r,  /*,  q.  r,  s. 

^j^,    ^  «1  =  d:  —  pd.v  -  qdii  =  o. 

(       '■>-,  ^  dp  —  rd.i'  —  sdij  =  o,  M:,  =  dq  ■ —  sd.T  — fdij  =z  n, 

auquel  conduit  l'intégration  de  réquatiou  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre 

(3)  t=:f(.r,y,:,p,q.r,s). 

On  a  pour  ce  système 

w'i  ^  o  (mod.  «1,  wj,  W3), 

et  le  système  dérivé  se  rédujt  à  la  seule  écjuation  w',  =:  o.  En  effet  w'» 
contient  le  terme  drSx,  et  w'j  le  terme  ds'7.r,  qui  ne  peuvent  dispa- 
raître dans  aucune  combinaison  Xai'i  +  ."w's,  en  tenant  compte  du  sys- 
tème S  lui-même.  On  ne  peut  donc  avoir 

>«',  -]~  ur.i'j  ^^  o  (mod.  w,,  «2,  W3) 

sans  avoir  à  la  fois  "/  ^  u  =  o. 

Le  si/stèiiie  de  Pfcff  S  o  donc  un  si/slriiie  défipé,  composé  d'une  seule 
éqnalion  de  classe  cinq. 

Inversement  tout  svstème  de  trois  équations  de  PfatV  à  sept  varial)les 
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et  (le  classe  sept,  possédant  celte  propiiété,  peut  être  associé  à  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes.   Soient  en  eflet 

',i|  =:  O,  01.,:=  o,  '.);i  =:  o 

un  système  de  trois  équations  de  PfalV  à  sept  variables,  tel  que  l'on 
ail 

w'i  ^=  o  (mod.  m'i,  w-jj  '''a)» 

l'équation  w,  =:  o  étant  de  classe  cinq.  Supposons  que  l'on  ait  choisi 
les  variables  de  t'aeon  que  cette  équation  ait  la  forme  canonique 

w  I  :=  (I:  —  f:(Lv  —  qdy  =  o  ; 

les  deux  autres  équations  005  =  0,  «3  =  0  dépendent  en  outre  de  deux 
autres  variables  u  et  r .  Pour  que  l'on  ait 

w',  =H  o  (mod     wi,  0)0,  w^), 

on  voit  aisément  que  le  système  des  deux  dernières  équations  r,,n=zo, 
6)3  :=  o  doit  pouvoir  être  résolu  par  rapport  à  l'un  des  couples  de  diffé- 
rentielles (dp,dq),  {d/),di/),  (dr/,  d.r),  (d.r,  dij).  Comme  on  peut,  à  l'aide 
d'une  transformation  de  Legendre  ou  d'Ampère,  permuter  les  varia- 
bles X  et  p,  y  et  y,  on  peut  supposer  les  deux  dernières  équations  du 
système  mises  sous  la  l'orme 

(ui  =  dp  —  (iitLc  -j-  hdi/  -\-  edu  -\-  gdr)  =:  o , 
«3  =  d(/  —  {(tidx  +  bidi/  +  Cidu  -f  'Jidr)  =:  o . 

Pour  que  0/1  =  0  soit  une  équation  dérivée  du  système,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

a,=:i,  r  =  0,  i/ =  o,  c,  =:  o,  r/,  ^  O, 

et  le  système  est  de  la  forme 

wj  =  d:  — pdjc  —  qdy  =  o, 
M  -2  =  dp  —  a  (la: — bdi/  =  o, 
«3=rrfy  —  bdj- —  hidij^Q, 

(/,  I),  />!  étant  des  fonctions  de  x,  y,  :,  p,  q  et  des  deux  dernières  varia- 
bles H  et  /'.  Ces  trois  .fonctions  sont  donc  liées  par  une  relation 
l''(.i',  y.  z,  p,  q.  a.  h,  é,)  ^  o  ;  et  le  système  de  Pfaff'  précédent  est  associé 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

F(j\  y,  z,p.  <i,  r.  s,  I)  =:  o. 
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Heprenons  l'équalioD  (3)  et  le   système  correspondaul  S.  Soit  j:{.t,  //) 
une  intégrale  Je  cette  é(|iiation  ;  nous  poserons  pour  abri'g-er 


/>//.• 


^r'D//A 


L'équation  (3)  et  celles  qu'où  en  déduit  par  des  dilVéreutiatious 
répétées  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  /)//.-  au  moyen  des 
dérivées ./);0, />il .  En  particulier  les  quatre  dérivées  partielles  du  troi- 
sième ordre  s'expriment  au  moyen  de  x,  y,  s,p,  q,  s,  t,p,Q,p-2i. 

Si  l'on  adjoint  au  système  S  le  système  des  deux  équations  ((ui  don- 
nent (//',  ds 

/v)  ^  dr  =  p3^d.r+p,ydy, 
\  ds  =zp,tdx  +  pi^di/, 

on  a  un  système  de  cinq  équations  de  Pfafï  à  i>  variables,  que  l'on 
appelle  le  premier  système  prolongé  de  S.  Si  l'on  y  joint  ensuite  les  deux 
équations  qui  donnent  dp^f,,  dp^,  on  a  un  nouveau  système  prolong-é 
de  sept  équations  à  onze  variables  et  ainsi  de  suite.  Le  système 
S  +  i  a  pour  premier  dérivé  le  système  S  lui-même,  et  pour  second 
dérivé  l'équation  W)  ==  o.  De  même,  le  second  système  prolongé  a  pour 
premier  système  dérivé  le  système  S  +  -i  et  ainsi  de  suite. 

73.  Systèmes  de  caractère  un.  —  Soit  S  un  système  de 
Pfaff  de  /■  équations  dont  le  système  dérivé  S'  se  compose  de 
r —  I  équations.  On  peut  supposer  que  ce  système  S'  se  compose 
dos  /■ —  I  "équations  Wj^o,  ...,(.;,.  =  o,  de  sorte  que  l'on  a 

(o'j^  w'j^  .  . .  (t)',.^  o,  (mod.  '■),,  (02,  . . .,  M,.). 

Le  système  S  est  évidemment  de  caractère  un,  car  la  seule  condi- 
tion que  doivent  vérifier  deux  éléments  linéaires  intégraux  pour 
être  en  involution  est  w'i  =  o. 

Inversement,  le  systèine  di'rinr  d'un  système  de  Pfaff  de  carac- 
tère un  contient  une  équation  de  moins  que  le  système  lui-même. 

Supposons  que  les  équations  du  système  S  puissent  être  réso- 
lues par  rapport  à  d.v^  ^p  .  .  . ,  d:r„  (où  p  =  n —  r)  ;  on  peut  écrire 
alors 


V 

(A,A-=i.2,  ...,p).         (i  =  i,2,  ...  r), 


\i/,i.{dxh<'>.rii  —  d.riAr/,)  (mod. 

^7* 
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ce  qui  levicnt  à  |iroiu!i'e  da: dx^  pour  les   lormes  auviliaiies 

'!',,  ra.,,  ...,  J^p  (""  72).  Les  r  équations  oj',=  o,  où  l'on  considère 
o;ri,  ...,  fix^  comme  les  inconnues,  doivent  se  réduire  à  une  seule, 
quels  que  soient  dx^,  ....  il.r^.  Il  faut  pour  cela  quêtons  les  déter- 
minants du  second  dey-ré  du  taMeaii 


V 


^ii;i'/-r;i 


jS.iikd.ru 


Z^\\ph<l.v, 


2_^Xi\hdxk     y\nii</xk   . 


Aiohdxh 


^\rikdxk    ^A,.2Af/.r/..   .  .  .    '^Arpkd.ri! 


soient  nuls.  Supposons  par  e.vemple  que  tous  les  coefficients  Av,ic 
ne  soient  pas  nuls.  Tous  les  mineurs  du  second  degré  formés  avec 
les  éléments  des  deux  premières  liefnes  doivent  être  nuls,  et  on  a 


\-uy/.rk 


M^hd.rn 


VA?p;,f/a;/j 


y^Aiihdxii  2^Ai-2hd.r/i 


V 


Kipi.dxi, 


Il  faut  pour  cela  que  la  valeur  commune  de  ces  rapports  se 
réduise  à  une  fonction  4  des  seules  variables  .r,-,  à  moins  que  l'on 
n'ait 


2j  Aiihd.ri,  =  m;  V  Ankdxi,, 


V  Aoiiidx/t  =:  Mi  y]  Ankdxh, 


{i=2,3,...,p), 


les  coefficients  mi  ne  dépendant  que  des  variables.  Cette  dernière 
hypothèse  est  à  rejeter.  En  effet,  toutes  les  formes  de  la  première 
ligne  du  tableau  devraient  être  identiques  à  un  facteur  près.  Or  la 
première  forme  ne  renferme  pas  dx^,  la  seconde  ne  renferme  pas 
dx.,,  ...,  la  dernière  ne  renferme  pas  dx^.  Toutes  ces  formes 
seraient  donc  nulles,  contrairement  à  Tliypothèse.  Il  s'ensuit  que 
toutes  les  formes  de  la  seconde  ligrne  du  tableau  ne  diffèrent  des 
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formes  correspondantes  de  la  première  ligne  que  [)ar  le  l'acteur  1^, 
et  l'on  a 

(.)'„  ^E  /,,6j'j  (mod.  co,,  (0,,  ...,  M,.). 

On  démontrerait  de  même  que  l'on  a 

w'/= /i''j'i  (mod.  (Oj,  w.^,  ...,(.1,.^,  ('  =  »,  3,  ...,  r) 

et  par  suite 

(w,- — ln-'i)'^^  O  (mod.   Wj,  f.).,,  ...,   (Or). 

Le  système  S  admet  donc  un  système  dérivé  formé  des  r — i 
équations 

(.),■  —  liOl^z=o,  (/  =  2 ,  3 ,  . . . ,  r). 

On  a  déjà  fait  observer  plus  haut  (n"  72)  que  tout  système  de 
Pfaff  de  r  équations  qui  admet  r  —  i  combinaisons  intégrables 
distinctes,  et  tout  système  de  Pfaff  de  r  équations  et  de  classe 
r  +  2,  sont  de  caractère  un.  M.  von  Weber  (')  a  démontré  que 
ce  sont  les  seuls  systèmes  de  caractère  un. 

Supposons  encore  le  système  mis  sous  une  forme  telle  que  l'on 

ait 

w'^sso,  ...,  w'p^o  (mod.  o),,(Oj,..  ,  w,.). 

On  a  par  exemple 

m'j  =  TJiOjj  4"  '^a'^z  +  ■  •  •  +  'i^rw,-, 

Ttj  étant  une  forme  de  Pfaff  qui  ne  peut  s'e.xprimer  linéairement  au 
moyen  de  to,,  u,,  ...,  w^,  si  elle  n'est  pas  nulle  identiquement.  En 
prenant  les  formes  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 

TIim'i    W|~'|    +    Ttiiw'o     —  li),T.'2   +   .  .   •    =  O, 

et  en  remplaçant  oi'^,  w'^,  ....  w',.  par  leurs  expressions  au  moyen 
de  tii|,  (0.,,  ...,  01,.,  on  voit  que  l'on  a 

7:|(ij'j  E^  o,  fniod.  M,,  w,,, t.j,.). 

De  cette  relation  on  déduit  que  le  produit  svinljoliquew'|7:,W|  ...  tu,, 
est  nul,  ce  (|iii  exige  que  l'on  ait 

'"'i  =  7i'^l  +  '^l'"l  +   •  ■  •    +  m,.w,., 

(')  E.  vas  Weiikh,  Ziir  inuur'ntnti'ntlieorù'  fier  Si/afenir  Pfajf  srltt'r  (îtelrhtm- 
gfn  {f.i'iprifj  lirrirlilf,  pp.  l'oy-L'iij,    rSyfl), 
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piiisiiuc    les    IniiiH's    -|,  (,j| w,.    sont    liiu'alioiiii'iil    ili.sliiiclos 

(n"24l. 

Tous  les  éléments  linéaires  intégraux  qui  satislonl  en  outre  aux 
deux  relations  •7:^  =  0,  y  1  =  0  sont  donc  en  involulion  avec  tons  les 
antres  éléments  linéaires  iiitc'yranx,  et  le  système  S  est  de  elasse 
r+  2. 

Pour  que  la  conclusion  soit  en  défaut,  il  faut  que  la  forme  -, 
soit  nulle.  Le  svstème  S  jient  alors  élre  de  classe  quelconque,  mais 
le  raisonnement  jirouve  que  si  S  est  de  classe  su|)érieure  à  r  4-  2, 
on  a  Ttj^o,  c'est-;'i-(lii-e  oj'o  ^^  o  (mod.  w.^,  ...,  <■),).  On  démontre- 
rait de  même  que  l'on  a,  dans  ce  cas, 

(o'.jHsO,   ....  (li'r^^o  (mod,   (02'  ■■•>  '''r)- 

Le  système  dérivé  formé  des  r —  i  équations 

(0,  =  o.         M,  =  0,  ...,  (0,- =  o 

est  donc  complètement  intégrahle. 

Remarque.  —  Si  le  système  dérivé  S' d'un  système  S  de  r  équa- 
tions comprend  r' équations  distinctes,  le  caractère  de  S  est  au  plus 
ég'al  à  r —  r',  car  les  r  —  /■'  équations  qui  expriment  que  deux  élé- 
ments linéaires  intégraux  sont  en  involulion  ne  sont  pas  nécessaire- 
ment distinctes.  Il  revient  évidemment  au  même  de  dire  que,  pour 
un  système  de  r  équations  et  de  caractère  .s,  le  nombre  des  équations 
du  système  dérivé  est  au  plus  égal  à  r—s.  Mais  il  peut  lui  être 
inférieur.  Prenons  par  exemple  un  système  S  de  r  équations  et 
de  classe  /'  +  3  ;  pour  la  question  qui  nous  occupe,  nous  pouvons 
supposer  que  les  équations  ne  renferment  que  r  +  3  variables,  et 
qu'on  les  a  résolues  [)ar  rapport  à  rf.rj,  ...,  dxr+3.  On  a  alors 

(,/,  =Ai(f/j7,  ox., — dx^ôxi)+  \ii{dx.,5xj  —  dx^Ôx,)  +  Ci{dx.Jx^—dx^Sx.^  ), 
[i^  I,  :>.,  ...,  /•), 

et  le  système  dérivé  se  compose  en  général  de  /• — 3  équations. 
Cependant  le  caractère  du  système  est  égal  à  deux,  car  les  r  équa- 
tions w',-=o  admettent  toujours  la  solution  évidente  Sxj  =  (/a?,, 
8j:,  =  dx.,.  Bx^  =  dX;t.  Ce  cas  est  le  seul  on  le  svstème  dérivé  d'un 
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système  de   r  équations   et  de  caractère  deux  contient  moins  de 
r  —  2  équations  ('). 

D'une  façon  générale,  si  le  système  S  contient  /■  équations  et  le 
système  dérivé  r'  équations,  le  caractère  du  système  est  inférieur 
à  r  —  /•'  lorsque  la  classe  est  ég'ale  ou  inférieure  à  sr  —  r' . 

74.  Transformations  de  contact  prolongées.  —  Soient 

(4)  X=F,{x,i/,,,p,q),     Y  =  F„     P  =  F,,     0  =  F3,     Z  =  F, 

des  formules  définissant  une  transformation  de  contact,  pour  les- 
quelles on  a  identiquement 

(5)  dZ  —  Pr/X  —  Of/Ï  =  p((/r  —  pda-  —  qdij) , 

p  étant  une  fonction  de  x,  i/,  s,  p,  q.  Les  conditions  du  u"  51 

[X,Y]  =  o,         [X,  Q]==o,         [Y,P]=o,         [P,gi=o, 
[P,X]=p,         [Q,Y]=p 

peuvent  s'écrire  encore 

(rtc?)„i  +  (^c)„,^o, 

(6)  <{ad),,  +  {bc),,=  o, 
y  {ab),,  +  (bc),,^o, 

[  {ad),,  +  {bc\,  =  {ad),,  +  (bc),,  =  p, 

ou  sous  la  forme  équivalente  [Leçons,  p.  869) 

(ocX,3  +  (ac),2  =  o, 
{bd),,+  {bct),,=  o, 

(7)  {  {cd)o3  +  icd),„  =  o, 

(rtc/)o3  +  («c?)io=  {bc\y,  +  (bc),,  =  p, 

(')  Voir  le  Moinoirc  cilc  de  M.  E.  Cartan,  Sur  l'inlnjralion  de  certains  sys- 
tèmes de  Pfaff  de  caractère  deujs  (Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de 
France,  t.  XXIX,  irjoi,  pp.  233-3o2).  Il  étudie  en  particulier  certains  systèmes 
qu'il  appelle  sinr/uliers,  formés  par  des  systèmes  de  r  équations  qui  com- 
prennent /•  — I  équations  l'ormant  un  système  partiel  de  caractère  un,  et  des 
systèmes  qui  adinelleiil  ;■  —  2  combinaisons  intégrables  distinctes. 
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en  [losaiil 


<-%■ 

"-Ï 

DY 

'd.T    ' 

,         dO 

_  ^0 

rfP 

''dx  ' 

1      ^'P 

c->0 

'■■'—Dr/' 

d 

dx~ 

3       ,           ? 

f'.'/  "~  ^!/ 

+  ^/^' 

(acfyj: 

^^a,Jj  —  itjdi, 

{bc)ij  —  b, 

0  —  ^v^-''- 

(/,y =0, 1, 2, 3). 

Lorsque  l'élémeiit  (,r,  y,  5,  /»,  q)  décrit  une  mnlliplicilé  AL 
ayant  pour  supjiort  ponctuel  une  surface  a,  l'élément  (X,  Y,  Z, 
P,  T))  décrit  aussi  une  multiplicité  OP*..,,  et  nous  supposerons  que 
cette  multiplicité  a  pour  support  ponctuel  une  autre  surface  S. 
Soient  £  =  f{œ,  y)  l'équation  de  la  surface  c,  et  Z  =  F(X,  Y) 
l'équation  de  la  surface  S.  Les  lettres  /',  s,  t,  R,  S,  T  ayant  la 
sig'niHcation  haliituelle,  proposons-nous  de  calculer  R,  S,  T  au 
moyen  de  x,  y,  z,p,  (/,  r,  s,  t.  On  les  déduit  des  deux  relations 

f/P  =  R</X  +  Sf/ Y.         do  =  St/X  +  IdX, 

qui  deviennent,  en  développant  les  différentielles  dX,  dX,  dP,  dQ, 
remplaçant  ds,  dp,  dq  par  pd.r  +  qdy,  rdx  4-  sdy,  sdx  +  (dy 
respectivement,  et  employant  la  notation  convenue  pour  les  déri- 
vées partielles  des  fonctions  X,  Y,  P,Q, 

a^dx  -t-  b^dy  +  dsirdx  +  sdy)  +  r^{sdx  +  tdx) 

^R[rt„f/jî  +  bf,dy  -\-  dg{rdx  +  sdy)  +  c^(sdx  +  (dy)] 

+  S[a^dx  -t-  b^dy  +  d^{rdx  -\-  sdy)  +  Ci{sdx  +  idy)], 
a.dx  -t-  b;(hj  4-  d-i{rdx  +  sdy)  +  c.,{sdx  +  Idy) 

=  S  a^dx  +  bf,dy  +  dj^rdx  +  sdy)  +  Cf,{sdx  +  tdy)] 

+  T[aidx  +  b^dy  +  d^{rdx  +  sdy)  +  c^{sdx  +  tdy)] . 
Eu    ésj'alanl  les  coefficients  de  dx  et  de  dy  dans   la    première 
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équation,  on  a  un  système  de  deux:  équations  linéaires  en  R  et  S, 
d'où  l'on  tire 

/g)  R_(g6)-,i  +  (rf6)3i>-  +  (ac)3,<  +  [(aaf'31  +  (cbU]s  +  (dcMrt  —  s^) 
'  («6)0,  +  xdb,,,,'  4-  (ac)o,<  +  l(arf)„i  +  (cô)(„]s  +  (rfc)(„(r/  -s^)' 

,  .  g  _  (06)03  +  (db)mr  +  («0)03/  +  \(adm  +  (06)1,3]^  +  (rfc)o3(r/  —  s^) 
^•^^  ("6)01  +  {db)a^r  +  {ac)^,t  +  [(arf)oi  +  (c6)o,>  +  (f/c)oi(/-/  -  s^)' 

De  la  deuxième  équation  on  tire  de  même 

{ab).2^  +  (06)2, 7-  -f-  (ac)2i/  +  [(orfla,  +  (c6);i>  +  (dc)n(rt  -s^) 


(9"")  S: 


(ai!/)oi+  (rfô)„,r  +  (ac)„,C  +  [{orf)o,  +  (c6)o,>  +  (rfc)o,(rt  -  s»)' 


(n'«'-)  T  =  (°^)o2  +  (rf6)oi^-  +  {acVJ  +  ['0(/)o,  +  (c6'qo>  +  (dcUirt  -  s'-) 
^•^     '  (a6)o, +(rfô)„,/-  +  (ac)„,;  +  [(«a')oi  +  (cb),,\s  +  {dc)^,{rt  -  s'~) 

Les  valeurs  de  S  l'our-nies  par  les  relations  (9)  et  (9  bis)  sont 
identiques  en  tenant  compte  des  conditions  (6)  et  (7). 

Les  formules  (4),  (8),  (9),  (9'*'')  définissent  une  transforma- 
tion de  contact  prolongée,  la  transformation  de  contact  propre- 
ment dite  étant  définie  par  les  formules  (4).  En  passant  aux  déri- 
vées du  troisième  ordre,  puis  du  quatrième  ordre,  etc.,  on  aurait 
une  suite  indéfinie  de  transformations  prolong-ées  de  la  première, 
pourvu  que  la  suite  des  dérivées  des  fonctions  X,  V,  P,  Q,  Z  soit 
illimitée. 

Bornons-nous  à  la  première  transformation  de  contact  prolon- 
g'ée,  définie  par  les  formules  (4),  (8),  (9),  (g'^'')-  D'après  la  façon 
même  dont  les  expressions  de  R,  S,  T  ont  été  déduites  des  fonc- 
tions X,  Y,  Z,  P,  0,  cette  transformation  remplace  le  système  de 
Pfatf  formé  des  trois  équations 

r  6j(  =  (h  —  pdx  —  cfdi/  =  o, 

(10)  }  o)i  =  dp  —  rdx  —  sdi/  =  o, 
{  0J3  ^=  dq  —  sd.r  -    tdy  =  0, 

par  un  système  de  Pfaft'de  même  forme 

r  iïi  =  dZ  —  PdX—Qd\  =  o, 

(11)  )  a^  —  dP  —  RdX—SdY  =  o, 
{  as  —  dQ  —  SdX  —  Tt/Y  =  o. 

En  d'autres  termes,  le  système  de  Pfa/f  (11)  est  an  invariant, 
relativement  à  toute  transformation  de  contact  prolongée. 
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Inversement,  lonle  transfornuitlun 
(12)       X  =  V^(A•,y,z.p,q,r,s,^),  ....  T  =  l-\(œ,  y.  c, p.q,  r,x.l) 
pour  laquelle  le  système  de  PfuJ)   (lo)   est  invariant,  est  une 
transformation  de  contact  prolongée. 

En  effet,  si  la  transformation  (12)  remplace  le  système  de 
Pfaff(io)  par  le  système  (11),  on  peut  dire  que  les  équations  (10) 
et  (i  i)  représentent  le  même  système  de  Pfiaff  écrit  avec  des  varia- 
bles différentes.  Le  système  dérivé  de  (ii)  doit  être  remplacé  par 
lo  système  dérivé  de  (10)  quand  on  effectue  sur  ce  système  (1 1)  le 
cliano'ement  de  variables  défini  par  les  formules  (12).  Or  le  sys- 
tème dérivé  du  système  (n)  se  réduit  à  la  seule  équation  iii  =0  ; 
on  a  en  effet 

a'.,  =  d\m  —  </RrjX  +  (/'>'o\S  — f/S5Y, 
ii'3  =  dXSS  —  f/SoX  +  dxn  —  d'ïs\, 

et  on  lie  jicut  avoir  evidciument 

\U\_  -f  \H\=o         (mod.  Uj,  il.,,  Q...), 

que  si  l'on  a  \=\^=^o .  Pour  les  mêmes  raisons,  le  système 
dérivé  du  système  (lo)  se  compose  de  la  première  équation  de  ce 
système.  L'équation  Wj  =  odoit  donc  être  un  invariant  relative- 
ment à  la  transformation  considérée.,  et  l'on  doit  avoir  identique- 
ment 
(  I  a)  (/Z  —  Pt/X  —  Or/ V  ^  ç[dz  —  pdx  —  </dy), 

quand  on  remplace  X,  Y,  Z,  P,  O  par  leurs  expressions  tirées 
des  formules  (12).  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  X,  Y,  Z,  P,  0 
sont  indépendants  de  /•,  s.  t.  Il  suffit  en  eft'et  de  se  reporter  à 
la  méthode  même  qui  permet  d'obtenir  toutes  les  transformations 
de  contact.  L'équation  (i3)  prouve  qu'il  existe  au  moins  une 
lelation  entre  .c,  y,  r,  X,  Y,  Z,  indépendante  des  autres  variables 
p,  q,  r,  .s-,  /,  P.  O.  H,  S.  T.  Suppusons  |>ar  e.vem[)le  qu'il  n'en 
existe  qu'une. 

V{.r,  y.  --,  X,Y,Z)  =  o. 

La  l'clalion  (i3)  ne  doit  pas  être  distincte  de  dh'^o,  ce  (jiii  [ler 

met  d'avoir  les  expressions  de  X,  \  ,  Z,  P.  IJ  en  fonction  de  ./•.  y. 

G.   l'roO.  SU 
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s,p,q,el  les  cinq  premières  des  formules  (12)  (lélinisseut  une 
transformation  de  contact. 

La  transformation  (12)  est  forcément  identiijue  à  la  transforma- 
tion prolong-ée,  puisque  les  relations 

dP  =  Rf/X  +  SdY,  (/O  =  adX  +  TdY 

doivent  être  des  conséquences  des  relations 

de  =pd.r  +  qdi/.       d/i  =  rdx  +  sdi/,        d(/  =  sdij  +  tdi/, 

ce  qui  détermine  R,  S,  T  en  fonction  de  .r,  ij,  s,  p,  q,  r,  s,  t. 

Le  raisonnement  peut  être  généralisé.  Supposons  quelesystème 
de  6  équations  de  PfafT  à  12  variables 

f  dz  —  pdx  —  (/dy  =  0,       dp  —  rd.v  —  sdi/^o, 

\  d</  —  .sdx  —  /  r///  =r  o , 

)  (//■ — ■  Pi„dx  —  f).-,^dy  =  o,       ds — Pii^^-^ — Piaf^^^o» 

'  d'  —  Ihi^lx  —  po^dy  =  o 

soit  invariant  par  un  changement  de  variables 

(i5)       X  =  F,{x,  y,  r,  p,  cj,  i\  s,  t,  p.,^,  p^,,  />,.j,  p^-^}, 

Le  premier  système  dérivé  du  système  (i4)  est  formé  des  trois  pre- 
mières équations  de  ce  système,  comme  on  le  voit  facilement.  Le 
second  système  dérivé  est  formé  de  la  seule  équation  dz  —  pdx 
—  r/f/f/ ^  o.  Cette  équation  devant  être  invariante  par  la  transfor- 
mation (i5),  il  s'ensuit  que  les  cinq  premières  formules  (i5)  défi- 
nissent une  transformation  de  contact,  et,  en  raisonnant  comme 
tout  à  l'heure,  on  en  conclut  que  les  huit  premières  formules  (i5), 
définissent  la  première  transformation  prolonii;'ée  de  cette  transfor- 
mation de  contact,  puisque  les  formules  (i  5),  prises  dans  leurensem- 
ble,  définissent  la  transformation  de  contact  prolong'ée  jusqu'aux 
dérivées  du  troisième  ordre.  Le  raisonnement  est  évidemment 
général 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  géométriquement  comme  il  suit  : 
Les  seules  transformations  de  l'espace  qui  changent  deux  sur- 
faces ayant  un  contact  d'ordre  supérieur  au  premier  en  deux 
surfaces  ayant  un  contact  du  même  ordre  sont  tes  transforma- 


IIIAI'IIIU:    vil.    —    SYSTKJIKS    DICniVKS.    l'KOIll.K.MK    llF.    MuMiK.       307 

lions  de  contait  /iro/onijécs  (').  Supposons  par  ext'niple  qu'une 
transFormation  lasse  coriesiiondre  à  deux  surfaces  ayant  un  contact 
du  second  ordre,  deux  autres  surfaces  ayant  aussi  un  contact  du 
second  ordre.  Cette  transformation  est  définie  par  des  formules 
donnant  X,  Y,  Z,  P,  Q,  R,  S,  T  en  fonction  de  .r,  i/,  r,  p,  q,  r. 
s,  I,  telles  que  les  relations 

dZ  —  PdX  —  QdY  =  o.         dP  —  l\d\  —  S(/V  =  o, 
t/0_Sr/.\_T./Y  =  o 
soienl  de-s  coMsé([ueiict's  des  rehilions 

dz  —  pd.j-  —  </(///  =  o.         dp  —  rdx  —  sdy  =;  o, 
dt/  —  sd.c  —  Idi/  =  o. 

(]elte  transformation  est  donc  une  Iransl'oimalion  de  contact 
proloncj'ée. 

75.  Systèmes  de  Pfaff  à  quatre  vaiùables.  —  Tout  syslcme 
de  trois  équations  de  Pfalf  à  (|ualre  variables  est  un  système 
d'équations  dilVérenlielies  ordinaires.  Prenons  un  système  de  deux 

éipialions  à  qualri'  variables 

I  =  A,^/.r,  +  XM.r.,  4-  X.fd.v.j  +  A.//.r|  =  o, 


^^^  )  M ,  =  n^dr,  +  B,r/.r2  +  B.,dr,  +  ïi,dx,  =  o. 

Si  ce  système  n'est  pas  complètement  intéi^rable,  le  système 
dérivé  S'  se  compose  d'une  seule  équation  i!,^ ).,(.),  +  ^jWj  =o, 
qui  peut  être  de  classe  trois  ou   déclasse  un  (n"72). 

i"  Prenons  d'abord  le  cas  g-énéral  où  l'équation  iiji^o  est  de 
classe  trois.  On  peut  alors  choisir  un  système  de  variables  (y,,  y^, 
.'/s'  !/\)  '^'^  façon  à  l'amener  l'équation  £i,  =  o  à  la  forme  canonique 
di/;  —  i/i'/i/i  '-^  <>■  Le  système  S  est  remplacé  par  un  système 
formé  de  l'équation  précédeide  et  d'une  autre  é([uation  on  l'on 
|i('ut  supposer  ([uc  <///_,  ne  figure  j)as  : 

o,  ^  dii—,j,d,j,=  o,        il,  =  H,r/y,  +  \\,d,j,  +  H,,/^,  =o. 

L'équation 

il\  =  dy,f,y,  —  iy/ty,  —  o 

(')  Lp  Ihrorcmc  est  vrai  aussi  lorsque  cliacunL-  des  deux  .surfaces  esl  assu- 
jettie à  être  une  surface  intégrale  d'une  é(]uation  au.\  dérivées  partielles  dont 
l'ordre  est  éical  ii  celui  de  corilacl. 
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doit  être  une  conséc^uenee  des  deux  relations 

H^dy^  +  H^di/.,  +  H,dy,=zo,       H^S,/,  +  H^3y.,  +  H,,r?//,=:o, 

ce  (fui  ne  peut  avoir  lieu  si  Hj  et  H.j  sont  nuls.  Supposons  H3  ^  o  ; 
nous  pouvons  même  le  supposer  égal  à  —  i ,  ce  qui  donne 

dy,  =  H,dy,  +  H,dy,,,.       à^y,^  IhSy,  +  H,Sy,, 

et  la  relation  £2',^  o  devient 

d'où  l'on  déduit  ((ue  H.,  est  nul.  Ouant  au  coel'Hcient  H,,  il  dépend 
nécessairement  de  la  variable  y^  ;  autrement  les  deu.\  équations 

'f!/i  =  y^d.!/,,       dy.,  —  n^dy, 

formeraient  un  système  complètement  intégrable.  On  peut  donc 
prendre  ce  coefficient  Hj  pour  la  variable  y^  et,  par  conséquent, 
dans  le  cas  général  considéré,  le  système  S  peut  être  ramené  à  la 
forme  canonique  (') 

(I)  dy,—y,dy^=o,       dy.,  — y,dy,  =0, 

yi,  ^2,  y.j,  //^  étant  quatre  fonctions  indépendantes  des  varia- 
bles J"j,  X.2,  X-i,  x^. 

2"  Supposons  que  l'équiition  iij  ^o  i|ui  forme  le  système  dérivé 
soit  de  classe  un;  on  peut  alors  l'écrire  dy^  =  o,  y,  étant  une 
fonction  des  variables  .r^,  J3,,  x.,,  x^.  En  prenant  pour  nouvelles 
variables  y^,  X2,  x^,  a;.,  par  exemple,  le  système  S  est  remplacé 
par  un  nouveau  système 

(///j  =  o,       HMx,  +  H.^dx..  +  H^dx,^  ^  o. 

La  dernière  équation  de  ce  système,  où  l'on  regarde  y,  comme  un 
j.-aramètre,  u'étant  pas  complètement  intégralile,  peut  être  mise 
sous  la  forme 

dy..  —  y^dyi  +  K'^Z/i  ^=  ° 
par  un  chaui^einent  de  variables  portant  sur  les  variables  .z'j,  j:;.,,j;i 

(')  E.\(}i£L,/»/'  lnviiri(iiili;iit/if(iriij  (ter  Stjslcmc  J'fnff"xf/irr  Glcii'liiiiii/ni  {Lripcii/ 
lierichte,  t.  XL/,  p.  i5j-i/6).  Voir  aussi  E.  Cahtan,  Sur  queli/ws  ijiiiulrnlurcs 
dnnt  l'élément  différentiel  mnlient  des  fonctions  arbitraires  (Bnlleiin  de  lu  Socièlé 
Matftèmatigue  de  France,  t.  XXIX,  iijoi,p.  ii8-i3u). 
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(il"   9).    /-('  si/striiin  S  fin//   (/une  l'Irr  rtuni'iic   ii  la  fariiu'  (-(uio- 

IIK/lll' 

(II)  rllh—o.        clij,—  ii,(lii„  =  o. 

Enfin,  si  le  système  S  est  <'omplctempnt  inl(''yr';il)lc.  il  adiiicl  In 
forme  canonique 

(III)  di/^z^o,       <hj,^o. 

Vax   détinilivo,    Imil    si/K/rmc    de    PfaJJ'  dr    dcn.r    Pf/iialinns    à 

quatre  variidjlcs  peut  èlrc  ramciii'  à  l'une  des  formes  raïui- 
niqnes  (I),  (II),  (III). 

La  forme  canonit|ue  (I)  convient  au  cas  g-énéral  où  le  système  S 
n'admet  aucune  combinaison  intégrable,  la  forme  (II)  au  cas  où  il 
existe  une  combinaison  inté^rable,  et  la  forme  (III)  au  cas  où  le 
sy.stème  est  complètement  intégrable.  La  démonstration  précé- 
dente fait  connaître  en  même  temps  quelles  sont  les  opérations 
nécessaires  pour  effectuer  la  réduction.  Ainsi,  dans  le  premier  cas, 
on  a  à  effectuer  l'opération  3,  pour  ramener  une  équation  de  PfatV 
de  classe  3  à  une  forme  canonique. 

Le  système  S  étant  ramené  à  une  forme  canonique,  il  est  facile 
d'obtenir  toutes  les  multiplicités  intégrales.  Laissant  de  côté  le  cas 
de  la  forme  (III),  où  la  solution  est  évidente,  nous  voyons  d'abord 
que  les  systèmes  (I)  et  (II)  n'ont  que  des  intég'rales  à  une  dimen- 
sion, dont  il  est  aisé  d'avoir  les  équations  sfénérales.  Uans  le  cas 
de  la  forme  (I),  rinléniale  a;'énérale  est  représentée  par  les 
formules 

(iC))  //,=  '..        y,  =r/(a),        y.,=/'(a),        /y^=/"(a), 

_/'(a)  étant  une  fonction  arbitraire,  et  il  existe  en  outre  des   inté- 
grales singulières  dépendant  de  trois  constantes  arbitraires, 

(17)  !/,  =  Cu       //,=Cj,       y-,  =  C,,. 

L'intégrale  générale  du  système  (II)  est  de  même  repiésentée 
par  les  formules 

(18)  y,  =C„        ,'/.  =  ï,        .'/:(=/(»).        .'/.=./"(='). 

et   il  y   a  en    outre  des  intégrales  singulières,  di^peiidaiil  de   liuis 
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constantes  arbitraires,  représentées  par  les  mêmes  formules  (17) 
que  l'on  vient  d'écrire.  On  voit  ({ue,  dans  tous  les  cas,  les  multipli- 
cités intégrales  à  une  dimension  d'un  système  de  deux  équations  de 
Pfatt'  à  quatre  variables,  non  complètement  intégrable,  peuvent 
être  représentées  explicitement  par  des  formules  où  figurent  une 
fonction  arbitraire  et  ses  dérivées  jusqu'au  second  ordre  au  plus, 
ou  des  constantes  arbitraires  en  nomltre  fini,  ou  à  la  fois  une 
fonction  et  une  constante  arbitraires. 

Exemples  :  1"  Le  prolilcnie  de  Monge  {Leçons,  n"  42)  est 
un  cas  particulier  du  problème  précédent.  Soit  à  trouver  tous 
les  systèmes  de  trois  fouctious  j:, //,  c  d'une  variable  vérifiant  la 
relation  F{œ,i/,:\  dx,dij,dz)^^o,  dont  le  premier  membre  est 
homogène  en  dx,  dij,  dz.   Supposon.s   c(>lte   équation  l'ésolue  par 

rapport  à  g, 

dz        ,.(  d>/\ 

si  le  second  mem])re  est  linéaire  en  V'  1  on  est  ramené  à  trouver 

ax 

toutes  les    intégrales  d'une  équation    de    Pialf  à   trois    variables 

ds^^Adx  -f-  Bc///.  iJans  le  cas  général,  en  posant-— ;=  (/,  on  est 

ramené  à  trouver  toutes  les  intégrales  d'un  système  de  deux  équa- 
tions de  Pfafl'  à  quatre  variables  x,  y,  ;,  11, 

M^  =  dji  —  iidx  =  o,       Wj^f/s — J\x,y.  r,  !/)dx=o. 

Nous  avons  ici 

o)',  =  diirj.r  —  Sndx,        w'.,  =  —  '.  diiSx  —  âiidx  i, 
■        ?u  i  ) 

et,  pur  suite,  l'équation  dérivée  du  système  est 

çi=dz—fdx—  ^^~(d,/  —  ndx)^d:  —  ^d,/  —  ( /•—Uif]dx=o. 

et  le  problème  i-evient  à  ramener  cette  équation  de  PFatf  à  une 
forme  canonique,  réduction  qui  exige,  on  l'a  vu  (n"  12),  les  mêmes 
opérations  que  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  La  solution  i;énérale  est  fournie  par  les  courlies 
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intùgrales  d'une  ùiiuatioii  aux  ilérivces  partielles;  lu  solution  .siii- 
i^'ulière,  qui  dépeiiil  de  trois  constantes  arbitraires,  correspond  aux 
caractéristiques. 

:'."  Considérons  l'équation  à  deux  Fonctions  inconnues  y  et  s 

en  posant   yi~=zu,  l'écniation  devient 
'  t/.x 

—  =  A  (.T,  //,  5,  u)  —  +  |}(.r,  //,  r,  //), 

et  l'on  est  encore  conduit  à  un  svstènie  de  doux  écjuations  de 
Pfatt'  k  quatre  variables, 

(h/  —  u(Lv^^  o,       (I:  —  A(ic,  //,  z,  ii)(Jii  —  B(.'',  ij,  r,  ii)(lx  =  o. 

De  même,  étant  données  deux  l'onctions  /"(r, y),  -^(.r,  y),  jiour 
obtenir   des   fonctions  .r,  y    d'une    varial)le,    telles    que  les  deux 

intégrales    \  f{.-i'<  !l)<l-r.     f  ■j(.r,  i/)f/.r,    ou     les    deux    intégrales 

I  _/{■£.  //)'/■?',     I  'f  (.£',  y)  (///,    puissent  s'exprimer  explicitement, 

il  faut  trouver  sous  forme  explicite  toutes  les  solutions  de  l'un  des 
systèmes  de  Pfaff  à  quatre  variables,  x,  i/,  ii,  v, 

(S,)  </ii — J\x,i/)(Ix=o,       do — '^{x,  y)dx^=-o, 

(So)  '/" — fi'^i}!)  </i'=  0,       (/i<  —  'S  (.r,  u)  dij  =  o. 

Heinarqiie.  —  Les  raisonnemeats  cîe  ce  paraï^raphe  peuvent  être 
généralisés.  Soit  mj  :=  o,  «^  ^  o  un  système  de  deux  équations  de 
Pfaff  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  telles  que  le  système  dérivé 
se  compose  de  la  seule  équation  wi  i=  o.  Si  celte  équation  est  complète- 
ment intégrable,  la  seconde  équation  du  système  w2:=o  peut  être  de 
classe  quelconque  phis  grande  que  un.  Si  l'équation  lUi  =  o  n'est  pas 
complètement  intcgrable,  on  peut  la  supposer  mise  sous  forme  cano- 
nique 

w,  ^  (///;  —  //:i  f///,  —  ili  =^  o, 

il,  étant  une  forme  de  l'faff  de  classe  paire  (si  elle  n'est  pas  nulle),  où 
ne  figurent  pas  les  variables  ;/|,  y-,  y.i,  ni  leurs  différentielles,  l'ar 
hypothèse,  on  a 

'./,  =:  (/y,'?//;,  —  (li/.'h/i  —  ll'i  ^  o  (iiiod.  w, ,  '.j.). 
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ce  qui  cxiffo  que  di/,;  fi^'urc  dans  w>.  On  peut  donc  écrire  celle 
c''(|  nation 

w,  =  f///:i  —  A,rf//,  —  llo, 

li2  étant  une  autre  forme  de  l'fafF,  où  ne  fin-urent  pas  les  différen- 
tielles rfyi, (///'),  dy^.  On  doit  donc  avoir 

S;/,  {A,d!/,  +  Lï,{d))  -  r/y,  (A,<îy,  +  iU{â))  +  il', 
=  o//,li,((/)  -  (///i.a,((î)  +  il',  =  n, 

quelles  que  soient  les  différentielles  r///j,  Jy,  ;  il  faut  donc  que  l'on  ail 

lia  ^=  o,       il'i  ^  o, 

et  par  suite  que  la  forme  iîi  soit  nulle,  puisqu'elle  est  de  classe  paire. 
Le  coefficient  Ai  ne  dépend  pas  seulement  de  i/i,  ij-y,  //g,  car  le  système 
serait  alors  de  classe  deux,  et  coïnciderait  avec  son  dérivé.  On  peut 
donc  prendre  Aj  pour  une  nouvelle  varialile  //,,,  et  le  système  est 
ramené  à  la  forme  (I). 

76.  Systèmes  de  Pfaff  à  cinq  variables.  —  Nous  étudie- 
rons encore  les  systèmes  de  deu-x  et  de  trois  équations  de  Pfaff  à 
cinq  variables.  Etant  donné  un  système  S2  de  deu.x  équations  de 
Pfaff  à  cinq  variables  j;,,  x^,  ...,  x^,  on  a  vu  déjà  (n"  67)  que  l'on 
a  des  relations 

,',  =  A,  {d.cAx-i  —  d.T.-i3xi)  +  \^_(d.i--,Sx^  -  d.VtSxx)  +  A,  {dxiSxi  -  dx^Sx,), 

,',  =  B|  (d.rJx-,  —  dxjxi)  +  B;  {dx^Sxi  —  dx^Sx,)  +  B3  {dx,3x,  -  dxjx,), 

(mod.  wi,  wj) 

pourvu  que  les  deux  équations  w^^o,  (o^^o  puissent  être  réso- 
lues par  rapport  à  dx^,  dx^.  Les  relations  tu',  =  oj'.j=ro  expriment  que 
la  droite  qui  joint  les  deux  points  m  et  |x,  de  coordonnées  (rfjîj, 
dx^,  dx.^)  et  (Sx^,  to,,  i^x.^)  doit  passer  par  les  deux  points  P^  et  P.^ 
de  coordonnées  (A,,  Aj,  A3)  et(Bj,  B^,  B3),  pour  que  les  éléments 
linéaires  intégraux  {dx^,  dx^,  dx^)  et  (to,,  tej,  ^3)  soient  en 
involution.  Si  les  deux  points  Pj  et  P»  sont  distincts,  ce  qui  est  le 
cas  général,  il  n'y  a  pas  d'élément  caractéristique,  et  tout  point  m 
qui  n'est  pas  situé  sur  la  droite  PjPj  représente  un  élément 
linéaire  intégral  qui  n'est  en  involution  avec  aucun  autre  élément 
linéaire  intégral.  Mais  il  y  a  une  infinité  d'éléments  sing-uliers 
représentés  par  tous  les  points  de  la  droite  PjP._.  ;  deux  points  quel- 
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conques  de  cotle  droite  représcrUeiit  toujoLirs  deux  élémeiUs  en 
involution. 

Soit  w.j=o  l'équation  de  In  droite  P,!',  ;  deux  éléments  linéaires 
intégraux  représentés  [lar  deux  ]ioints  quelconques  de  cette  droite 
étant  toujours  en  involution,  on  a  nécessairement 

Oj'j   :^  (O.jti),.  (d'j  5S  (,).j(,).,  (mOll.   f.)|,   w„), 

et  les  cinq  formes  de  Pfafï  <.),,  Wj,  w,,,  w^,  w.  sont  linéairement  dis- 
tinctes. Dans  le  cas  contraire,  en  effet,  tout  élément  linéaire 
vérifiant  les  cinq  relations 


serait  un  élément  caractéristique,  et  le  système  ne  serait  pas  de 
classe  cinq. 

Il  peut  encore  se  présenter  deux  cas.  Si  les  trois  équa- 
tions w,  =  o,  &)j  =  o,  <o^  =  o  ne  Forment  pas  un  système  com- 
plèlenienl  intégrable,  le  système  S.,  formé  par  les  deux  équa- 
tions Wj  ^0,  (1).,  =:o  est  le  système  dérivé  du  svslèmeS,  formé 
par  les  trois  équations  Wj  =o,  (.),=:  o,  '''3=  o. 

Il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  les  trois  équations  oj,  =  o, 
«2  =  0,(1)3  =  0  forment  un  système  complètement  intég'rable.  Le 
système  Sj  peut  alors  être  ramené  à  nue  forme  canonique  simple, 
comme  nous  le  verrons  un  peu  plus  loin. 

Si  les  deux  points  Pj,  Pj  sont  confondus,  le  système  S,  admet 
des  caractéristiques  à  une  dimension  ;  il  est  donc  de  classe  quatre 
et  peut  être  ramené  à  une  des  formes  canoniques  (I),  (II).  La  forme 
canonique  (II)  convient  au  cas  où  le  système  Sj  admet  une  com- 
hinaison  intég-rable  et  une  seule.  Enfin,  si  l'on  a  identiquement 

(ii'i  ^^  o,       o)'.j  SE  o,  (mod.  '■),,  w,), 

le  système  S.,  est  de  classe  deux,  et  peut  ètr<'  ramené  à  la  forme 
canonique  (III). 

Lorsque  le  système  Sj  est  de  classe  cinq,  on  ne  peut  pas,  en 
i^énéral,  le  ramener  à  une  forme  canonique,  mais  on  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  le  ramènera  une  forme  réduite  où  ne  fii^ure 
qu'une  fonction  arbitraire.  En  ert'et,  parmi  les  équations 

A(.j|  -If-  at.jj  =0, 
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il  V  en  a  t&ujours  une  infinité  de  classe  trois,  car  la  condition  pour 
qu'une  équation  de  Pfaff  à  cinq  variables 

£2  =a^dx^  +  (i^dx^  +  . .  :  +  ri.^d.r.^  =  o 

soit  de  classe  trois  est  que  le  déterminant 


«15     «1 


soit  nul  (n"  7).  En  prenant  pour  ii  la  forme  Xu,  +  |xWj,on  est  con- 
duit à  une  condition  où  figurent  les  deux  fonctions  \,  [l,  et  leurs 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Si  par  exemple,  1  figure 
dans  cette  condition,  on  pourra  prendre  [i  arbitrairement,  et  l'on 
a  pour  déterminer  >.  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

On  peut  donc  toujours  supposer  que  l'équation  oj,  =  o  est  de 
classe  trois,  et  ramenée  à  une  forme  canonique.  Le  système  pro- 
posé peut  donc  être  écrit  comme  il  suit,  par  un  choix  convenable 
des  variables, 

u>^  =  dij.,—  y.,dij^  =  o, 
,.,,  =  Y,(///,  +  Y.,f///,,  +  Y//y,  +  ¥5(7^5  =  o  ; 

les  deux  coefficients  Y^,  Y-  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  car  le 
système  serait  de  quatrième  classe.  Soit  K  un  facteur  loi  que 
l'on  ait 


dV 


3U 


?//l 


di/,  - 


3//n 


f/y.i  ■ 


en  prenant  U  pour  la  variable  indépendante  //,,  la  seconde  équa- 
tion du  système  peut  s'écrire 

Cl.,  =  f///.j  —  U,f///j  —  V.di/.,  =  o. 

l'un  au  moins  dos  coefficients  l',,  U.  dépendant  de  la  variable  y.. 
Comme  on  peut  permuter  y,  et  //.,.  on  peut  supposeï- (|ue  l';  dépond 
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(le  ^5  et  preiulre  IJ.,  [joiu-  cetle  varialilc.  I.e  svstc'-tno  S  est  donc 
ramené  h  la  forme  réiluite 

(1 V)  Wj  =  r/y  ,  —  y  i/l/^  =o,         <..,  =  r/y,  — /J/y  ^  _  y.,/y  ,  —  ,,, 

OÙ  Hg-ure  une  seule  foiiclioii  iriclétcrmiiiée  _/'(//,,  //.,.  //;,  y,,  y-)  (.les 
cinq  variables. 

Inversement,  quelle  que  soit  la  fonction/,  le  svstéme  (IV)  est  de 
classe  cinq.  On  a  en  etl'et 

w',  =  (lyfiij.  —  '/'/i'^'/i> 

(mod.  ojp  o).,). 

Tout  éli'inent  caractéristique  devrait  donc  satisfaire  aux  relations 
(///i  =  o,  (/y,,  =0,  (/y.=o,  et  par  suite  aux  relations  dijt^:^dy^  =  o. 
On  peut  vérifier  sur  ces  équations  qu'il  va»'  éléments  intégraux 
sins^-uliers;  eu  ert'et,  pour  que  ces  deux  équations  se  réduisent  à 
une  seule,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  la  nouvelle  relation 

■\f 

Les  éléments  singuliers  du  système  S^,  sont  donc  définis  par  le 
système  Sj  des  trois  équations  u^  =  o,  w^  ^  o>  ''':  ^Oj  ou  pa'"  'e 
système  équivalent 

U,  =  dy,  —  y,4y^  =  o, 


Çl,  =  dy,^[ .'/.-,  ^';;-  -./■)  '/.'/,  =  o,       ":,  =  dy,  +  ^dy,  =  o. 


"-  =  ^■'  i^  idy.fiy^  —  dy/,y.,\       Q'.,  =  -^  {f'y,/,y,  —  r/y.oy,), 

(mod.  Q^,  Qi,  £2.,), 

de  soile  que  le  système  .S,  est  complètement  inténralile  loisquey 
est  une    fiiijiliun  liiiéaiie  de  y.,  et  dans  ce  cas  seulement.  Le  svs- 
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tème  S2  peut  alors  être  ramem''  à  une  forme  canonique.  Soient,  en 
effet, 

,/i  =  Cl,      ./"a  ^  Cj,      /s  =  C, 

l'intégrale  génorale  du  système  S;,  ;  les  formules  précédentes  repré- 
sentent une  famille  de  multiplicités  intégrales  à  deux  dimensions 
du  système  83,  telle  qu'il  en  [)asse  une  par  chaque  point  de 
l'espace.  Si  l'on  a  choisi  un  système  de  variables  indépendantes 
telles  que  y^^J\,  y^=/,,  y^=f^,  il  est  clair  que  les  différen- 
tielles dl/^,  dy.,,  dy^  devront  seules  figurer  dans  les  équations  du 
système,  qui  peut  par  conséquent  être  ramené  à  la  forme  cano- 
nique 
(V)  dy„=y,dy^.       dy^  =  yjy,. 

Les  intégrales  à  deux  dimensions  Mj  représentées  par  les  équa- 
tions 

,'/l  =  Cl.         .V3  =  C,.         y:î  =  <'3 

doivent  être  considérées  comme  des  intégrales  singulières  du  sys- 
tème, puisque  tous  les  éléments  intégraux  r///,^o,  dyi:^o, 
dy3  =  o  sont  des  éléments  singuliers. 

En  résumé,  un  système  dp  deux  équations  de  Pfaff  de  classe 
cinq  peut  être  ramené  à  la  forme  réduite  (IV)  lorsque  les  trois 
équations  qui  définissent  les  éléments  singuliers  ne  forment  pas 
un  système  coinplèlemenl  intéf/rable,  et  à  la  forme  ccinonique  (V), 
lorsque  ces  trois  équations  forment  un  système  complètement 
intégrable . 

Dans  le  cas  général,  la  réduction  à  la  forme  réduite  (IV)  est  pos- 
sible d'une  infinité  de  façons,  et  la  fonction  /'  n'est  jamais  une 
fonction  linéaire  de  y,. 

Remarque  I.  —  F^orsque  le  système  S3  n'est  pas  coniplètemenl  inté- 
grable, il  n'admet  aucune  combinaison  intégrable.  En  effet,  pour 
que  rfF  =  o  soit  une  combinaison  des  équations  de  S3,  la  fonction  K 
doit  satisfaire  aux  relations 

et  par  suite  à  la  relation 
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Si   — '—-    Il  est    pas     nul,    un     :i     iloiic  +  i/-   =^  o,     i;l    p.ir 

D//5=  '  '  5//:,  ''    ?//.  ' 

siiile, := :=  o,  puisque  F  ne  dépend  pas  de  i/,.  La  seconde  cou- 

dition  devient  alors 

Dl-  M' 

^; h  T —  .'/3  =  o, 

et  donne  de  Mièiiic =  :^  o.  la    l'onetiiiii   !■'   se  l'édnil  doue  .'i  une 

coustanle. 

Remarr/iie  II.  —  Lorsque  f  n'es;  pas  une  l'onction  linéaire  de  //j 
on  a 

a',  =  o,       (li2  —  ^ôiia)'  =  0  (mod  .  11,,  i\i,  lij). 

Oi',  le  système  i\\  =:o,  iX-i  —  i/^il^  ;=  o  est  identique  au  système  S),  de 
soite  que  /e  si/slème  S-2  esl  le  sijslème dérivé  de  Si. 

Heiiuiifi lie  1 1 1 .  —  Le  système  (1\  ;  admet  une  intinilc  d'intégrales  M,, 
dépendant  de  deux  fonctions  arbitraires  d'une  variable,  dont  on  peut 
Mvoir  les  équations  g-cnérales  sous  forme  explicite.  Si  l'on  pose,  en 
effet,  //i  =«,  i/i  =:  s  («),  .'/i=  '^(k).  on  tire  de  la  première  //j  =:  y'  (k).  et 
la  deuxième  devient 

■fi*)  =  .'/i?"(«)  +/(«.  ?(«)>  «-'(«)•  'f'").  .'/..•• 

En  la  résolvant  par  rapport  à  ij-,  on  aura  une  fonction  déterminée 
de  a.  »(«),  5/'(k),  o"(«),  'r'(K),  lif")-  Le  système  admet,  en  outre,  une 
famille  d'intégrales  .M,  dépendant  de  quatre  constantes  arbitraires 

.'/i  =  Cl.       ij,  —  Cj,       ;/,  -—  C,,       !/i  —  Cl, 

et  une   famille   dépendant   de    deu.r  constantes  et  d'une  fonction  arbi- 
traire 

.'/i=C,,        I/-2  —  C.,       //n=«,        //i  =  y(a),        ,/-^  —  z,'{u). 

Considérons  maintenant  un  système  Sj  de  trois  équations  de 
Pfatt'  à  cinq  variables,  non  complètement  intégrable.  Ce  système 
esl  de  classe  ô.  et  le  système  dérivé  S'.,  se  compose,  comme  on  l'a 
remarqué  (n"  72),  de  deu-v  équations  distinctes.  Mais  le  nouveau 
système  S'j  peut  être  de  classe  5,  4  ou  2.  Nous  nous  occuperons 
d'abord  des  deu.x  derniers  cas.  Si  S'j  esl  de  classe  ?.,  il  esl  com- 
plèteinenl  intéa:rahle,  et  peut  être,  par  un  cliaiig-emenl  de  variables. 
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ramené  à'ia  forme  tOj=f/y^=:o,  co^i^  r/i/j^o.  L'équation  0)3  =  0, 
qu'il  faut  joindre  aux  précédentes  pour  avoir  S3,  est  de  classe  3 
quand  on  y  fait  ij^  ^C,  ij^^C,  et  par  suite  le  système  Sapent 
être  mis  sous  forme  canonique 

(VI)  f/yi  =  o,       f/.'/2  =  o,       dij,  —  y-/lij,  =  o. 

Lorsque  S'j  est  de  classe  4,  il  peut  être,  par  un  chant^emeut  de 
variables,  mis  sous  l'une  des  formes  canoniques  (I)  ou  (II).  Sup- 
posons d'abord  que  S',  ait  la  forme  canonique 

t.j,  =  dij^  z=  o       (0,  =  dy,,  —  ij.dy,  =  o. 

et  soit  «3=0  la  troisième  équation  du  système  S,,  renfermant 
dy,,  dy^  et  dy-.  Pour  que  S'o  soit  le  dérivé  de  S3,  ou  doit  avoir 

o>'_,  =  dy .fiy .,  —  dy^^y^  ^  o,  (mod.  to.,)  ; 

l'équation  tOj^o  doit  donc  renfermer  C///4,  et  on  peut  l'écrire 

dy,^  =  \dy.,  +  Bdy.. 

La  condition  précédente  devient  donc 

^Hdy,'^yj  —  dy,ùy.)=o, 

et  l'on  en  conclut  que  15  =  o.  Le  coefficient  A  ne  peut  être  indé- 
pendant de  ?/-,  car  le  système  Sj  ne  renfermerait  alors  que  quali'e 
variables.  On  peut  donc  prendre  ce  coefficient  A  pour  la  variable  y- 
elle-mème,  et  le  système  S.,  est  mis  sous  la  forme  canonique 

(VII)  ,ly^=zo,       ày.,  —  y^dy,.       dy.—y,,dy„. 

On  voit  de  la  même  façon  que,  si  le  système  dérivé  S'.,  peut  être 
mis  sous  la  forme  canonique  (I),  le  système  S.j  peut  être  mis  sous 
la  forme  canonique 

(VIII)  dy.,  —  y.,dy,,        dy,=^y,dy„        dy.z=y^dy^. 

On  voit  en  même  temps  ([uelles  sont  les  opérations  nécessaires 
pour  ramener  S3  à  l'une  de  ces  formes  canoniques.  Par  e.xemple, 
dans  le  cas  de  la  forme  (VIII),  on  a  à  mettre  sous  forme  canonique 
une  équation  de  Pi'afF  de  classe  .3. 

Passons,  enfin,  au  cas  où  S'.,  est  de  classe  5;  le  système  S,,  est 
ilit  alors  un  sysf/'/iic  ntiriiial.  Ainsi  (|u'on  l'a  démontré  un  |ii'u  plus 
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haut,  011  peut  choisir  un  système  de  variables  y,,  i/.,,  y,,  ^4,  1^5  de 
Façon  que  le  système  S'.,  ait  la  forme  réduite  (IV),  ou  la  l'orme 
canonique  (V).  Supposons  d'abord  que  S'2  ait  la  forme  réduite  (IV), 
et  soit  0)3  =  0  l'équation  qu'il  faut  adjoindre  à  S'2  pour  avoir  le 
système  S,.  On  peut  supposer  que  cette  équation  ne  iciircimc  ijue 
les  différentielles  rf//;,  «///,,  di/..  Pour  que  l'on  ail 

w',  =  di/^rfi/..  —  dy  ^'Jij^  s;  o  (mod.  m,), 

il  faul  évidcmmeni  que  w.  reiil'crmc  r/y,,  cl  l'on  |iciil  |)n'inlrc 

11  vient  alors 

(o',  =  IJ(,/y,ûy,— <y,ô//j), 

et  on  doit   avoir   B  =  o.   En   écrivant   que    l'on   a   aussi  w'j  ^  o 

(mod.  «i,  ojj,  (.),),  on   trouve  qu'il   faut  prendre  A  =:: —  ,  et  le 

système  S3  est  de  la  forme  (ooir  licinnrciuc  H.  page  .'1  ij) 

(IX)     o,^=di/,  —  u,d!/,=o,       ou  =  di/,—/di/,—  ij:^d;/,^o, 

":)  =  "'y;.  +  ^"'.'/l  =  0' 

où — !^  n'est  pas  nul.  Ou  peut   écrire  ce   système  sous  une  forme 

.  5/"  . 

plus  simple  en  apparence;  ■-  renfermant  ;/,,  on  peut  prendre 
—  pour  la  variable  //-  elle-mènie,  et  en  reniplaçaut  (/i/^  par  >on 

e.vpression  dans  <ù2=:o,  on  iieul  [neiidre.  pour  forme  réduite  du 
système  S3,  la  forme  suivante, 

(IX')         a,=di/,  —  y.jdij^=o,       1).,  =  (/y,  — //,(/y^  =  o, 
"3  =  ^///.-,  —  i'd/i .'/.-X'/i  =  o- 

où  l'on  a  permuté  les  variables  y^  et  y.,. 

Le  .système  dérivé  de  ce  système  se  coin[iosc  de  deu.x  équations 

a    -^Q,  =  dy.  -  ^  dy,  +  (y ,  "'"  -  V\  t/y,  =  o. 
Si  F  était   une    fonction  linéaire  <ie  y.,  ce  syslèine    dérivé  serait 
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de  classe  lîjualre,  et  par  suite  le  système  Sj  pourrait  être  ramené  à 
une  des  formes  canoniques  précédentes.  On  doit  donc  supposer 
que  la  fonction  F  n'est  pas  une  fonction  linéaire  de  (/-  pour  que 
le  système  (IX')  soit  un  système  normal. 

Lorsque  le  système  dérivé  S'2  est  de  classe  cinq,  il  ne  peut  être 
i-ameué  à  la  forme  canonique  (V).  En  effet,  le  système 

ne  peut  être  le  système  dérivé  d'un  autre  système  de  trois  équa- 
tions, et  de  même  classe.  L'équation  w..  =  o  qu'il  faudrait  adjoindre 
aux  précédentes  pour  avoir  ce  nouveau  système  serait  de  la 
forme 

f/y,  =  Y^f/(/,  +  Y- (///-, 

et  l'on  voit  immédiatement  que  l'on  devrait  avoir  Y^  =  0,  Yj  =  o, 
dp  sorte  que  le  système  cherché  serait  de  classe  trois. 

En  résumé,  tout  système  normal  S^  de  trois  équations  de  Pfaff 
à  cinq  variables  peut  être  ramené  à  la  forme  réduite  (IX'),  où. 
F  n'est  pas  une  Jonction  linéaire  de  y^.  Le  système  dérivé  de  S.j 
peut  être  ramené  à  la  forme  réduite  (IV),  et  inversement  tout  sys- 
tème de  deux  équations  de  Pfaff  {lY;,oii  f  n'est  pas  une  fonction 
linéaire  de  (/j,  est  le  système  dérivé  d'un  système  normal  de  trois 
équations  à  cinq  variables. 

On  voit  de  plus  que  tout  système  normal  S.j  à  cinq  variables 
peut  être  ramené,  d'une  infinité  de  manières,  à  la  forme  (IX'),  ou  à 
la  forme  équivalente  (IX).  Il  suffit  pour  cela  de  ramener  d'abord  le 
système  dérivé,  formé  de  deux  équations  de  classe  cinq,  à  la  forme 
réduite  (IV),  ce  qui  est  possible,  on  l'a  vu.  d'une  infinité  de 
manières. 

Il  est  évident  que  Ion  peut  obtenir  sous  forme  explicite  toutes 
les  intégrales  RIj  d'un  système  canonique  de  l'une  des  formes('VI), 
(VU),  (VIII),  mais  cela  n'est  pas  possible  puni'  un  système  normal, 
comme  on  le  démontiera  plus  loin  (n°  78).  Si  l'on  pose,  dans  les 
équations  (IX'),  (/,  =  a,  y2=?(!=')i  O"  en  tire  //,  =  9'(a),  ^^  =  cp"(a), 
et  y-  est  déterminé  par  l'intég'ration  d'une  équation  différentielle 
du  premier  ordre, 

f///5^F(a,  'f(a),  'y'(x),  a"(a),  y.)t/a. 
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Les  systèmes  Sj  et  S.,  de  classe  cinq  ont  été  étudiés  dans  un 
important  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Cartan  (Annales  Sr.  du 
l'Ecole  Normale  Supérieure,  .î"  série,  l.  XXVII,  i()tn,  p.  loff- 
IQ2).  En  supposant  F  =  y^*  dans  les  formules  (IX'),  on  a  un  sys- 
tème de  PfafF 

dlj.^^^  !/^dt/t,  (II/  .z::^  1^  .dl/^.  dlj^=zzlll  ^'dlji. 

qui  admet  un  groupe  de  transformations  à  it\  [laramètres. 

Ktiint  donné  un  système  S^  de  deux  é(|uatious  de  Pfatt'  de  classe 
quatre  à  n  variables  (/i>4)i  'a  dclerminalion  des  caraclcristiques 
exigerait,  d'après  la  méthode  générale,  les  opérations  4.  3,  2,  i  L'élude 
qui  vient  d'être  faite  permet  de  réduire  beaucoup  le  nombre  de  ces 
opérations.  On  peut  d'abord,  sans  aucune  intégration,  déterminer 
l'équation  de  ce  système  qui  constitue  le  système  dérivé.  Si  cette  é(iua- 
lion  est  de  classe  trois,  il  suffira,  pour  déterminer  les  caractéristiques, 
de  mettre  cette  équation  sous  une  forme  canonique,  ce  qui  exige  les 
opérations  .3  et  i .  Si  l'équatiou  qui  forme  le  système  dérivé  est  de 
classe  un,  on  a  d'abord  à  intégrer  une  équation  aux  différentielles 
totales  complètement  intégrable,  puis  à  mettre  sous  forme  canonique 
une  équation  de  classe  trois  ;  on  a  donc  en  tout  à  effectuer  les  opéra- 
tions I,  3,  I . 

Soit  de  même  Sj  un  système  de  classe  cinq  à  n  variables  («  >  5).  Si 
les  équations  qui  déterminent  les  éléments  singuliers  forment  un  sys- 
tème complètement  intégrable,  il  suffira  d'intégrer  ce  système  (ce  qui 
exige  les  opérations  3,  2,  i),  pour  ramener  le  système  à  la  forme  cano- 
nique (V),  et  par  suite  pour  avoir  les  caractéristiques.  Si  le  système  Sj 
n'est  pas  réductible  à  la  forme  (V),  une  opération  5  donne  une  intégrale 
particulière  yi  du  système  caractéristique.  Kn  faisant  iji  =  C,  dyi  =:  o 
dans  les  équations  du  système  de  Pfaff  donné,  on  est  conduit  à  un  sys- 
tème de  /)«  classe,  au(|uel  on  appiicpiera  la  méthode  qui  vient  d'être 
indiquée. 

Pour  intégrer  les  équations  dilYéreutielles  caractéristiques  d'un  sys- 
tème S3  de  trois  équations  de  Pfalf  de  classe  cinq  à  n  variables  («>5), 
on  traitera  le  même  problème  pour  le  système  dérivé  S'5.  Si  S'j  est  de 
classe  quatre,  on. a  vu  que  Sr.  pouvait  être  ramené  à  une  forme  cano- 
nique, dès  que  S'^.  est  lui-même  ramené  à  une  forme  canonique.  Si  S'j 
est  de  classe  cinq,  les  caractéristiques  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
systèmes. 

77.  Système  de  /•  équations  à  ;  +  2  variables.  —  Consi- 
dérons enfin  un  système  non  complètement  intégralité  de  r  équa- 
G.  frob.  il 
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tions  à  /■  +  î  variables  ;  ce  système  est  effectivement  do  classe  r  +  2. 
Les  équations  de  ce  système  étant  supposées  résolues  par  rapport 
aux  r  différentielles  rfj?,,  .  . .  ,dxr,  si  on  remplace  dans  les  cova- 
riants  l)ilinéaires  u'^,  w'j,  ...,<ù'r,  les  différentielles,  dx^,  ...,dxr, 
(iXi,  .  .  .,  hxr  par  leurs  expressions  tirées  des  équations  elles- 
mêmes,  on  a 

iii'i  ^  K/  (f/,r,._|_i5j:',.-|_2  —  c/j^r+^Say  fi),  (mod.  Mj,  . .  . ,  t.v), 

tous  les  coefficients  K;  n'étant  pas  nuls,  car  le  système  serait 
complètement  inté^rable.  Supposons,  par  exemple,  K,  ^t  o  ;  on 
tire  des  relations  précédentes 

(  w/ —  jT^'^i  )  ^  o  (mod.  Wj,  Mj,  .  .  .,  (,v), 

et  le  système  dérivé  S'  se  compose  des  r —  i  équations 

,.,,— j^Wj=:o  (/■  =  2,  3,  ...,/•). 

Nous  supposerons  dans  la  suite  que  l'on  a  écrit  le  système  S 
sous  une  forme  telle  que  le  système  dérivé  S'  se  compose  des 
r — I  premières  équations  de  S,  et  que  ces  r —  i  équations  sont 
résolues  par  rapport  à  dxi,  dx^,  . . .,  dxr—\, 

(S')                 w;  =  dxi  —  {hidXr  +  Bidx,.+  i  +  ddXr+^î)  =  o, 
(«■;:=  I,    2,     ...     r 1), 

et  que  la  dernière  équation  Or  =  o  du  système  S  est  elle-même 
résolue  par  rapport  à  dxr, 

(ji,.  =  dxr  —  (Hc/.r,-(~i  +  Kf/j",-|-2)  =  o. 

Si  dans  m'j,  . .  . ,  w',.— 1  on  remplace  dx^,  . . . ,  dxr—i,  Sxt,  . . . ,  Sxr—i 
par  leurs  expressions  tirées  des  équations  de  S',  il  restera  seule- 
ment, dans  ces  covariants  bilinéaires,  les  trois  biilomes 

dXrSXr+\  —  dXr+lSXr,         dXrSXr-^o—  dXr+lSXr, 
dXr+l^Xr+'i  —  dXr+l3Xr-\^i , 

ou  les  trois  expressions  bilinéaires  (voir  p.  18) 

[<■),-,    dXr+l],  [w,.,    dXr+-2],  [dXr+l,  t/Xr+'i], 
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el  puisque  'j',<ioil  être  uul  en  lenant  compte  de  la  tleniièro  é([ua- 
tioa  f.ir=  o  du  sjsU'-nie  S,  il  reste  des  identités  de  la  Corme 

(llj)         (.)',■  =  L/ [wr,  </x,-+l]  +  Mi  [(■),.,  f/jV_).o],      ^mod.  M;,...,  '..,._ij 

(/  =  .,«,...,,--.), 

ce  ([ii'oii  [letit  aussi  écrire 

(i(j')       (.j',  =  [wr,  Lid.r,.{-i  +  iM,(/./V|  •2|,     (mod.  w,,  m,,,  . . . ,  (.,,._i). 

Si  le  rapport  des  coefHcients  L,-,  M;  n'est  pas  le  même  (|uel  que 
soit  /,  les  /• —  I  éc[uations  w',- =  o  se  réduisent  à  (/ini.r,  équations 
distinctes,  et  par  suite  le  système  S"  dérivé  de  S'  se  compose  de 
r  —  3  équations  seulement.  C'est  évidemment  le  cas  général,  qui 
se  présente  lorsque  les  coefficients  du  systcnie  S  sont  quelconijuos  ; 
nousdii'ons  avec  M.  Cartan  que  le  système  S  est  alors  un  si/sti'nir 
norniiil . 

Lorsque  le  rapport  des  coefficients  L,,  M,  est  indépendant  de  /, 
sans  que  tous  ces  coefficients  soient  nuls,  les  équations  c.)',=  ose 
réduisent  à  une  seule,  et  le  système  S"  dérivé  de  S'  se  compose 
de  /•  —  2  équations  distinctes.  Dans  ce  cas,  le  si/stf'me  dérivé  S'  est 
(le  classe  /■  +  i .  Kn  ell'ct.  puisque  foutes  les  formes 

Uil.rr\  I  +  M,(/.i:v+2 

ne  ditlèreul  i[ue  par  uu  facteur,  ou  a 

Lid.rr+ 1  +  yiidœr-\-2  =  i-^/  (="/r,-4  i  +  firf.r,.^-2). 

Il  s'ensuit  que  tous  les  éléments  liiuMircs  inlé^raux  du  .sys- 
tème S'  qui  satisfont  aux  deux  relations 

(0,.  =;o,        after-i  1  +  âf/jv+-2  =  o 

sont  en  involulion  avec  tous  les  autres  éléments  linéaires  inté- 
graux du  même  système  S'.  Les  équations  (|iii  définissent  les 
éléments  caractéristiques  de  S'  sont  au  nomhir  de  '"  +  i ,  el  par 
suite  S'  est  liien  de  classe  /•  +  i . 

On  peut  donc  supposer  que  l'on  a  cluiisi  les  varialdes  .;•,  de 
façon  que  les  variables  J",,  .  .  .,./>-)  i  figurent  seules  dans  les  équa- 
tions du  système  S',  et  ])ar  suite  que  tous  les  coefficients  (.'/ sont 
nuls.  l)aiis  les  covarianls  «',,  ((uaiid  ou  aura  remplacé  les  dilféren- 
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délies  (/a-'j,  .  .  .,  d.Tr—i,  oj^'i,  . .  -,  ùo'r— i  par  leurs  expressions  tirées 
des  équations  de  S'  elles-mêmes,  il  ne  fig'urera  que  le  binôme 
dxrSXr+i  —  dx,.+\Sxr  qui  devient,  en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion w,-  =  o, 

K{SXr+idXrJr'i  —  SXr-\-2dx,.+  {)- 

Pour  que  les  équations  '.,,  ^ o,  r.),— i  =  o  forment  le  système 

dérivé  de  S,  il  faut  donc  que  le  coefficient  K  soit  nul,  et  la  der- 
nière équation  de  S  est  de  la  forme 

M,.  =  dXr  Wdx,.  4-1  ^=0. 

Le  coeflicient  H  dépend  nécessairement  de  la  variable  J^r  +  î,  car 
autrement  le  système  S  serait  de  classe  inférieure  k  r  -\-  2.,  et  par 
suite  complètement  intég-rable.  On  peut  donc  prendre  ce  coeffi- 
cient H  pour  la  dernière  variable  .rr+2,  ce  qui  permet  d'énoncer  la 
proposition  suivante  :  Lorsque  le  second  dérivé  S"  de  S  se  com- 
pose de  r —  2  équations,  on  peut  choisir  les  variables  x^,x.^,  ..., 
Xr-f-î  de  façon  que  les  équations  du  système  aient  la  forme 
suivante 

itj),=:^dXi  {\idXr    +    \i,dXr-\~\)  :=      o  (/=   I,  2,  ...,/' l), 

(    bir^^  dXr  —  Xr^2dXr+t  =  O, 

les  coefficients  A,-,  B/  étant  indépendants  de  a;,+2- 

Les  r — I  premières  équations  forment  le  système  dérivé  S'.  On 
remarquera  qu'il  y  â  aine  correspondance  univoque  entre  les  inté- 
grales de  ces  deux  systèmes  (').  A  toute  intégrale  de  S  correspond 
évidemment  une  intégrale  de  S';  inversement  connaissant  une  inté- 
grale M',  de  S', 

-Ci=,/i(«)'      •••>     -ïv-fi  =.A-i-i(ï). 

on  obtiendra  une  intégrale  Mi  de  S  en  joignant  aux  éi|uallons 
précédentes  l'équation 

Nous  dirons,  avec  M.  Cartan,  que  le  système  do  PfalV  S  est  un 
pruiongement  du  système  S'. 

(')  Nous  laisserons  de  côté  dans  la  suile  les  intégrales  à  deux  dimensions 
de  S  (s'il  en  existe),  el   nous  ne  nous  occuperons  i[ue  des  intéy-rales  Mj. 
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Lors(|uolous  les  CDetHcionts  L,.  .M,  ilos  roiimilos  (kj)  soiil  nuls, 
le  système  S'  est  complMcmeiit  intégraMe,  et  on  peut  choisir  les 
variables  indépendantes  .:•,•  de  façon  que  les  éipiations  de  S'  soient 

Si  on  ne  laisse  dans  la  dernière  équation  w,-  =  o  que  les  différen- 
tielles dxr-,  dxr+i,  dxr-^9,  OU  a,  en  considérant  a;,,a;j,  . .  .,  .r,._i 
comme  des  paramètres  dans  les  coel'Kcients,  une  forme  di'  ITall  i'i 
trois  vai'ial)les  que  l'on  peut  ramener  à  la  forme  canonique 

f.Jr  ^=  f/Xr  —  .rr-\-^d.rr-\\  =  O. 

Nous  avons  examiné  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présentei'  ivlali- 
vement  au  système  dérivé  S'.  (Considérons  maintenant  un  sys- 
tème S  qui  ne  soit  j>as  normal,  et  la  suite  des  systèmes 
dérivés  S',  S",  ...  Il  arrivera  i^énéralement  qu'au  bout  d'un  certain 
nombre  d'opérations  le  nombre  des  équations  diminuera  de  plus 
d'une  unité  quand  on  passera  de  l'un  de  ces  systèmes  au  suivant. 
Supposons  que  cela  ait  lieu  pour  la  première  fois  pour  le  sys- 
tème S('"— ''),  de  telle  sorte  que  S'  se  compose  de  /•  —  i  équations, 
S"  de  /•  —  2  équations,  S''"-'"'  de  h  équations,  mais  que  S(''— ''+'>  so 
c'ompose  de  A  —  2  équations  au  plus,  ce  qui  exige  que  l'on 
ait  /(>i.  Alors,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré  tout  à 
l'heure,  S'  sera  de  classe  /'+  i,  et  par  suite  S"  sera  de  classe  /■, 
et  ainsi  de  suite;  la  classe  ira  eu  s'abaissant  d'une  unité  quand  on 
passe  d'un  système  au  suivant  jusqu'au  système  S''—''—')  qui  sera 
de  classe  A  -|-  3  et  se  composera  de  h  +  i  équations.  Le  premier 
dérivé  de  S**"— ''-'',  c'est-à-dire  SI*"— '0  se  composera  de  /(  équations, 
mais  le  second  dérivé  S*'  ''+*>  ne  comprendra  que  h —  2  équations. 
Le  système  S*''—''- 'I  estdonc  unsystème  norinalde  h  +  i  équations 
et  de  classe  A  -(-  3,  dont  le  système  S""— ''-'-'  est  un  prolongement. 
D'après  ce  que  nous  avons  vu  tout  à  l'heure,  on  peut  prendre  un 
système  de  variables  tel  que  les  équations  de  S(''~''-')  ne  con- 
tiennent que  les   /t  -}-  3  variables  x^ Xh^z  et  leurs  ditt'éren- 

tiellos,  la  ilernière  équation  du  système  S(''~''— -)  étant 

dx/i+î  =  x/,^idxh+3. 
Le    système    S*'"-''— 3)   s'obtient  en   joig'nant  aux    é(|uations  de 
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g(r-//-j)  m,g  l'.iniatioa  de  plus  où  fig'ure  une  variable  de  plus  .r/,4-5, 
et  on  peut  sup]ioser  que  celte  équation  est  de  la  forme 

Ari./-/(+3  +  lV/j/,^i  +  Cf/j:"/,-|-5  =  o. 
Un  raisonnement  tout  pareil  aux  précédents  prouve  que  l'on  doit 
avoir   C  =  o,  et  l'on  peut   [nendre  le  rapport        pour    la    varia- 
ble .r/,+  5,  ce  qui  permet  d'écrire  la  nouvelle  équation 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  l'on  peut  choisir  les  variables 
indépendantes  Xt,  .  .  . ,  .r,-^-.T,  de  telle  sorte  que  les  équations  du 
système  S  prennent  la  forme 

"1,  =  0,     .  .  .  ,    fl/,^i=:0, 
f/.Z7(-|-î  =^  Xl,^-idxi,+3, 

<2i)  )      dx/,^-3^  xi,^^dxh+i, 


dXr  =  Xr-{-2dXr+l, 

les  /(  +  I  équations  u^=o,  ...,  w/,4  1=0  étant  celles  d'un  système 
normal  S*''— ''~"  où  figurent  seulement  les  A +  3  variables  ,r,, 
•ï',,  .  .  .,Xh+3.  On  voit  encore  que  les  intégrales  à  une  dimension 
du  système  S  et  du  système  S'''— ''~^)  se  correspondent  une  h  une 
d'une  façon  univoque  ;  de  toute  intégrale  du  système  S(''— ''-')  on 
peut  déduire  par  des  difl'érentiations  une  intégrale  du  système  S. 
Nous  dirons  encore  que    le  système  S  est  nn  prolongement  de 

Il  peut  se  faire  aussi  qu'un  système  S  ne  soit  ni  un  syslème 
normal,  ni  le  prolongement  d'an  système  normal.  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que,  si  l'on  forme  la  suite  des  sys- 
tèmes S',  S",  S'",  ...,  dérinès  de  S,  le  nombre  des  èijuations 
diminue  au  plus  d'une  unité  quand  on  jiasse  d'un  système  au 
suivant.  Nous  dirons  pour  abréger  que  tout  système  S,  qui  possède 
cette  propriété,  est  un  système  spécial. 

Deux  cas  peuvent  encore  se  présenter.  Il  peut  se  faire  que,  quand 
on  passe  d'un  système  au  suivant,  le  nombre  des  équations 
diminue  toujours  d'une   unité  jus([u'au   système  S(').  Alois  S'  se 
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compose  de  /■ —  i  équations  cl  sa  classe  l'sl  r  +  i  ;  S"  se  compose 
de  r  —  :>.  équations  et  sa  classe  est  /',  ...  ;  S'''-')  se  compose  d'une 
seule  équation  de  classe  3,  et  le  r'*"*  dérivé  SW  est  nul  ainsi  que 
tous  les  suivants.  II  peut  aussi  arriver  que,  pour  les  premiers  sys- 
tèmes dérivés,  tout  se  passe  comme  dans  le  premier  cas,  mais  qu'à 
partir  du  système  S'''-/')  tous  les  systèmes  dérivés  successifs  soient 
identiques  à  S(''-/''.  Le  premier  cas  peut  d'ailleurs  être  considéré 
comme  un  cas  particulier  du  second,  que  l'on  olilioiulrait  en  sup- 
posant/i=o. 

Nous  allons  démontrer  que  tous  Ipfs  systèmes  spéciaux  de  r  équa- 
tions M  r  +  2  variables,  pour  lesquels  le  nombre  p  a  la  même 
valeur,  peuvent  être  ramenés  à  une  même  forme  canonique. 

La  propriété  a  été  déjà  établie  plus  haut  lorsque  p=  r  —  i  ;  le 
système  S'  est  alors  complètement  inlé£;Table,  et  nous  avons  vu 
que,  par  un  choix  convenable  des  variables  indépendantes,  ou  peut 
écrire  le  système  S 

(22)  fliJi==o dij,—i  =  0,        dljr  I  1  =  IJr+'ldyr. 

Supposons  donc  o  ^  p  <i  r  —  i.  Le  système  S(''— P*  se  compose 
alors  de/)  équations  distinctes  formant  un  système  complètement 
intéoj'rable  si  /;  >  o,  et  ce  système  est  nul  si  p  =  o.  Les  raisonne- 
ments qui  vont  suivre  s'appliquant  à  ce  dernier  cas,  nous  suppose- 
rons o<y3<^ —  I- 

Le  système  S'  est  de  classe  r  +  i ,  S"  est  de  classe  /■..., 
y(r— p-i)  gst  de  classe  /)  +  3,  et  enfin  le  système  S(''-/",  qui  est 
complètement  intégrable  est  de  classe  p.  Appliquons  à  ce  sys- 
tème S''"-/'-"  i\e  p  +  I  équations  et  de  classe  p  +  3  \a  proposition 
établie  plus  haut  sur  les  systèmes  S  dont  le  système  dérivé  S'  est 
complètement  inté^a^rable.  On  peut,  par  un  changement  de  varia- 
bles convenable,  mettre  ce  système  S'''-/'-')  sous  la  forme 

(23)  ^^1=0,  . . . ,  di/^  =  o,       dy^^,  =  y„+,dy^^,  ; 

cette  réduction  exilée  d'abord  V intéyralion  du  sy.sté/iie  S('-/'i, 
c'est-à-dire  l'intégration  d'un  système  complètement  intéyrable 
d'ordre  p,  puis  la  réduction  d'une  équation  de  Pfaff  de  classe 
trois  à  une/orme  canonique. 

Ces   opérations  étant  supposées  effectuées,  si    l'un    prend    pour 
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variables  nouvelles  les  p  +  3  l'onctions  //,,  . .  .,i/),+?,  et  r — p —  i  des 
anciennes  variables  Xp-\-!i,  ...,  j;,+2,  par  exemple,  l'équation  qu'il 
faut  joindre  au  système  (28)  pour  avoir  le  système  précédent 
S(/-— p— 2)  peut  être  supposée  mise  sous  la  forme 

>+2  =  Hc?(/p+i  +  Krf//p^3  +  £2^  =  0, 
0.^  étant  une  forme  qui  ne  renferme  que  les  différentielles  dxi,  et 
l'équation 

doit    être    une    conséquence    des    deux    relations    "^^.^(f/)  =  o, 

'^p+2{^)=0. 

Ceci  exige  évidemment  qu'aucun  des  coefficients  H,  K  ne  soit 
nul.  On  peut  alors  supposer  K  =  —  i,  et  l'on  doit  avoir  identi- 
quement 

'/y,+i[H'îy,+,  +  f2,('î)]  -  Sy,+,[lidy^^,  +  a,{d)]  =  o, 
ce  qui  exige  que  la  forme  iii  soit  nulle,  et  l'équation  10^^3  =  0  se 
réduit  à  dy ^j^.^^Wdy ^j^^.  Le  coefficient  H  ne  peut  dépendre  seule- 
ment de  7/j,  ^2>  •  •  ■!  ,'/,,+3'  ^'îii"  le  système  S(''— />--)  serait  alors  com- 
plètement intég-rable.  On  peut  donc  prendre  ce  coefficient  H  pour 
une  des  nouvelles  variables  //p+4,  et  le  système  Sl''-/'-^)  est  ainsi 
ramené  à  la  forme 
(2/4)  dy.^o,  ...,  dy^^o. 

dyp+î  =  yp+s'/yp+i^      ^^Up+s  =  yp+A(^yp+r 

On  peut  répéter  le  même  raisonnement  pour  trouver  la  nouvelle 
équation  w^^j^o  qui,  jointe  aux  équations  (24),  forme  le  sys- 
tème S(' — ^P-3),  et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  on  voit 
que  tout  système  spécial  S  de  r  équations  à  r  -\-  a  variables  ppiit 
être  mis  sous  la  forme  canonique  (') 

(25)  (///,  =  0,  ...,f/yj,  =  o, 

^^yp+i=  yp+3<Jyp+u  ■■■,  <fyr+i  =  yr+2dyp+i. 

Les  seuls  invariants  d'un  système  spécial  S,  relativement  k  un 
changement  de  variables,  sont  donc  l'ordre  r  de  ce  système,  et  le 
nombre  p  des  combinaisons  intégrables  distinctes  des  équations 
de  ce  .système. 

I')  E.  vo.N  WinEK,  flerii'h/e  fli'X.   I.rijicui,  I.  I.  (i^i)H),.  \>.  2n7-22rj 
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Tout  s\sl('nH>  tU'  iK'iix  cM|ii:iti(iiis  à  ([iKilic  vMiiahies,  n'aclnu^tlaiil 
auciiiif  coinliinaison  iiitét;ral)le,  est,  comme  on  l'a  vu  (lircctt'iiii'iil 
(il"  75).  un  système  spécial  pour  lequel  p  =  o. 

KxEMPLi;.  —  (lousidéroiis  iiii  syslrnie  de  r  cquatimis  de  la  lorinc 

j,  =  dx,  +  ft{Xr+i)dXr+i  =  O, 
.12  =:  dx,  +  /«{Xt+=!)dœr+l  =  o. 


Mr  =  dxr  +/r{Xr+l)dXr-{-  1 


les  coefKcieiils  do  d.rr+  i  ne  dcpeiidani  que  de  la  dernière  vai'iahle.tV-|-2. 
Ecartons  le  cas  banal  où  tous  ces  coefficients  seraient  constants;  nous 
pouvons  supposer,  par  exemple,  que  y,(.7v-f2)   n'est   pas  constant,  et 
nous  ne  diminuons  pas  la  généralité  en  supposant /((Xrfj)  =  a;r+2 
Le  système  dérivé  S'  est  formé  des  r —  i  équations 

ili  =:  w/  —  --jLL^  fj   —  f/,j., —  —  dxi  -f  (  fi  —  Xr+'2 —-  ]dxr-i  l  =  o 

3X;--t2  :>Xr+->  \  ^Xr+S  / 

a  —  2, 3,  ...,/■(. 

Si  l'on  pose 

X,  =  .r-i  +  Xr+ifi-,  Xr+1  =  .t'i  +  jy+iXr+H, 

((=2,3,  ..  .,/•), 

l'équation  ii,  =:  o  peut  s'écrire 

a,-  =  dXi •' dXr-tt  —  o. 

Le  système  S'  est  donc  un  système  de  même  forme  que  S,  à  (/' -|-  i) 
variables  X^,  .  .,  Xr-f-i,  .Tr+j.  J'our  la  même  raison,  si  S'  n'est  pas 
complètement  iulégrable,  S"  sera  un  système  de  même  forme  à  /■  varia- 
bles, et  ainsi  de  suite.  I.e  système  S  est  donc  un  système  spécial. 

78.  Systèmes  intégrables  explicitement.  —  Un  .système  S 
de  /•  équations  à  r+  2  variables,  non  complètement  intégrable,  ne 
peut  admettre  (rintéa;Tales  à  deux  dimensions  Mj  passant  par  un 
|iniiit  quelconque  de  l'espace.  <  In  a  vu  {Ia'çoii.s,  p.  27)  comment 
on  [leut  déterminer  de  telles  intéi^rales  s'il  en  existe  ;  pous  n'y 
reviendrons  pas. 

Les  intci>Tales  .M,  du  système  dépendent  d'une  fonction  arbi- 
traire d'une  variable;  en  ett'et,  supposons  les  équations  de  S  réso- 
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lues  par  rapport  à  cLc^,  (/x.,,  ...,dxr  par  exemple.  Si  l'on  se 
donne  a;r+2  =  <f(a;r-fi),  on  est  conduit  à  un  système  de  /'  équations 
différentielles  ordinaires  pour  déterminer  x^,  x.,,  . .  .,Xr  en  fonc- 
tion de  Xr^\. 

Remarquons  encore  que  l'on  peut,  sans  diminuer  la  généralité, 
supposer  que  dxr^2  ne  figure  pas  dans  les  équations  de  S.  Il  suffit 
de  choisir  les  variables  xi  de  façon  que  les  équations  x^  =  Cj,  . . . , 
jjr+i  =  Cr+i  représentent  une  famille  de  courbes  intégrales,  ce 
qui,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  à  plusieurs  reprises,  est  possible 
d'une  infinité  de  manières.  Les  équations  étant  résolues  par  rap- 
port à  dx^,  ...,  dxr,  l'un  au  moins  des  coefficients  de  dxr-\-i  dépend 
de  Xr-{^2,  et  en  prenant  ce  coefficient  pour  la  variable  Xr+o  elle- 
même,  le  système  S  prend  la  forme 

(26)  dx^  =  Xr+-2dXr-\-\ ,         tlx,  =  A„dXr+i,  . . . ,  dXr  =  A^dXr-^l . 

Nous  dirons  que  le  système  S  est  intéf/rable  explicitement  lors- 
que toutes  les  intégrales  Mj  peuvent  être  représentées  par  un  ou 
plusieurs  systèmes  de  formules  e.xprimant  les  variables  xi  par  des 
fonctions  déterminées  d'un  paramètre,  d'une  fonction  arbitraire 
de  ce  paramètre  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  celle  d'un  certain 
ordre,  pouvant  contenir  aussi  un  nombre  fini  de  constantes 
arbitraires 

(27)  ^— ç,(C„C„...,C,,  a,/(a),/(a),  ...,/l'/)(a)), 

(/^  I,  2, .  . .,  r+  2). 

Dans  ces  formules,  cfj,  9,'  •■•■  9r+'.'  désignent  des  fonctions  déter- 
minées de  leurs  ari^uments,  Cj,  Cj,  .  .  . ,  C^,  sont  des  constantes 
arbitraires,  a  est  un  paramèti-e  variable  et  f(a.)  une  fonction  arbi- 
traire de  ce  paramètre. 

Il  est  évident  que  les  systèmes  spéciaux  définis  au  paragraphe 
précédent  sont  intégrables  explicitement.  On  peut  alors,  en  effet, 
par  un  changement  de  variables 

(28)  Xi^9i{yul/i yr+'î),  (/=  1,2,  ...,/■ +  2) 

ramener  un  système  spécial  S  à  la  forme  canonique  (25)  pour 
laquelle  la  propriété  est  évidente.  Si  y^^^  ne  se  réduit  pas  à  une 
constante  pour  une  intégrale  Mj   du  système  (20),  on  peut  poser 
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y,^j=;i,  y^j.0  =:y(a),et  on  Cil  ilcdiiit  succcssivcimMil  //^,^,^=y'(a), 
....  y,,^o=/     7^\.  (jn  a  donc  une  famille  d'intéprales  M,  dépen- 
dant de  la  fcinclion  arljitraircy(a)  el  i\e  fj  constantes  arbitraires, 
(^9'  .'/i  =  C„  .  .  . .  i/„  =  Cp,       //p+i  =  a,       !/^, ,,  =/(a), 

Il  i>\istc  une  autro  l'amilledo  multiplicités  intc^-ralcs  M,  dc[)endant 
lie  r  -\-  I  i-duslantes  arhilraiii's, 

(•^O)        //,  =  Cj ,[/p  —  G,„         i/,H  1  =  '^'Z'  +  l'  •  •  •  '  //'■+1  =  Cr+l. 

En  remplaçant  /y,,  .  .  . . //,.^-2  l'-ii'  les  valeurs  (29)  dans  les  for- 
mules (28),  on  obtient  bien  une  intégrale  fféuérale  explicite  pour  S. 

Inversement,  les  sijsfèmes  spéririux  sont  les  seuls  qui  admettent 
une  intégrale  rjénérnlp  explicite  de  la  forme  (27).  Il  suffit  de 
prouver  qu'un  svstème  normal,  ou  tout  système  obtenu  par  le  pro- 
long-ement  d'un  système  normal,  ne  peut  admetti-e  une  intégrale 
tjénérale  explicite  de  cette  forme  (').  On  [)eut  même  se  borner  à 
démontrer  cette  propriété  pour  un  système  normal,  car  si  un  sys- 
tème S  obtenu  par  le  |)rolong-ement  d'un  système  normal  admet 
une  intégrale  générale  de  cette  forme,  il  est  évident  qu'il  en  sera 
(le  mêriie  du  système  normal  dont  S  est  le  prolongement. 

Remarquons  encore  que  les  r  -{■  2.  fonctions  tp,  des  formules  (27) 
doivi'iit  être  distinctes;  dans  le  cas  contraire,  on  en  déduirait,  en 
effet,  une  relation  au  moins  entre  les  variables  Xi,  et  les  for- 
mules (27)  ne  pourraient  représenter  une  intégrale  passant  par  un 
point  quelconque  de  l'espace.  On  a  donc  forcément  p  -\-q^r. 
Si  /3  -j-  q^r,  on  voit  immédiatement  que  le  système  S  est  un  sys- 
tème spécial,  et  dans  ce  cas  les  formules  (28)  définissent  un  chan- 
gement de  variables  qui  conduit  du  système  S  à  un  système 
admettant  l'intégrale  générale 

.'/l  =  f-l l/p  =  ^P^  !/,>rL  =  ^.  .'/p  +  S  =/(»). 

.'//<,  3  =/'(-),..-,.'/r+2  =/"%)> 

c'est-à-dire  au  svstènie  canoiiitjue  (?,'>). 

CI  Ce  beau  résultat  est  ilù  à  M.  Cartaii,  dont  nous  avons  reproduit  la 
drmoiistratiou  {Balleiin  de    la  Société  Afalliémali(/ui;  I.  XLII.  lyi/i,  /'.  rj-/iH). 
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Il  ne  reste  qu'à  examiner  le  cas  où  l'on  a/)  +  (/=  m>r, cas  que 
nous  ne  pouvons  écarter  n  priori .  Nous  supposerons  que  la 
dérivée y<?)(a)  fig'ure  dans  l'une  au  moins  des  fonctions  tp,-  ;  autre- 
ment on  remplacerait  y  par  un  uomlire  inférieur.  Si,  dans  les  pre- 
miers membres  œ,,  m.-,,  ....  w,.  des  équations  de  S.  on  fait  la 
substitution 

(3i)         .r/  =  9,(//„  /y,,  .  .  .,i/^„  y^^, //,„+,),        m^p+  q, 

la   forme   m,    se   chang-e   en    une    forme  linéaire    par    rapport    à 
dyi,dy^,  .  .  .,  dy^^.^^,  que  l'on  peut  écrire 

(32)a),:  =  a,-iaj -|-a/2n2+  ...  4-«(mûm  4-0/,m+lf/,'//)+l  +  ni,ni+idym+2, 

en  posant 

(33)  <i^=dy„...,aj,=dyj„ 

Par  hypothèse,  les  formules  (3i)  définissent  une  intégrale  du 
système  (S)  quand  on  y  remplace  y,,  y.^,  ...,  y, ,,+2  1'^''  'J"  système 
d'intégrales  du  système  auxiliaire  S 

0^)  n,  =  o iV=o,      o^_^^=o,  ....  u,„  =  o. 

Il  faut  donc  que  l'on  ail  ai^m+i  =  o,  <7,-,„,+2  =  o,  cl  par  suite  on 
a  des  identités  de  la  forme 


(3/4) 


u^  =  n^^ni  +  ''iji^  +   .  .  .    +  rtlmO./n, 
(0,,  =  fljjQ,  +  «jjiî,  -I-    .  .  .    +  n-îniil,,,. 

(.),.=  ^/riUi  4-  «7 ,-211,  +   .  .  .    +  rt,.„,ii„.-. 


quand  on  fait  dans  les  formes  w^,  w,,  .  .  .,(.),.  la  substitution  (3i). 
Les  coefficients  (itm,  (iim,  •  • ,  nrm  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. En 
effet,  si  tous  ces.  coefficients  étaient  nuls  en  même  temps,  à  toute 
solution  du  système  (ï') 

(-')  ii|=  O, 12,„_,  =0, 

les  formules  (3i)  feraient  correspondre  une  intégrale  de  S,  quand 
on  y  remplacerait  y,^^^  par  une  constante  quelconque,  et  on  serait 
ramené   à   des   formules  analogues    pour   leprésentei'   l'intégrale 
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tjtMiérale  de  S,  où  le  nombre  des  coustuiites  si-i;iil  aiinnuMité  d'uiie 
imité  cl  où  (/  serait  diminué  d'une  unité  ('j. 

On  peut  loujours   supposer  (|ue    le  système  S'  dérivé   de   S  est 
formé  des  r —  i  équations 


(  >n  :i  alors 

w'i    =  O,  './.,    =    0,      .  .  .,    ',/,—  l   =   O  (mod.    M,,    «2,   ...    r,),.), 

et  (I  fortiori 

6)',  =  O,       6)'.,  =  0,   .  .  . ,  o/,._i  =  o  (mod  .  ii^,  i2,,  . . .,  <2,„). 

Mais  «',  se  réduit  à  au,M'm  =  aun[SUj,^idy,„^,—  Sij^^^d;/^^,), 

en  tenant  compte  des  équations  Q,  =  o,  .  .  .  ,i2„, ^  o,  et  ne  jicut 
être  nul  (|iu'  si  l'on  a  oi,„^o.  On  verrait  de  même  que  Ton  a 
"■2;«  ^  o,  ...,«,._!, „i  =  o,  mais  Urm  ne  [)eut  être  nul,  puisque  £2,„ 
doit  fig-urer  dans  les  identités  (34). 

Le  système  S  étant  supposé  écrit  comme  plus  haut,  on  a,  d'après 
la  formule  (kj), 

(35')      O)'/  =  L,[w,..  '/.rr^ll    +  M,[w,.,  f/-£V4->]       (mod.w,,6), ,w,— l) 

/'  =  I  ,    2 ,    .  .  .  ,   /• I  . 

Après  la  sulistitiition  (30,  (Ixr+i  et  <l.rr\'i  se  chan^eiil  en  deux 
former  linéaires  que  l'on  peut  écrire 

(/.r,.^.i  =  b,il,  4-  .  .  .  +  bjl,„  +  b^^^Jijj,,.,  +  b^^,dy„^,, 
rlxr+i—cfi^  +  . .  .  +  c,„î2„,  +  c„+i(///p,.,  +  c,„+idy„^^,, 

(i)  Km  pourrait  encore  raisonner  comme  il  suit.  Si  les  seoujuls  ineniUrcs 
cli's  lonnulcs  (.'(4)  ne  contenaient  pas  il„,  les  t'ormiilcs 

a:,  =  ^,(C„G, Cp,  «./(«),,    .,/(7-l)(«),  fl), 

où  a  et  j3  sont  deux  paramètres  variables,  représcnleraicnl  une  famille  d'ijité- 
ijrales  de  S,  h  deux  dimensions,  et  il  passerait  évidemment  une  de  ces  inté- 
^^rales  par  un  point  arbitraire  de  l'espace,  puisque  les  fonctions  m/  sont  des 
fonctions  distinctes  de  leurs  arguments.  Le  systèmes  serait  donc  complfcle- 
inent  intégrabic. 

Le  même  raisonnement  prouve  i|ue  les  fonctions  sj  renferment  l'une  au 
moins  des  dérivées  de /(«l  ;  car  si  elles  [le  renfermaient  que  a  et /(a),  les 
formules 

a:,-  =  0)/  (C|,  ...,  Cr,  «,  ^) 
représenteraient  des  intégrales    à  deux  dimensions  du  système  .S  dépendant 
de  ;■  constantes  arbitraires. 
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elles  relations  (19)  entraînent  les  nouvelles  relalions 

(36)       w',  =  L/  [armii.n'  /Jm+i'^l/p  +  l  +  ''' m+i'^'J .n+A 

(moil.  Oj,  £2„  .  .  .,n„._i), 
ou,  en  dévelojipantj, 

>.,'^^ar,„{L,b,„^,  +  M,c-,„,_,)  [r/,/^,^„  r///,„^.] 

(mod.  Uj,  .  ..,  -Q,„_i). 

D'un  autre  côté,  on  a  immédiatement,  d'ajjrès  les  relations  (34) 

w'/  =  rt,-,,„_in'm_i  ;^  (n,m-i  [d!im+\,iliJp+\\,       (mod.  i2i.  ...,f>„,_J. 

La  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  w',  montre  que  l'on 
doit  avoir 

Ll^,i,  +  2   +    jM/f^t+o  =0,  (('=1,2,...,/'  —   i). 

Si  les  deux  coefficients  i,„+_,,  r M+n  ne  sont  pas  nuls  à  la  l'ois,  le  ■ 

rapport  —  est  indépendant  de  /,  et  iiar  suite  (n"  77),  le  svstème  S" 

dérivé  de  S'  contient  /•  —  :>.  équations  au  moins.  Le  système  S  n'esl 
donc  pas  an  système  itormal . 

On  ne  peut  supposer  que  les  coefficients  6,^,_^g,  tv„+,,  sont  nuls  à 
la  fois,  car  les  expressions  de  djCr+x,  dœr+i  tirées  des  formules  de 
transformations  (3i)  ne  contiendraient  pas  dy^,,^.,.  Il  en  serait  donc 
de  même  de  (^/ji,  . . . ,  dx,-  d'après  les  équations  du  système  S  et  les 
identités  (34),  et  par  suite  les  fonctions  9,-  ne  dépendraient  pas  de 
la  dérivée  y'/(a). 

79.  Remarques  diverses.  —  i"  Soit  S  un  système  de  Pfaff  à  un 
nombre  quelconqui'  de  variables,  ne  renfermant  aucune  équation  de 
classe  un.  Si  ce  système  contient  un  système  spécial  7  de />  équations 
(/j  >  i),  il  est  évident  que  le  système  dérivé  S'  contiendra  le  système 
spécial  a'  dérivé  de  a.  Inversement,  si  le  système  dérive  S'  contient  uu 
système  spécial  a'  de  r/  équations  (7>o),  S  contient  un  système  spé- 
cial a  de  7 -("  '  é(|uations,  dont  n'  est  le  système  dérivé.  Dans  cet 
énoncé,  une  éi|uation  de  classe   trois  est   regardée  -comme   IVu'm.-int  un 
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systèiiu",  sprci.-il.  Sii|i[iosoii.s  i|vir  y  (•i|ii,itioiis  de  S'  puissent  être  mises 
sous  la  forruo 

('')  <liJt  =  'Ji<l!h^        '/.'/:i  =.'/i'/y '///'/M  =//'/+ 2(/yi. 

'/i.  .'/::.  .••.  .'/'/ 1  2  étant  des  variables  indépendantes;  la  relation 
(lijii  x-yiiji  ~  ''yi^.'/7+2  ^^  o  'lo'l  être  une  consé(|uence  des  é(|uations 
(le  S  qu'il  faut  joindre  aux  équations  du  système  a'  pouravoir  S.  L'une 
au  moins  de  ces  relations  doit  contenir  (/yy_(-o,  et  Ton  peut  supposer 
que  (li/r;-\--2  n'entre  que  dans  l'une  d'elles,  ijui  sera  de  la  forme 

'///7f2=Arfy,  +  <>, 

Il  étant  une  t'orme  de  PtalV  i/iii  ne  coiilien/  oucune  ili's  dijf'érentiellcs 
(lij\,  dij-,,  ....  di/,i-\.2-  11  faudra  donc  que  l'on  ait 

Ll{rl)'h/,  —  n('j}di/,  =o 

idcnli(|iiemeut.  el  comme  di/i  ne  tigure  pas  dans  ii,  cette  forme  IJ  doit 
être  identiquement  nulle.  Si  le  coefficient  A  ue  dépendait  ([ue  des 
variables  i/i,  ...,  i/q-i-2-  le  système  S  contiendrait  un  .système  de  y  -|-  i 
éi]uations  à  y  +  '  variables,  c  cst-à-dire  un  système  complètement  iiité- 
y-rable,  cas  (|ue  nous  avons  écarté.  Le  coefficient  A  est  donc  indépen- 
dant de  y,,  ...,  //,;-|-.2,  et  l'on  peut  le  prendre  pour  une  nouvelle  varia- 
ble yY+3'  '^'^  sorte  que  S  contient  le  système  spécial  de  'f  -\-  i  équations 

'/.'/-■  =  !/:.(l!/i^    ■  ■  -y  'l;i'lv^  —  U'I-r'^'f'.h  ■ 

a"  Le  raisonnement  peut  évidemment  èlre  •;;èuéralisé.  Si  le/jii'""'  dérivé 
(le  S  contient  un  système  spécial  de  q  équations,  en  remontant  .de 
jirocbe  en  proche,  on  en  conclut  (|ue  S  contient  lui-même  lin  système 
S|)écial  de  /J  + '/  équations. 

3o  Soit  S  un  .système  norni.il  de  /■  é(|uati()ns  à  /■  +  2  variables,  n'ad- 
mettant aucune  combinaison  inlégrable,  et  dont  le  second  système 
dérivé  S"  est  un  système  spécial  de  /■  —  3  équations.  D'après  la  pro- 
priété g-énéralequi  vient  d'être  établie,  le  système  .S  contient  lui-même 
un  système  spécial  de/'—  i  C(iuations 

diji  =  yzdiju  ■■;  di/,=!/r^id[/,, 

et  la  dernière  équation  peut  être  supposée  de  la  forme 

\tlt/r^  I   -f  iidl/ryl  -{-  CdlJ,  =  O. 

Le  coefKcienI  15  doit  être  dilVérent  de  zéro,  rar  le  système  S  serait 
loi  même  un  système  spécial.  On   peut  simplifier  celle  dernière  é(|ua- 
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lion  en    remplaçant  la   dernière  variable  yr-f"  par   une  intégrale  U  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles 


et  finalement  le  système  S  peut  être  ramené  à  une  l'orme  réduite 

(X)  1/1/2—  l/at/l/i,    ...,    dl/r  =  l/r+idl/i,         dlJr+l  —  VdlJi, 

où  figure  seulement  une  fonction  arbitraire  F  des/-j-2  variables  ■/<,  et 
qui  est  analog'ue  à  la  forme  réduite  (IX')  des  systèmes  de  trois  é(]ua- 
tions  à  cinq  variables. 

Inversement,  pour  tout  système  S  de  celte  forme,  il  est  évident  que  le 
second  système  dérivé  S"  contient  le  système  spécial  formé  par  les  7-  —  3 
premières  équations  de  S.  Pour  que  S  soit  un  système  normal,  il  faut 
en  outre  que  S'  soit  de  classe  /•  +  2.  Or  S'  se  compose  des  ;■  —  i  équa- 
tions 

'///a  =  .'/a'('/i.  •■•,  di/r—\  =  i/rdi/i, 
di/r-l-2  = dt/r  +1''"  —  i/r+i  di/,. 

Il  est  évident  que  ce  système  est  de  classe  ;■  +  2,  à  moins  que  la  der- 
nière équation  ne  renferme  pas  la  variable  yr+l,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  F  est  une  fonction  linéaire  de  i/r+l-  Le  si/stème  (X)  est  donc 
un  sijslème  normal  lorsque  F  n'est  pas  une  fonction  linéaire  de  yr+l. 

Les  systèmes  de  cette  espèce  sont  les  plus  simples  après  les  systèmes 
spéciaux.  On  peut  obtenir  toutes  les  intégrales  Mj  par  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  où  figurent  une  fonction 
arbitraire  de  la  variable  indépendante  et  ses  dérivées  jusqu'à  un  ordre 
fini.  En  effet,  si  on  pose,  daus  les  équations  (X),  yj  =  a,  y.j  =:_/"(«),  on 
en  tire  successivement  1/3  =_/''(a),  ...,//r-fl  ^/'''"^H"/'  et  (/r+î  est  donné 
par  l'intégration  de  l'équation  ditFérentielle  du  premier  ordre 

r/,'/r +2  =F(«, /(«),/'(«),  ..../('-li(«),  !,r+2)dy.. 

4"  Lorsque  I'"  est  une  fonction  linéaire  de  iJr-\-l,  F  =:  ayr  +  i  +  h,  le 
système  dérivé  S'  se  compose  des  /• —  1  ('(luations 

f^'Ji  =  y^dyu  .   .,  dijr-i  =  llrdiju       dtjr^-i  —  adijr  +  bdi/i, 

et  ce  système  est  évidemment  de  classe  /•  +  i,  puisque  ,'/r  +  i  n'y  figure 
pas.  D'ailleurs  S  est  le  prolongement  de  S',  puisqu'on  obtient  S  en 
joignant  à  S'  l'équation  rf/yr  =://;■+ k///i.  Ce  système  S'  ne  peut  donc 
être  un  système  spécial.  Si  /■  est  supérieur  à  quatre,  son  second  dérivé 
est  encore  un  système  spécial  de  r  —  4  équations  :  ce  système  S'  peut 
donc  être  ramené  à  la  forme  réduite  (X),  où  r  est  remplacé  par  /•  —  i  . 
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Kii  continuant  ainsi,  ou  finira  par  être  rameni'-  à  un  système  normal  de 
la  forme  (X),  dont  le  système  S  est  le  proloujçement. 

.5»  Considérons,  iTi  |iarli(iilicr,  un  système  normal  de  trois  équations 
à  cin(i  variables, 

(XI)  diji  —  i/idin-     '/y  1  =  y*''.'/..     '';/■.  =  i'(f/u!/i,!/3>!/Kf/i)'^!/v 

Si  la  fonction  K  ne  renferme  pas  //j,  on  obtient  toutes  les  solutions 
au  moyeu  des  formules 

.y,  =  a,     yo  =/(«),      //,=/'(«),      y.  =/"(«).      !U=   /^FC»,  .A /',./")'/«, 

J'{«)  étant  une  fonction  arbitraire. 

Il  est  aisé  de  trouver  une  condition  nécessaire  pour  qu'un  système 
de  trois  équations  de  Pfaff  à  cinq  variables  puisse  être  ramené  à  la 
forme  (XI)  où  F  ne  contient  pas  //j.  V.n  effet,  ce  système  ne  change  pas 
quand  on  change  y-  en  i/^  +  C,  quelle  que  soit  la  constante  C.('esi/s- 
Ivmi'  (utinel  donc  un  groupe  de  /ransjor/nn/ions  à  un  paramrlre.  Il  en  est 
évidemment  de  même  de  tout  système  de  Pfaff  qui  peut  être  ramené  à 
la  forme  (XI)  par  un  changement  de  variables. 

Inversement,  soit  S  un  système  de  trois  équations  de  PfafT  à  cinq 
variables  admettant  un  groupe  de  transformations  à  un  paramètre.  Si 
l'on  fait  un  changement  de  variables,  de  fagon  que  les  équations 
finies  du  groupe  soient 

.r'i  —  .r,,      x'i  —  j-;,      x'fi  =  x-i,      x\  =  .c^.      .z-'j  =  x^  +  a, 

la  variable  x--  ne  devra  figurer  dans  les  équations  du  système  que  par 
sa  différentielle  dx^.  On  peut  donc  écrire  les  é(iuations  de  ce  système 
sous  la  forme 

w,   =   O,         '.)j  :=  O,         d.C~   +  roi  =  o, 

6)i,  w;.  0)3  étant  des  formes  de  Pfaff  ne  renfermant  que  les  (]uatre  varia- 
bles x^,  X2,  X3,  Xi  et  leurs  différentielles.  Dans  le  cas  général,  les 
deux  équations  wi  =  o,  w.2^0  forment  un  système  detiuatrième  classe 
qui  peut  être  ramené  à  la  forme  canonique  (I)  par  un  changement  de 
variables,  et  le  système  proposé  peut  lui-même  être  ramené  à  la 
forme 

(XII)  d;/.  =  i/jdi/i,      di/j=i/^d!/,,      <'/:;=./(,'/,, .y2,//:i,y,K/.'/,  +  V'///,. 

un  peu  plus  générale  (|ue  la  forme  (XI),  et  dont  la  solution  s'obtient 
aussi  par  des  quadratures. 

Nous  citerons  comme  exemple  un  système  signalé  par  iM.  Cartan, 

'^i;/'.  =  ysrfyi,     dui  —  .'/*<'/<,     rfy^  =  .'/»-'/yi- 

qui  admet  un  groupe  de  transformations  à  i/uti/or:e  paramètres. 
G.  Prob.  ■ii 


338  LEÇONS    SUR    LE    PROBLÈME    DE    PFAFF. 

80.  Problème  de  Monge  (').  —  Considérons  un  système  de 
n  —  I  relations  entre  n  +  i  fonctions  d'une  variable  ajpirj,  ...,a;„+i, 
et  leurs  différentielles, 

(87)  Vi{x^,x.;^,  ...,  a;„^j  ;  dx^,  ...,  c/a:„^,)  =  o, 

(/=I,2,...,H—  i), 

les  fonctions  F;  étant  homog-ènes  en  dxi,  ...,  dx^^^.  Ces  éqfUations 
admettent  une  infinité  de  solutions  dépendant  d'une  fonction  arbi- 
traire, car  on  peut  se  donner  arbitrairement  x^^J_^=f{x^')  par 
exemple,  et  il  reste  un  système  de  « —  i  équations  différentielles 
ordinaires  pour  déterminer  x^,  ...,  x,^  en  fonction  de  x^.  On  peut 
remplacer  ce  système  (87)  par  un  système  équivalent  de  n  équa- 
tions de  Pfaff  à  «4-2  variables.  Supposons,  en  effet,  le  système 

.     1  ,  .    fZ-rj  dxn-\-l 

résolu  par  rapport  a  -~-  ,  .  .  . ,        ^    : 


(37') 


■—f,(x„  ...,x„^„  1^^- j, 


—  Jn-i\Xi,    •••''^"+1'    dxj' 


dxi 


en  introduisant  une  nouvelle  variable  u  =    ,  "  ,  on  est  ramené  à 

dxi 

un  système  de  Pfaff  S  de  n  équations  à  «  +  2  variables, 

(38)  f/.Cj  —  udxy  =0, 

dXr^  — f{{Xi, ..., x„^i,  u) dx^=  0,  . . . ,  f/.r,j^i  —f„_idx^  =  o, 

qui  peut  être  considéré  comme  le  plus  général  de  son  espèce.  Il  y 
a  donc  équivalence  complète  entre  le  problème  de  Mong-e  g'énéra- 
lisé  et  l'intégration  d'un  système  de  Pfaff'  de  l'espèce  que  nous 
venons  d'étudier.  Le  problème  de  Monge  admet    une  solution 

(')  Les  systèmes  les  plus  généraux  d'équations  de  Monge  ont  été  l'objet 
d'un  assez  grand  nombre  de  travau.x.  Voir  J.-A.  Sehret,  Journal  de  Math,, 
/"  série,  tome  XIII,  p.  353,  i8i8  :  G.  Darboux,  Id.,  3"  série,  tome  XVIII,  p.  236, 
i8y3,  et  4°  série,  tome  III,  p.  3o5,  1887  ;  J.  Hadamahd,  A  nnales  de  l'Ecole  Nor- 
male, série  3,  tome  XVIII,  p.  33j,  igoi  ;  E.  Goursat,  Bulletin  de  la  Société 
Mathématique,  tqine  XXXIII,  p.  201,  igoû  ;  P.  Zervos,  Comptes  Rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  tome  CXL,  p.  ioi3,  tome  CXLVI,  p.  1080,  Journal 
de  Crelle,  tome  CXLIII,  p.  Hon  ;  D.  Hilbeht,  Festschrift  Heinrich  Weber, 
pp.  i3o-i46. 
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ex/ilicile  lorsque  le  système  de  Pfaff  correspunddiil  est  un  sys- 
tème spécial,  et  dans  ce  cas  seulement. 

On  peut  aussi  considérer  des  systèmes  de  n —  i  équations  où 
liijurent  les  dérivées  jusqu'à  un  ordre  quelconque  de  n  des  fonc- 
tions inconnues  a:;;  par  rapport  à  la  dernière,  car  il  suffit  de  prendre 
pour  nouvelles  inconnues  un  certain  nombre  de  ces  dérivées  pour 
être  ramené  à  un  système  de  la  forme  (37). 

Considérons  par  exemple  une  équation 

(3,,  |;=/(-.i'.--.£.S-> 

où    1/  et  s  sont  deux  fonctions  inconnues  de  x.  Posons  '-^^-=h, 

ax 

'-j-^^L'  ;  l'équation  (^g)  est  remplacée  par  le  système  de  Pfaff  S  de 
trois  équations  à  cinq  varialdos 

(/|o)  w,  ^  di/  —  udx  =  o,       0),  =  du  —  ndx  =  0, 

OJ.J  =  d:  — /i^j  //>  ~i  «j  v)dx  =:  o. 
On  a  ici 

o/j  =E.  o,       (o'j  ^  dvùx  —  dxw, 

w'3  ^=  —  {dvZx  —  dxùv),       (mod.  m,,  m.,,  w^). 

Le  système  dérivé  S'  est  donc  formé  des  deux  équations 
(0,  =  dy  —  adx  =  o, 
lû.^^d),  —  b).  =  ~  du  -\-  l  f —  0—1  dx  —  dz  =  o. 

Pour  que  S  soit  un  système  spécial,  l(^s  deux  équationis 
oj'j  EEs  o,       tt>\  ^^  o,  (mod.  oj,,  (ij|) 

doivent  se  réduire  à  une  seule.  11  faut  pour  cela  que  <.j'^  ne  dépende 
pas  de   duho  —  ûft>5«,    c'est-à-dire  que  —7  soit   nul.  Il  faut  doue 

que  /' soit  linéaire  par  rapport  à  ,,  et  nous  retrouvons  une 
équation  considérée  plus  haut  (n^TB), 

dx—  ^  T'  ^'  -'  dx)   dx'  ^       T'  ^'  "  dr)  ■ 
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En   particulier,    nous    voyons    que    l'équation    de   M.    Hilbert 
^Y^)   ne  peut  admettre  de  solution  explicite  de  la  forme  (27). 


dx       \ 


P>.\EMPLES.  —  I.  —  Lorsque  les  équations  (87)  ne  renferraeat  pas  les 
variables  elles-mêmes  Xi,  mais  seulement  leurs  différentielles,  le  sys- 
tème équivalent  (38)  est  de  la  forme 

(38')        (/X2  =  udj\,       dx,.—fi{u)d.r-i,  ...,  dx„+i=f„-i(ti)dœi, 

fit  Jit  ■••)./«— 1  "e  dépendant  i|ue  de  la  variable  ;;.  Nous  avons  remarqué 
plus  haut  (n»  77)  que  ce  système  est  toujours  un  système  spécial.  On 
peut  donc  dans  ce  cas  obtenir  sous  forme  explicite  tous  les  systèmes 
de  fonctions  d'une  variable,  (jui  satisfont  aux  équations  {3-j).  Ce 
résultat  peut  être  géfléralisé  Considérons  un  système  de  y  équations 
{q  <  /l  -  1  ). 

(/(i)  K,((/,/-i,   ...,  dxn,  dx!i+i)  =  o,  ((■  =  I,  2,  ...,  (/). 

Si  l'on  adjoint  à  ce  système  n  —  q  —  1  équations  de  même  forme 

F,/+i(rfj?,,  ...,  ftef/+i)  =  0,   ...,   F,j_i  =  0, 

le  système  obtenu,  quelles  que  soient  les  fonctions  Fy+i,  ...,  F,j_i,  est 
de  la  forme  que  nous  venons  d'étudier.  On  peut  donc  aussi  trouver 
l'intégrale  générale  du  système  (4i)sous  forme  explicite,  avec  plusieurs 
fonctions  arbitraires. 

11.  —  Les  formules  générales  qui  donnent  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  courbe  gauche  à  torsion  constante  peuvent  s'écrire  (') 


"  =  /■ 
-  =  / 


du 

>  + 

11- 
d,> 

+  v'- 

I  + 

u- 

+  r-^ 

ml  II 

— 

udr 

I  +  "'  +  "- 


Il  et  u  étant  des  fonctions  arbitraires  d'un  paramètre/.  Pour  que  v,i/,  s 
puissent  s'exprimer  explicitement  en  fonction  d'une  variable  au.xi- 
liaire,  d'une   fonction    arbitraire  de   cette  variable,  et   de  ses  dérivées 

(i|  Darboux,  Lt'rons  sur  l(t  T/iéorte   <imt'rale  des  Surfaces,  tome  f,  1"^  édition, 
l'jti,  page  6/ . 
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ius(]u'à  un  ordre  fini,  il  faillirait  (')i|uo  le  sysli-iuo  de  l'fafF  éqiiivjilenl 
de  trois  équations  à  cini)  variables 

(      w,  =  (i  +  ;/2  _j_  „!j  fij.  —  du  =z  o, 
S     )     to,  =  (i  +  H*  +  <>')(/;/  —  (/v  =  o, 

'     w:,  =  (  I  -(-  «'  +  t'')  d:  —  vdu  -j-  udu  =:  o 

filt  un    système  spécial,  ou   ([ue  son  système  dérivé  fût   de  classe   inlé- 
lieure  à  cinq.  Or  on  a 

,  'AufdvSu  —  duSu) 

m',  s  — 


u}  +  V- 
,    _  •iu(dvSu  —  duSvl 

"-  ^  I  +  «'  +  '•' 

,    2(duit<  —  Sudi') 

'"  '  ""        >  +  «'  +  '•-        " 
(mod.  W|,  wj,  Mj). 

Le  système  dérivé  est  donc  formé  des  deux  équations 

ii|  =  W|  -|-  f)'.)3    =:  o,  lij  .=  M;  HWs  =^  o, 

d'où  l'on  tire 

dx  —  —  l'd:  +   Mu  +  Cdu, 
d\i  =  iid:  -\-  B,f/H  -(-  Cirfo, 

B.  C,  Bj,  C|  ne  dépendant  que  des  variables  a  et  v.  Ainsi  qu'on  l'a 
remarqué  plus  haut  (page  272),  ce  système  est  de  cinquième  classe,  et 
par  suite  le  système  S  est  un  système  Horiiial,  non  intégrable  explici- 
tement. 

Pour  ramener  le  système  S  à  une  forme  simple  (IX'),  on  peut  modifier 
la  méthode  générale  en  observant  que  les  deux  premières  équations  du 
système  forment  un  autre  système  de  classe  quatre,  dont  l'équalion 
dérivée  est 

(  I  +  «'  +  r-){ud  r  -\-  vdi/)  =  iidii  +  i)di<. 

En  posant 

(42)  u  =:  tg  fi  cos  «,       w  ^  ter  fi  sin  a, 

('(  Kii  effet,  les  cosinus  directeurs  de  la  biiiorrnalc  sont  respei'livemcn! 


V  1  -f-  u«  +  i)S  \  1  +  u'  +  II'  ;''+"'  +  "* 

si  .r,  y,  s,  s'exprimaient  explicitement  par  des  formules  de  la  forme  (n-j),  u  cl 
11  s'exprimeraient  aussi  explicitement. 
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cette  équation  devient 

f/p  ^  cos  adx  +  sin  o-dij, 

ce  qu'on  peut  écrire 

f/Y  =  Xda, 
en  posant 

(43)     .  \     X  =  ^.sin«-,ycos«, 

^  ^      1  =:  p  —  j;  cos  a  —  y  sin  a. 

On  a  ensuite 

f/X  ^  sin  «rf>r  —  cos  a.dij  +  (a;  cos  a  +  y  sin  «)  du. 
=1  ((î  —  Y)rf«  +  sin  a.dx  — cos  a.dy, 

et,  en  remplaçant  dx  et  di/  par  leurs  expressions  tirées  des  équations 
du  système, 

(/X  =  [»,  — sin^cos^  -Y]r/a. 

Enfin,  la  dernière  équation  du   système  S  devient,  après  ce  change- 
ment de  variables, 

dz  ^  sin^  pif/a. 

Le  système  donné  S  est  donc  ramené  à  la  forme 

rfY  =  Xrfa,       rfX  =  [P  — sin^cosp  — Y]f/«,       c/r  =  sin^  ^f/«, 

au   moyen  du  changement  de  variables  défini  par  les  formules   (42) 
et  (43).  On  obtient  l'intégrale  générale  de  ce  système  en  prenant  a  pour  ' 
variable  auxiliaire  et  en  posant 

(44)         Y  =/(«),       X  =/'(«),       13- sin  ^cos|3  =/(«)+/"(«), 

el  f  est  donné  par  une  quadrature. 


/ 


sin-  §(/«, 


P  étant  une   fonction  de  «  définie  par  la  troisième  équation   (44)>  où 
f{a)  est  une  fonction  arbitraire  ('). 

(')  Cf.  Cartah,   Annales  Scienlifi(/ues  de  t'Erole  Not-inatc  Supérieure,  3'  série, 
t.  XXVII,  igio,  page  lyg. 


CTÏAPITRE  VIII 

MULTIPLICITÉS  INTÉGRALES.  -  GENRE  D  UN  SYSTÈME 
DE  PFAFF    ' 


81.  Eléments  linéaires  d'ordre  quelconque. — Nous  allons 
d'abord  définir  certaines  multiplicités  formées  d'éléments  linéaires 
issus  d'un  même  point  A(.j'j,  Xi, ...,  x„)  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions. Considérons  l'ensemble  des  éléments  linéaires  issus  du 
point  A  dont  les  coordonnées  {d.r^.  dx^,  . . .,  dx^  vérifient  n — p 
relations  linéaires  et  homoçènes  distinctes  ;  nous  dirons,  en  conti- 
nuant à  employer  le  langage  de  la  géométrie,  que  cet  ensemble 
d'éléments  linéaires  est  un  élément  plan  P  à  p  dimensions.  Par 
exemple,  les  éléments  linéaires  intégraux  d'un  système  de  PfafF 
de  r  équations  forment  un  élément  plan  k  n—r  dimensions  (-). 
D'après  les  résultats  classiques  de  la  théorie  des  systèmes  linéaires 
et  homog-ènes  à  n  indéterminées,  tous  les  éléments  linéaires  con- 
tenus dans  un  élément  plan  à  p  dimensions  peuvent  se  déduire 
de  p  éléments  linéaires  de  cet  ensemble.  Désig'nons,  pour  abrég'er, 
pare,,  p,,  ...,  e^,  les  p  éléments  linéaires 

(rtej(i),  rfXj'»),  ....  dxW), 
(rfj-jC2),  f/a^o(-),  ...,  dx,P>),  ...,  (dx^'^P),  dXiW,  ...,  dxj^i')), 

et    jiar  c  ==).,?,  +  '/.^e^  +  ...  +  \Sp   l'élément  linéaire  dont  les 
n  coordonnées  sont 

\idxi(i^  +  )..//j-,(^i  +  . . .  +  lj,dxi'i>K  (/ =  I,  2,  ....  n). 

Nous  dirons  que  les  p  éléments  linéaires  e^.e^,  ...,e  sont 
distincts  s'il  est  impossible  de  trouver  des  valeurs  des  )./  non  toutes 
nulles,  telles  que  les  /(  coordonnées  de  l'élément  ).,e,  +  ...  +  ).  e 

(')  Lp  foml  de  ce  Cliapitre  est  l'œuvre  de  M.  Cartan.  J'ai  seulement  modi- 
fié ((uelques  démonstrations,  en  particulier  celles  qui  font  l'objet  du  n»  83. 

(«)  Pour  la  rommodité  des  notations  et  des  raisonnements,  nous  rei;ardons 
un  élément  linéaire  (rfj",,  </.<•„  ...,  rfj-n)  comme  une  multiplicité  ponctuelle  à 
une  dimension.  Un  élément  plan  à /<  dimensions  est  le  lieu  de  ■xP-^  éléments 
linéaires. 
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soient  nulles  à  la  fois.  Pour  que  p  éléments  linéaires  soient  dis- 
tincts, il  faut  et  il  suffit  qu'ils  n'appartiennent  pas  à  un  élément 
plan  à  moins  de  p  dimensions.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  ces  p  élé- 
ments p,,  ^2,  . . .,  e„  déterminent  un  élément  plan  P  à  p  dimensions 
qui  est  le  lieu  de  l'élément  linéaire  e,  quand  on  donne  aux  para- 
mètres >.,,  ...,  )>p  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles.  Il  est 
évident  que  tout  élément  plan  P  à  /:>  dimensions  peut  être  repré- 
senté de  cette  façon  d'une  infinité  de  manières  ;  il  suffit  de  prendre 
dans  cet  élément  p  éléments  linéaires  quelconques  e^,  e»,  ....  c^,, 
n'appartenant  pas  à  un  élément  plan  à  moins  de  p  dimensions; 
nous  représenterons  par  (ei,  e.,,  ...,  Bp)  l'élément  plan  défini  par 
ces  p  éléments  linéaires  distincts. 

Si  les  p  éléments  linéaires  e^,  e^,  ...,  pp  appartiennent  à  une 
multiplicité  plane  à  q  dimensions  ((/<^/3),  définie  par  les  q  élé- 
ments gj,  e,,  ...,  Cq,  l'élément  IjP,  +  ■  •  •  +  \^p  appartient  lui- 
même  à  cette  multiplicité. 

Nous  dirons  qu'un  élément  plan  Q  k  q  dimensions  est  contenu 
dans  un  autre  élément  plan  P  à  p  dimensions  [p  >  q),  si  tous  les 
éléments  linéaires  de  Q  appartiennent  à  P.  Pour  que  l'élément  Q 
soit  contenu  dans  l'élément  P,  il  faut  et  il  suffit  que  q  éléments 
linéaires  distincts  de  Q  appartiennent  à  P.  Inversement,  si  l'on 
prend  dans  un  élément  plan  P  à  p  dimensions  un  certain  nombre 
q  ~^p  d'éléments  linéaires,  distincts  ou  non,  ces  éléments  linéaires 
déterminent  un  élément  plan  contenu  dans  P,  et  qui  sera  à 
q  dimensions  si  les  q  éléments  linéaires  choisis  sont  distincts. 

Soient  P  et  Q  deux  éléments  plans  de  même  origine  ayant  respec- 
tivement p  et  q  dimensions.  Ces  éléments  plans  peuvent  avoir  des 
éléments  linéaires  communs;  nous  supposerons  qu'ils  aient  /'élé- 
ments linéaires  distincts  communs  et  /■  seulement  (e,,  e,,  •■■i  ^r)- 
L'élément  plan  R  déterminé  par  ces  r  éléments  est  contenu  à  la 
fois  dans  P  et  dans  Q,  et  tous  les  éléments  linéaires  communs  à  P 
et  à  Q  fout  partie  de  R  ;  car  si  P  et  Q  avaient  un  élément  linéaire 
commun  e,.-)-i  non  compris  dans  R,  P  et  Q  auraient  r  +  i  éléments 
linéaires  communs  distincts  Cj,  ...,  er,  er-\  i. 

L'ensemble  des  éléments  linéaires  qui  appartiennent  à  un  des 
deux  éléments  P  et  Q  ne  forme  pas  un  élément  plan,  mais  on  peut 
définir,  au  moyen  de  ces  deux  éléments,  un  nouvel  élément  plan 
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i[ui  renferme  tous  les  éléments  linéaires  de  F  et  tous  les  éléments 
linéaiies  de  O,  et  qui  est  contenu  dans  tout  antre  élément  plan 
jouissant  de  la  même  propriété. 

Supposons  P  défini  par  les  /)  éléments  linéaires  distincts 
(/',,  ^2,  ...,  e  ),  et  y  défiai  par  les  t/  éléments  linéaires  distincts 
{e'i,  e'o,  ...,  e'q);  l'élément  linéaire 

e  =  \ei  +  ...  +  \(;„  +  l\e\  +   .  . .  +  Vqe'q, 

lorsqu'on  donne  aux  coeFKcients  À,,  "/.',  tous  les  systèmes  de  valeurs 
possibles,  décrit  un  élément  plan  1*  +  O,  qui  est  au  plus  à 
p  +  ç  dimensions.  II  est  à  />  -\-  y  dimensions  si  les  p  +  </  élé- 
ments (',-,  e'i  sont  distincts,  c'est-à-dire  si  les  deu.x  éléments  V  et  O 
n'ont  aucun  élément  linéaire  commun,  ijorsque  P  et  (J  ont  /•  élé- 
ments linéaires  distincts  communs  et  r  seulement,  ou  peut  sup- 
poser P  et  O  définis  respectivement  parles  deux  systèmes  d'élé- 
ments linéaires 

P  (Cl.  Cj,  .  .  .,  fr,  e,.+u  .  .  .,  e,,), 

Q  (e,,  t»2.  ■  ■ ..  er,  e'rfi,  . .  .,e'q). 

Les/)  -\-  (j  —  /■  éléments  linéaires  e,,  ...,er,  er-\-i,  ■■■■,ep,e'r^  i,  ...,f',/, 
sont  distincts,  sans  quoi  les  éléments  plans  P  et  O  juraient  plus 
de  /'éléments  linéaires  distincts  comumns.  L'élément  c  écrit  plus 
haut  peut  aussi  être  représenté  par 

e=::|i,<»j+  ...-\r\^rer+]f-r+\er^.-i  +  -  • .  +  IV,,  +  jJ-'iCV+l  +  •••  +  !^V''V 

et  par  conséquent  décrit  un  élément  à  p  +  f/  —  /•  dimensions.  Tel 
est,  dans  le  cas  g-énéral,  le  nombre  de  dimensions  do  l'élément 
plan  P  +  Q  qui  vient  d'être  défini. 

Si  les  deu."C  éléments  plans  P  et  (J  sont  contenus  dans  un  autre 
élément  plan  ^î  à  cj  dimensions,  il  est  clair  que  l'élément  P  +  O 
est  aussi  contenu  dans  •$,  et  par  conséquent  on  a,  entre  les  dimen- 
sions de  ces  divers  éléments,  la  relation  p  +  f/   -  ''  -^  ^,  ou 

(i)  p  +  q-4i^  +  ''- 

On  déduit  de  là  i(ue,  si  deux  éléments  plans  P  et  (J,  d'ordies  p 
et  ff  respectivement,  apiiartionnont  à  un  élément  plan  d'ordre  N, 
tel  que  /)  -|-  y  >N,  les  deux  éléments  P  et  O  ont  en  commun  un 
élément  plan  <loiit  l'ordre  est  au  moins  é^al  à  p  -\-  q  —  N. 
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On  démontrera  de  même,  par  voie  de  récurrence,  que,  si  k  élé- 
ments plans  Pj,  ...,  P/^-,  de  dimensions  pi,  . ..,  pk,  ont  en  commun 
un  élément  plan  d'ordre  r,  et  sont  contenus  dans  un  élément  plan 
à  cj  dimensions,  on  a  l'inég'alité 

(.')  £/j,<(A7-i)^  +  r. 

Toutes  les  fois  que  la  somme  Zpi  est  supérieure  à  {k —  \)w,  on 
peut  donc  affirmer  que  les  k  éléments  P/  ont  en  commun  un  élé- 
ment d'ordre  S/>/  —  (/c  -  i)a  au  moins. 

Remarque  1.  —  Si  les  équations  d'un  élément  plan  à  p  dimen- 
sions ont  été  résolues  par  rapport  à  (/ôCj,^,,  ...,  dx,^,  par  exemple, 
il  figure  dans  ces  équations  p{ri — ■  p)  coefficients  arbitraires,  et 
deux  éléments  correspondant  à  des  systèmes  différents  de  valeurs 
de  ces  coefficients  sont  distincts.  Un  élément  plan  kp  dimensions 
de  l'espace  à  n  dimensions  dépend  doncdep(«  —  p)  paramètres 
arbitraires. 

Plus  g-énéralement,  soit  P  un  élément  à  p.  dimensions  ;  il  ren- 
ferme une  infinité  d'éléments  Q  à  q<ip  dimensions.  Pour  savoir 
de  combien  de  paramètres  dépendent  ces  éléments  Q,  supposons, 
comme  tout  à  l'heure,  les  équations  de  l'élément  P  résolues  par 
rapport  à  dx  ^^,  ...,  f/.r,j.  Pour  avoir  un  élément  Q  à  q  dimensions 
contenu  dans  P,  il  suffit  d'établir  p  —  q  relations  linéaires  et 
homogènes  entre  dxi,  ...,  dx^.  Ou  introduit  ainsi  (/ {p  —  q')  coeffi- 
cients arbitraires,  en  supposant,  par  exemple,  ces  équations  réso- 
lues par  rapport  à  c?J?q+i, ...,  dxp.  Les  éléments  plans  à  q  dimen- 
sions contenus  dans  un  élément  plan  à  p  dimensions  dépendent 
donc  de  q{p  —  q)  paramètres. 

Par  exemple,  un  élément  plan  kp  —  i  dimensions,  contenu  dans 
un  élément  à  p  dimensions,  dépend  de  />  —  i  paramètres. 

Remarque  II.  —  Soit  P  un  élément  plan  à  p  dimensions,  repré- 
senté par  un  sj'stème  d'équations 

Wj  =  o,         (1)2  =  0,    ...,    a),j_^=o, 

où  (0,,  (.).,,  ...,  «„_,,  sont  n — j)  formes  de  Pfaff  distinctes.  On  peut, 
d'une  infinité  de  manières,  trouver  p  nouvelles  formes  de  Pfaff 
x^,  ...,  ■;:     formant  avec  Wj,  m.,,  ...,  <i>,^_^.  un  .système  de  n  formes 
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linéairementdistinctes,  et  loiilo  Forme  de  PfiitVest  une  comli'maisoii 
linéaire  de  ces  n  formes.  Tout  élément  plan  O  ù  y  dimensions  est 
donc  représenté  par  un  .système  de  n  —  q  relations  linéaires  entre 
les  n  formes  w,-,  -/,-,  dont  les  coefficients  peuvent  être  des  fonctions 
quelconques  des  variables  a:;,-.  Pour  que  cet  élément  à  r/  dimensions 
renferme  l'élément  à  p  dimension.s  représenté  par  les  n  — p  équa- 
tions a>,-  =;  o,  il  faut  et  il  suffit  que  les  n  —  q  relations  qui  définis- 
sent l'élément  O  soient  vérifiées  identiquement  quand  on  y 
t'ail  M,  =  o,  . . .,  (o,,_p  =  o,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
^j,  x,,,  ...,  TT^j.  Il  faut  donc  que  les  formes  tOj,  ...,  a)„_j,  fit^'urent 
seules  dans  ces  relations.  Donc,  tout  élément  plan  Q  à  q  dimen- 
sions,  renfermant  l'élément  phm   P  ii  p  dimensions  défini  par 

les  n  — p  équations  w,-  ==  o  (/==  i,  2 n  —  /i),  est  défini  par 

un  système  de  n  —  q  relations  linéaires  distinctes  entre  les 
formes  w^,  ...,  ''>„_„. 

La  réciproque  est  évidente.  En  particulier,  tout  élément  k  p  -\-  i 
dimensions  renfermant  P  est  délini  par  un  système  d'équations  de 
la  forme 

^)^  __    «2  ^  __  l>l„_p 

A,  >5  ■■■  ).„__p' 

et  dépend  de  n — p —  i  paramètres. 

On  verrait  comme  tout-ii-l'heuro  que  tout  élément  à  y  dimen- 
sions renfermant  un  élément  k  p  <i  q  dimensions  dépend  en  i^éné- 
ral  de  (y  —  /')("  —  q)  paramètres. 

82.  Eléments  intég.''aux  d'ordre  quelconque.  —  Un  élé- 
ment intégral  h.  p  dimensions  d'un  système  de  Pfalf  est  un  élément 
plan  à  p  dimensions,  dont  tous  les  éléments  linéaires  sont  des  élé- 
ments intégraux  de  ce  système,  et  dont  deu.v  éléments  linéaires 
quelconques  sont  en  involution  relativement  au  même  système.  Un 
élément  de  cette  espèce  sera  représenté  par  Ej,,  l'indice  p  représen- 
tant le  nombre  de  dimensions.  Un  élément  du  premier  ordre  sera 
représenté  par  E,,  ou  par  la  lettic  e,  qui  peut  èlic  atlectéc  d'un 
indice  quelconque. 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  déiinition  que  tout  élément 
plan  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  contenu  dans  un 
élément  intégral  E_  e.st  aussi  un  élément  intégral.  Ces  éléments 
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intégraux  s'introduisent  naturellement  ilans  la  recherche  des  mul- 
tiplicités intégrales  du  système  de  PfafF.  Supposons,  en  effet,  que 
par  le  point  A{x^,  ...,  x^^)  de  l'espace  à  u  dimensions  il  passe  une 
intégrale  Mj,  définie  par  les  relations 

fi  =  0'     A  =  o,  ...,  /;_^  =  o. 

Tous  les  éléments  linéaires-  issus  de  A  et  appartenant  à  M  véri- 
fient les  n — p  relations  d/'^  =  o,  ...,  df^^_^^=o,  et  forment  un 
élément  plan  P  à  /3  dimensions.  Nous  savons  d'ailleurs  que  tous 
ces  éléments  linéaires  sont  deux  à  deux  en  involutiou  (n°  3). 
L'élément  plan  P  est  donc  un  élément  intégral  E^,.  Pour  qu'il  passe 
par  le  point  A  une  intégrale  à  p  dimensions  du  système  de  Pf'aff, 
il.  est  donc  nécessaire  qu'il  existe  au  moins  un  élément  inté- 
gral Ep  issu  du  point  A.  Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante. 

Pour  trouver  une  limite  supérieure  de  l'ordre  des  intégrales  d'un 
système  de  Pfaff,  on  est  donc  conduit  à  chercher  l'ordre  maximum 
des  éléments  intégraux  issus  d'un  point  quelconque  de  l'espace. 

Soit  gj  ou  El  un  élément  linéaire  intégral  ;  pour  déterminer  un 
élément  intég'ral  E^  passant  par  Ej,  il  suffit  de  lui  adjoindre  un 
autre  élément  linéaire  intégral  c,,  en  involution  avec  e^.\\  est  clair 
en  effet  que  tous  les  éléments  linéaires  )i,ei  +  \e„  sont  intégraux, 
et  que  deux  éléments  linéaires  quelconques  \e^  +  A^gj,  jj.,e,  +  lige? 
sont  en  involution,  car  les  covariants  bilinéaires  formés  avec  ces 
deux  éléments  sont  égaux,  à  un  facteur  près,  aux  covariants 
bilinéaires  formés  avec  les  deux  éléments  gj,  f.,.  Soit  E,  =  {e^,  e.^) 
l'élément  intég'ral  ainsi  obtenu. 

Pour  avoir  un  élément  intégral  E3  passant  par  E,,  il  suffira  de 
lui  adjoindre  un  élément  linéaire  intég'ral  e^,  n'appartenant  pas 
à  Ej,  et  en  involution  avec  c,  et  e.,.  Il  est  clair,  en  effet,  que  tous 
les  éléments  linéaires  lie,  +  AjP,  +  X^gj  sont  intégrau.x,  et  on 
montre  comme  tout  à  l'heure  que  deux  quelconques  de  ces  élé- 
ments sont  en  itivolution.  L'élément  intégral  E3  ainsi  obtenu  sera 
représenté  par  (gj,  e^,  e^)  ou  par  (Ej,  e^).  La  méthode  est  générale. 
Soit  Ej,  =  (ej,  gj,  ...,  gp)  un  élément  intégral  d'ordre  p,  déterminé 
pa.r  p  éléments  linéaires  intégraux  distincts,  e,,  62,  ■■■,  e^,  deu.x  à 
deux  en  involution.  Pour  obtenir  un  élément  intégral  E^,^,  renfer- 
mant  E  ,   il  faut    lui    adjoindre    un    nouvel   clément   linéairo   inté- 
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lierai  <'p+,,  n'dfj/Mirtuiiiiiil  pris  à  E^,  (|ui  soil  l'ii  invuldlldri  avci 
les /} éléments  e,,  Ci,  ••-,  '',,• 

S'il  n'existe  pas  d'élément  linéaire  intéi^ral  satisfaisant  à  ces 
conditions,  E^^  n'appartient  à  aucun  élément  intéarral  il'oidre  supé- 
rieur à  j). 

D'une  façon  ^^éuérale,  un  élément  intégral  E  est  déterminé 
par/)  éléments  linéaires  intégraux  distincts,  et  deux  à  deux  en 
involution,  i\,  e^,  ...,  e^.  Un  élément  linéaire  intégral  &,  qui  est  en 
iiivolution  avec  les /3  éléments  linéaires  p,,  Cj,  ..jCp  est  en  involu- 
tion avec  tous  les  éléments  linéaires  de  l'élément  E^  qu'ils  déter- 
minjïnt;  nous  dirons  que  &  est  en  involution  avec  E^.  L'ensemhie 
des  éléments  &  en  involution  avec  un  élément  E^  est  aussi  un  élé- 
ment plan  H(Ep),  que  l'on  appelle  Vêlement  polaire  de  E^.  Soient, 
en  effet,  p,,  e.,,  ...,  e  un  système  de  p  éléments  linéaires  distincts 
de  Ep.  Les  éléments  polaires  H(i?i),  ..  ,  H  (e^)  de  ces  divers  élé- 
ments linéaires  sont  évidemment  des  éléments  plans,  et  H{Ep)  se 
compose  des  éléments  linéaires  qui  appartiennent  à  la  fois  à  ces 
/>  éléments  plans  H  (e,)  ;  c'est  donc  aussi  uu  élément  plan.  L'élé- 
ment polaire  H  (E^)  de  l'élément  intégral  E^  contient  évidemment 
l'élément  E  lui-même  ;  il  a  donc  au  moins  p  dimensions,  et  s'il 
n'a  que  p  dimensions,  il  se  confond  avec  l'élément  E^  lui-môme. 
H  est  important  de  remarquer  que  H(Ej,)  n'est  pas  nécessairement 
un  élément  inlét!;ral  ;  le  cas  où  il  en  (^st  ainsi  stM'a  e.^caminé  plus 
loin  (n"  S7). 

83.  Détermination  des  éléments  intégraux.  —  Soit  Ep_, 
un  élément  intégral  d'ordre /j —  i,  déterminé  par  j) —  i  éléments 
linéaires  distincts  e,,  e.,,  ...,  ep_,.  Pour  obtenir  un  élément  inté- 
^:ral  Ep  renfermant  Ej,_p  il  faut  joindre  à  E^..;  un  élément  inté- 
gral f  ,  non  contenu  dans  Ep_,,  et  en  involution  avec  Ep_,.  Cet 
élément  e  doit  donc  api)artenir  à  l'élément  polaire  H(Ep_i),  et 
inversement,  en  adjoignant  aux  éléments  c,,  e-,,  ...,  ep_,  un  élé- 
ment t'p  appartenant  à  H(Ep_,)  et  non  contenu  dans  Ep_,,  on  déter- 
mine un  élément  E,)  renfermant  Ep_,.  Si  l'élément  polaire  H('Ej,_,) 
se  confond  avec  Ep_j,  il  n'y  a  pas  d'élément  intégral  E/,  conte- 
nant E__(.  Si  H(E  ()  est  un  élément  k  p  dimensions,  il  forme 
lui-même    un  élément  E^   renfermant  Ep_,,  et   c'est   le  seul  élé- 
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ment  E^  contenant  E^_,.  Prenons  enfin  le  cas  où  l'élément  polaire 
H(Ej,_i)  est  à  p —  I  +  Pp  dimensions  (')  {rp^  i).  Cet  élément 
H(Ep_,)  est  alors  déterminé  par  les  p —  i  éléments  e,,  e.^,  ...,  e.„_i, 
et  par  pp  éléments  ('.\,  .  . , ,  e',-  n'appartenant  pas  à  E/,_i,  les 
p  —  I  +  rp  éléments 

e,,  C,  ....  «„_.,       c\.  e'.,,  ...,  e'r 
étant  distincts,  et  tont  élément  &  de  H(E     ,)  est  de  la  forme 

&  =  \^e^  +  .  •  .  +  \,-\ep-\  +  p-je'j  +  . .  .  +  F-r^/V,- 

Soit  O  l'élément  plan  à  l'p  dimensions  déterminé  par  les  r^  élé- 
ments e'j,  e'o,  ...,  e'r  ;  cet  élément  Q  n'est  pas  nécessairement  un 
élément  intégral,  et  n'a  aucun  élément  linéaire  commun  avec  E„_i. 
Tout  élément  E^,  contenant  Ej,_j  est  déterminé  par  Ejj_,  et  un  élé- 
ment &  de  H(Ej„_,)  n'appartenant  pas  à  Ej,_j,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  Ejj_i  et  un  élément  e'  de  0.  En  effet,  l'élément  à  p  dimen- 
sions (Ej,_,,  (S),  où  «S  a  l'expression  écrite  ci-dessus, est  évidemment 
identique  à  l'élément  (Ej,_j,  e'),  où 

Tout  élément  E^  contenant  Ep_i  a  donc  un  élément  linéaire 
commun  avec  l'élément  O.  Il  ne  peut  avoir  plus  d'un  élément 
linéaire  commun  avec  Q.  Si,  par  exemple,  un  élément  E^,  avait  en 
commun  avec  Q  les  deux  élém.ents  e\,  e',,  les  /)  -(-  i  éléments 
Cj,  ...,ej,_i,  c'i,  e\  ne  seraient  pas  distincts,  contrairement  à 
l'hypothèse.  Les  éléments  Yi^  contenant  E  j  correspondent  donc 
d'une  façon  univoqué  aux  éléments  linéaires  de  l'élément  Q  à 
Tp  dimensions  ;  ces  éléments  Ej,  dépendent  donc  de  r^  —  i  para- 
mètres.        , 

Lorsque  r^  est  nul,  l'application  de  la  régule  conduirait  à  une 
valeur  négative  pour  le  nombre  des  pai-amètres  dont  dépend 
l'élément  Ej,  renfermant  Ej,_,  ;  nous  avons  vu  que  dans  ce  cas  il 
n'existe  pas  d'élément  de  cette  espèce.  Si  r^^  i,  nous  avons  vu 
qu'il  y  a  un  seul  élément  E^  contenant  E     , . 

(')  M.  Carlan  (lésig:ne  par  v,,  -f-  i  le  uombre  ijuc  je  désigne  par  Vp. 
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La  proposition  s'applique  aussi  pour/>=  i.  Uu  élément  d'ordre 
zéro  Ej  est  constitué  par  un  point  (j?,, ...,  jrj  ;  l'élément  [)olaire 
H (E(|)  se  compose  de  l'ensemble  des  éléments  linéaires  intégraux 
issus  de  ce  point.  Ces  éléments  linéaires  forment  une  multiplicité 
[lonctuelle  à  Tj  =^  «  —  r  dimensions,  et  les  éléments  linéaires  inté- 
graux qui  renferment  E^  dépendent  liien  de  i\  —  i  paramètres. 

Prenons  encore  /)  =  3.  Los  coordonnées  d'un  élément  linéaire 
intéj^ral  en  involution  avec  un  élément  linéaire  intégral  c,  doivent 
vérifier  les  ar  relations 

(0,- =  o,       w',=  o,  (/==  I,  ;i, . . .,  r). 

Si  Vêlement  c^  nesl  pas  un  l'dénienl  sinijiilicr,  les  r  équations 
(o'/ =  o  se  réduisent  à  *•  relations  distinctes,  .s-  étant  le  caractère  du 
système  (u"  71). 

Les  éléments  linéaires  intégraux  en  involution  avec  e,  forment 
donc  une  multiplicité  ponctuelle  à  n  —  r  —  s  dimensions,  et 
l'on  a  H  —  r  —  5=1  +  /'s,  ou 


Les  éléments  iutég'raux  Ej  qui  renferment  e^  dépendent  donc 
de  «  —  r  —  s  —  2  paramètres.  Si  n-:=  r  ■\-  s  +  2,  il  y  a  un  seul 
élément  intégral  Eo  passant  par  Cj  ;  c'est,  par  exemple,  le  cas  pour 
le  système  le  plus  général  de  deux  équations  il  6  variables  («  =  6, 
/':^s=:2).  On  le  vérifie  facilement  au  moyeu  dr  l'interprétation 
géométrique  du  n"  70. 

Si  l'on  a  «  •<  r  +  s  +  2,  un  élément  e^  non  singulier  n'appar- 
tient à  aucun  élément  intégral  Ej.  Tel  est  le  cas  d'un  système  de 
deux  équations  à  cinq  variables  et  de  classe  cinq  (n"  76)  ;  on  a 

n  =  5,       r  =  2,       s  =  2. 

Les  nombres  r^  vont  en  i/ii/iiniiaiil  (/naiif/  l'intlice  p  croil. 

Soit  Ep  un  élément  intégral  à  p  dimensions  et  E^.j  un  élément 
intégral  à  (/>  —  i)  dimensions  contenu  dans  E^.  L'élément 
polaire  H(E  )  à  p  +  r^+i  dimensions  est  évidemment  contenu  dans 
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l'élément  polaire  H(Ej,_,)  k  p — i  +  r^  dimensions,  car  tout  élé- 
ment linéaire  intégral  en  involution  avec  E^  est  aussi  en  involution 
avec  E  j.  On  a  donc,  entre  les  dimensions  de  ces  deux  éléments, 
i'inég-alité  /;  +  r^+j  <  /J  —  i  +  r^,  ou 

(2)  'V>''î>+i  +  I- 

Cette  inéoalité  subsiste  évidemment  si  r^^,  =0  ;  elle  s'applique 
aussi  pour  />  =  i  . 

La  différence  r^  —  r^^^  est  au  plus  égale  à  /■  +  i . 

Considérons,  en  effet,  un  élément  Ej,_,  et  l'élément  polaire 
H(Ej,_j),  qui  est  déterminé  par  Ep_j  et  par  r^  éléments  linéaires, 
que  nous  représenterons  par 


n'appartenant  pas  à  E^,_^.  Un  élément  K^^^  renfermant  l'élé- 
ment Ej„^(Ep_i,s)  s'obtient  en  adjoignant  à  Ej,  un  élément 
£'  =  >,)£,  +  .  .  .  -\-  ^r  -i^r  —1,  en  involution  avec  t.  Les  para- 
métres  A ,  Ir  _i   doivent  vérifier   /•  relations  .linéaires  qui   ne 

sont  distinctes  que  si  le  caractère  s  du  système  est  ég'al  à  r,  et, 
comme  ces  paramètres  y  figurent  d'une  façon  homogène,  l'élé- 
ment Ejjj.j  qui  contient  E^  dépend  au  moins  de  r^ — 2  — r  para- 
mètres distincts.  Ou  a  donc 

'■p  — 2  — ''<'V+i  — •' 
c'est-à-dii-e 

(3)  'V  — 'V+i  <'■+!• 

Il  est  à  remarquer  que  l'inégalité  est  évidente  si  /"j, —  /■  —  2  est 
négatif  ou  nul.  Elle  s'applique  aussi  pour  r^^^i  =0. 

Si  les  coefficients  du  système  S  sont  quelconques,  il  est  clair 
que  les  r  relations,  qui  expriment  que  les  éléments  z,  z'  sont  en 
involution,  sont  distinctes,  et  l'on  a  r^ — r,^^^z^r  -\-  i.  Dans  ce 
cas,  le  caractère  s  est  égal  à  r\  et  l'on  a  bien  7\ —  r,,  =  r  +  i. 

Remarquons,  une  fois  pour  toutes,  que  les  nombres  r^  allant  en 
diminuant,  on  finira  par  en  trouver  un  r^-t-i^o  (voir  n"  85).  Les 
nombres  r^^  d'indice  supérieur  k  (/  +  i  n'existent  pas.  On  suppose 
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loiijouis  (.laiis   k'>  raisoiiriiiiiciÉt^  (|iii'  l'iiiilico  fi  ost  iiiFiMiiMir  on  mu 
l.lus  è'^a\  k  !/. 

Il  existe  une  relalion  d'iiiénalitr'  In's  sim[)li'.  ciitic  trois  nombres 
consécutifs /"p, /'j,^,,  /'p ^2-  -^oil  Ep_,  un  ('lénienl  intégral  contenu 
dans  un  élément  intégral  Ep^.,=  (E,,  :,  z').  Les  deux  éléments 
Ep  =  (Ej,_,,:)  et  E'p  =  (Ep_,,  e')  .sont  distincts  et  contenus  dans 
Ep^,.  Soient  H (Ep_,),  H(Ep),  H(E'p),  H(Ep^,)  les?  éléments  polaires 
correspondants  de  ces  quatre  éléments  intégraux  ;  le  pn-mior  a 
/) —  I  + ''p  dimensions,  le  second  et  le  troisième  ont  p  +  i'p^i 
dimensions,  et  le  dernier  a  /)  +  i  4-  r^^j  dimensions.  Tout  élément 
e  de  H(Ep_^J  appartient  aux  deux  éléments  lI(Ej,)  et  H(E'^),  et 
inversement  tout  élément  commun  à  H(Ep)  et  H  (E'^)  appartient  à 
Il(Ep^j).  D'autre  i)art,  les  deux  éléments  H (E^),  H(E'p)  t'ont  partie 
de  H(Ep_[).  On  a  donc,  en  vertu  de  la  relation  générale  (i),  entre 
les  dimensions  de  ces  quatre  éléments, 

2iO  +  2/-^4.i  «=  /J  +  I  +  /-p^,,  +  />  —  I  +  /-p, 

inégalité  que  l'on  peut  encore  écrire 

(4)  '•p  —  ''p+i>fp+i  —  ''p+i- 

La  démonstration  s'applique  quel  que  soit  p.  pourvu  que  les 
nombres  Tp,  r^^^^,  Tp^.^  existent.  La  différence  r^  —  /-p^,  ne  peut 
donc  augmenter  avec  p. 

La  relation  (3)  est  elle-même  une  conséquence  de  l'inégalité  (4). 
I  )n  a  en  effet  r,  —  r,  =s  -{-  1  <^r  +  i ,  et  par  suite  r^  —  r^^^  ^r  +  \, 
quel  que  soit  p. 

Jiemarque  I.  —  Dans  la  définition  du  nombre  r  relalil'  à  mu 
élément  intégral  Ep_i,  nous  supposons  que  cet  élément  E  ,  isl  mm 
élément  arbitraire  de  cette  espèce.  Pour  certains  éléments  Ep  1 
choisis  d'une  façon  particulière,  il  peut  se  faire  que  les  éléments 
linéaires  en  involution  avec  Ep_j  forment  une  multiplicité  à  ])lus 
de  ^  —  1  +  /'p  dimensions.  De  tels  éléments  sont  aj)pelés  éléinentx 
singuliers.  Un  élément  E|,fa!i",  .r^",  ...,x,^)  peut  lui-même  être 
singulier,  si,  pour  les  coonlonnées  de  ce  point,  tous  les  détermi- 
nants d'ordre  r  déduits  du  tableau  des  coefKcients  du  système  de 
G.  Prob.  23 
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Pfaff  sont  nuls.  Les  éléments  linéaires  intégraux  issus  de  ce  point 
forment  alors  un  élément  plan  à  plus  de  n  —  r  dimensions. 

Bemarqiie  II.  —  Soit  V'  le  nombre  de  paramètres  dont  dépen- 
dent les  éléments  Hp+q  qui  renferment  un  élément  non  sing'Lilier  E^, 
en  supposant  bien  entendu  qu'il  existe  de  tels  éléments,  c'est-à-dire 
que  p  -{-  q  est  au  plus  ég-al  à  ff  (voir  n"  85).  Les  éléments  Ep+q-i 
qui  renferment  l'élément  E^  dépendent  par  hypothèse  del?~  para- 
mètres. Chaque  élément  non  sing'ulier  de  cette  espèce  appartient  à 
son  tour  à  oo  'P+'J-^  éléments  EyH  (/•  Le  nombre  Ip  est  donc  au 
plus  ég-al  à  I^~  +  rp+q  —  i  ;  mais,  pour  avoir  la  valeur  de  1^,  il 
faut  diminuer  le  nombre  précédent  du  nombie  des  paramètres 
dont  dépendent  les  éléments  Ep-^-q—x  qui  renferment  l'élément  Ej,  et 
appartiennent  à  un  même  élément  Ep-^-q.  Pour  évaluer  ce  dernier 
nombre,  il  suffit  de  raisonner  comme  plus  haut  (page  35o).  L'élé- 
ment Ep-\.q  est  déterminé  par  les  p  éléments  et,  e^,  ...,  e^  qui  déter- 
minent E^,  et  par  q  éléments  e',,  ...,  e'q  distincts  des  premiers. 
Soit  Q  l'élément  plan  à  q  dimensions  déterminé  par  les  q  élé- 
ments linéaires  e',,  ...,  e'q.  Un  élément  Ep+q_i  contenant  E^  et 
contenu  dans  Ep-\-q  est  déterminé  d'une  façon  univoque  par  un  élé- 
ment à  q — I  dimensions  contenu  dans  0.  Ces  éléments  Ep+f/—i 
dépendent  donc  de  q  —  i  paramètres  et  l'on  a 

ij, = ir'  +  '•p+î  -  •  -  ('^  -  •)  -=  ir' + rp+q  -  q. 

De  la  formule  I^^*  =  r^_^_^  —  i,  on  déduit  donc  par  récurrence 
la  formule  générale 

(5)     Il  =  ^p^_l  +  ...  -f  i-p+q  —  [i  +  2  -t-  ...  +  r/] 

'^^-H   +  ■  ■  ■   +  rp+r/ . 

En  particulier,  les  éléments  E^  qui  contiennent  l'élément  E„ 
dépendent  de 

(0)  ,,  +  ...  +  . ^_iii£-hi) 

paramètres. 

De  ce  qui  précède  résulte  la  possibilité,  au  moins  théorique,  de 
déterminer  les  nombres  l'p  par  des  calculs  linéaires,  et  de  former 
les    équations  des  éléments  intégraux  des    divers    prdres.   Nous 
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all()n>  iiiilii|iirr,  au  [iai"iyra|)lie  .siiivaiil.  commciil  h'S  calriils 
]ii'iiV(Mit  rlri'  «•I1itIih':>. 

84.  Calcul  des  nombres  /■,,.  —  Toui  iliincut  lui.  :;ial  li,  csi 
représenté  par  un  sysli-me  <le  n  — />  relations 

(K;,)  ro,  =0,        raj=:0,     .  .  .  ,  ri,,_p  =  O, 

rr,,  m,,.  ...,  vj,,_p  étant  n — p  formes  de  Pfaff  distinctes  ;  les  /■  formes 
(.),,  ...,  w,.  ([ui  fio-urent  dans  les  équations  du  système  S  font  |)artie 
des  précédentes,  ou  en  sont  des  combinaisons  linéaires. 

Pour  qu'un  élément  linéaire  intci^ral  (5j'j,  ...,  8.xJ  soit  en  invo- 
lution  avec  l'élénu'ut  K^,  il  faut  que  les  /■  équations 


soient  vérifiées  par  tous  les  éléments  linéaires  (dx^ ^f-"',,)  M"' 

satijjfont  aux  équations  de  E^,.  Si  on  onlonne  l'équation  w'.  z=  o 
par  rapport  à  r/x',,  ...,  </.r„,  elle  prend  la  forme 

(,/,  =  i2,,(5>/.r,  +  9.r2'&)dx^  +  ...  +  £2,„(8>/j?„  =  o, 

iî,i,  ....  12,,,  étant  de  nouvelles  formes  linéaires  eu  àxi,  3.r„,  ...,  9jc  . 
Pour  que  cette  é([ualiori  '/,=  o  soit  une  conséquence  des  équa- 
tions de  Rp,  il  faul  et  il  siillit  (jue  tous  les  déterminants  d'ordre 
n  —  Z'  +  I  déduits  tle  la  matrice  formée  par  les  coefficients  de 
d.i\,  ...,  (/a;,, dans  les  n — p  -j-  i  équations 

HT,  =:  O,     ....  rT„_|,  =  O,         (I)',  =  o 

soient  nuls.  En  prenant  successivement  /=i,  2,...,r,  et  en  adjoi- 
e^nant  les  r  relations  w,(r;)=o,  on  obtient  N  é(|uations  de  Pfaff 
distinctes  que  doivent  vérifier  les  Sx/  pour  que  l'élément  corres- 
pondant soit  en  involution  avec  E^.  11  suffira  de  remplacer  dans  ces 
équations  Sxi  par  dxi  pour  avoir  les  équations  de  l'élément 
polaire  H(E/)).  Cet  élément  avant  au  moins  p  dimensions,  puis- 
qu'il, contient  Ep,  le  nombre  N  est  au  plus  éfii'al  à  /i — p  ;  si  l'élé- 
ment Ep  n'est  pas  un  élément  singulier,  on  a,  d'après  la  définition 
du  nombre /'p+i,  n  —  N  =p -1- /-j,^,,  et  par  suite  rj,^,=:/7 — p  —  N. 
Lorsque  les  équations  de  E,,  sont  résolues  par  rapport  à  n  — p 
des  différentielles,  on  peut  opérer  plus  simplement.  Si,  par  e.\em- 
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pie,  on  a  résolu  ces  équations  par  rapport  à  d.r  ,  ...,  dx,^,  en 
remplaçant  dx^^^i,  ...,  dx,^  par  leurs  expressions  au  moyeu  de 
dXi,  ...,  dxp  dans  les  équations  aj',=  o,  on  aura  les  équations 
deH(Ep)  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dxi,  ...,  dxp  dans 
les  résultats  de  cette  substitution,  et  en  adjoignant  les  équations 

(.J,  =  0. 

Puisque  l'élément  polaire  H(Ey,)  contient  l'élément  Ey,,  les 
N  = /( — p  —  ''p+i  équations  de  cet  élément  sont  de  la  l'orme 
(n»  81) 

A/iro,      +     A,2TO0    +      .    .    .      +     A,',„_;;TO,,_/,    =    O,  (/=    I,    2,    ...,N). 

Tout  élément  E^^^,  renfeimant  E^,  est  lui-même  représenté  par 
un  système  d'équations  de  la  forme 

Pour  que  l'élément  plan  à /j  +  i  dimensions  représenté  par  ces 
équations  soit  un  élément  intégral  Ep^_j,  il  faut  et  il  suffit  qu'il 
soit  contenu  dans  l'élément  H(E/)),  c'est-à-dire  que  les  n  — p  para- 
mètres A/  vérifient  les  N  relations  linéaires  distinctes 

A/iA,  +  A/.P-.,  +  . . .  +  A/,„_/,A,_/,=  o,       (/  =  I,  2,  ...,  N).    ■ 

Il  y  a  donc  n  —  p  —  N^  rJ,_^_^  de  ces  paramètres  qui  restent  arbi- 
traires et,  comme  ils  figurent  d'une  façon  homogène  dans  les 
équations  de  E^^+i,  ou  voit  bien  que  ces  éléments  E^,^,  dépendent 
bien  de  /'  ^j  —  i  paramètres  arbitraires,  comme  on  l'a  reconnu 
directement. 

L'emploi  des  formes  symboliques  de  ilIlVérenlielles  permet  de  former 
d'une  façon  très  symétrique  les  équations  île  H(E,,).  Puisque  R,,  est  un 
élément  intégral,  on  a  les  /•  congruences 

f»t'/    =1    o,  (liHul.    rTi,    ÎTT^,        ..,    d^j ^j)j 

que  l'on   peut  éoiiT'e 

'■>'/  =   »  A,7,/,n/„nA-  +  U/iTT,  +.    .  +  îlipT:/,,        (i=  i,  2,  ...,  /•), 

7^1,  n-2,  .. .,  TTji  étant  des  formes  de  Pfaffqui  forment  avec  sj|,  njo,  ...,  a„_,; 
un  système  de   n  formes  distinctes,  et   les  formes  il,/,-  étant  des  combi- 
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naisons  linéaires  des  formes  cr ,  ra„_p.  Les  éléments  linéaires  inté- 
graux en  invohition  avec  E^,  vérifient  les  relations 

',),(';)  =  o,        LïihiS)  =  o, 

et  inverseinent.  Il  suffit  de  remplacer  iJ  par  d  pour  avoir  les  é(|ualions 
de  l'élément  polaire  H(Ep).  On  vérifie  bien  que  les  premiers  membres 
sont  des  combinaisons  linéaires  de  rai,  ...,  t^n—p-  Les  conditions  ijui 
expriment  (|ue  les  ii — p  équations  nri^o  représentent  un  élément 
intégral  de  S  expriment  aussi  que  fe  si/stème  S  fait  partie  du  .ii/s/ème 
dérivé  du  système  de  PfaffSi  des  n — p  équations  ra;  =o.  La  recherche 
d'un  système  S;  jouissant  de  cette  propriété  revient  donc  à  la  détermi- 
nation des  éléments  intégraux  de  S. 

L'application  de  cette  méthode  permet  de  déterminer  de  proche 
en  proche  tous  les  éléments  intégraux  d'un  ordre  quelconque  d'un 
système  de  Pfaff.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  système 
donné  puisse  être  résolu  par  rapport  à  ctej,  dx^,  ...,  dxr-  On 
aura  les  équations  arénérales  .d'un  élément  intégral  du  premier 
ordre  E,  en  adiois;'nant  aux  équations  de  S  les  «  —  r  —  i  équations 

dxr-jl    dxr+Z    dxn 


Aj  Aj  In — r 

où  \,  ..  ,  \n-r  sont  arbitraires  ;  pour  des  valeurs  quelconques  de 
ces  paramètres,  on  aura  un  élément  non  singulier. 

On  peut  ensuite,  en  appliquant  la  méthode  générale,  former  les 
équations  d'un  élément  E,,  contenant  E^  et  cet  élément  E^  dépen- 
dra de  Tj — I  nouveaux  paramètres.  En  continuant  ainsi,  on 
obtiendra  de  proche  en  proche  tous  les  éléments  intégraux  à  un 
nombre  quelconque  de  dimensions.  On  n'est  arrêté  dans  l'applica- 
tion de  la  méthode  que  si  l'on  arrive  à  un  élément  Ep  qui  est  iden- 
tique à  son  élément  polaire.  Il  est  clair  que  ce  procédé  permet  de 
former  les  équations  de  tous  les  éléments  intégraux,  singuliers  ou 
non  singuliers. 

Si  les  paramètres  dont  dépend  un  élément  Ep  ne  satisfont  à 
aucune  relation  d'égalité,  cet  élément  n'est  pas  singulier;  si  ces 
paramètres  sont  tels  que  l'élément  polaire  H(E/,)  ait  un  nombre  de 
dimensions  supérieur  au  nombre  normal  pour  un  élément  quel- 
conque d'ordre  /),  cet  élément  est  un  élément  singulier. 

Il  est  évident  que  l'on  n'a  que  des  calculs  linéaires  à  effectuer,  et 
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les  coefficients  des  différentielles  dxi  dans  les  équations  de  l'élé- 
ment Ep  le  plus  général  à  p  dimensions  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  certains  paramètres.  Le  nombre  des  paramètres  distincts 
dont  dépend  l'élément  E,)  a  été  calculé  plus  haut  (n°  83). 

85  Genre  d'un  système.  —  Considérons  la  suite  des  nom- 
bres Tj,  /',,,  ...,  /'y),  ...  qui  ont  été  définis  plus  haut,  et  qui  vont  en 
diminuant  avec  l'indice,  et  soit  r,j  le  dernier  de  ces  nombres  qui 
soit  différent  de  zéro.  Le  nombre  g  correspondant  s'appelle  le 
genre  du  .système  ;  pour  un  système  de  j»-enre  g,  la  suite  des 
nombres  l'p  s'arrête  donc  à  Pg  et  l'on  a  la  suite  d'inég'alités 

(7)  ''i  >  '"o  >  .  .  .  r,i-i  >  r,j  >  o. 

Le  nombre  suivant  r,/-f  1  serait  nul  ;  l'élément  polaire  d'un  élé- 
ment Ey  est  à  g  dimensions  seulement  et  se  confond  avec  E;,  lui- 
même,  rii  cet  élément  ne  satisfait  à  aucune  condition  particulière. 

Il  est  facile  d'avoir  une  limite  supérieure  du  nombre  g\  en  effet, 
puisque  les  nombres  r'p  vont  en  diminuant  d'une  unité  au  moins 
quand  on  passe  d'un  noml)re  au  suivant,  on  a  t^j;-.^^!  — {g  —  i), 
ou  rg  ^1}  -\-  i  —  r —  (/,  et,  comme  l'g  est  au  moins  égal  à  un,  on  a 
g  -^  n  —  /■,  résultat  évident  a  priori,  car  il  ne  peut  y  avoir  d'élé- 
ments intégraux  à  plus  de  n  —  r  dimensions.  Dans  le  cas  où 
g=n  —  r,  il  passe  un  élément  E„-r  par  chaque  point  de  l'espace 
et  un  seul,  et  le  système  est  complètement  intégrable.  On  peut 
confirmer  ce  résultat  en  observant  que  g  ne  peut  être  égal  k  n  — r 
que  si  toutes  les  différences  r^  —  z^+i  sont  égales  à  l'unité.  En 
particulier,  on  doit  avoir  /•,  =  ^j  +  '.  et  le  caractère  s  doit  être 
nul.  Inversement,  si  le  système  S  est  complètement  intégrable, 
deux  éléments  linéaires  intégraux  quelconques  sont  en  involution 
et  l'élément  polaire  d'un  élément  intégral  d'ordre  quelconque 
H(Ejj__j)  se  compose  de  l'ensemble  des  éléments  linéaires  intégraux 
issus  de  E„.  On  a  donc  p  —  i  +  rp  :^  n  —  r,  ou  rp  =  11  —  r  —  p  -]-  i. 
Les  nombres  /•,,  /".j,  /'j,  ..  vont  donc  en  iliininuaut  constamment 
d'une  unité  ius(|irau  dernier  r,/,  où  g  ^=  u — /■,  qui  est  égal  à 
l'unlti''. 

On  verra  un  ])eu  plus  loin  (p.  3(J2)  une  limite  inférieure  du 
nombre  g. 
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En  résumé,  pour  an  si/sléiiie  de  Pfnff  (jiiflcoïKfue,  il  existe 
une  suite  de  g  nombres  entiers  positifs  décroissants,  tels  que  : 

Par  un  point  /irttilraire  K,,  de  l' espace,  il  prisse  oo  i  élé- 
ments E,  ; 

Tout  é/cnieni  K,  non  sinriiilicr  appartient  à  vi   i      éléments  E^; 
Tout  élément  Ë„  non  sinj/ulicr  appartient  à  x    '       élénwntsE.j  ; 

Tout  élément  Eg-i  non  simjulier  appartient  à  oo  •'/  élé- 
ments Eg,  si  r,j  "^  1,  et  ii  un  seul  élément  E,j,  si  r^  =  i  ; 

Un  élément  Eg  non  simjulier  n'appartient  à  aucun  élé- 
ment Ey-fi, 

Cela  ne  sig'nifie  pas  qu'il  ne  peul  exister  d'éléments  intégraux  E„, 
à  plus  de  «7  dimensions;  mais,  s'il  existe  de  tels  éléments,  tous 
les  éléments  E,j  qui  y  sont  contenus  sont  des  éléments  singuliers. 
Nous  dirons  aussi  qu'un  élément  E,„,  dont  l'ordre  m  dépasse  le 
genre  du  système,  est  un  élément  singulier. 

Considérons,  par  exemple,  le  système  de  deux  équations  (n"  76) 

ojj  =  é/jTj  —  x.fd.i\  =  o,       w,  =  dx^  —  x-dx^  =  o  ; 
on  a,  pour  deux  éléments  en  involution, 

tù\  =  dXySXi  —  dxiSx.f  =  o, 
(./j  =  f/.Tjto,  — dx,^x^  =  o. 

Ces  deux  équations,  où  l'on  regarde  Sx\,  fj.r,,  J.Ej  comme  les 
indéterminées,  n'admettent  pas  d'autre  solution  i\\\o 

OXt     ^X3    SXj 

dxi  dxi         dx^  ' 

si  dx^  n'est  pas  nul.  Ce  système  est  donc  de  genre  un,  et  un  élé- 
ment intégral  arbitraire  E,  n'appartient  à  aucun  élément  Ej.  Mais 
si  l'on  a  (/o;,  =o,  les  deux  équations  o)',  =o,  (.)'2  =  o  se  réduisent  à 
une  seule  Sx^  =  o.  Par  chaque  point  de  l'espace  il  passe  donc  un 
élénuMit  du  second  ordre  Ej,  défini  par  les  équations  dXi  =  o, 
dx.2  =  o,  dx,^  =;  o,  quoique  le  système  soit  de  genre  un. 

D'une  façon  générale,  supposons  que  par  un  point  quelconque 
de  l'espace  il  passe  un  élément  intégral  E„^  et  un  seul  ;  le  genre  g 
du  système  est  au  plus  éa^al  à  m  et,  s'il  lui  est  égal,  le  si/stème  est 
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complètement  intéf/rable.  D'abord,  il  est  évident  que  le  ^enre  ff  ne 
peut  être  supérieur  à  m,  car,  si  l'on  avait  gr>  m,  chaque  point  de 
l'espace  appartiendrait  à  une  infinité  d'éléments  E„,.  Si  l'on  a 
g  z=m,  l'élément  E,/,  qui  passe  par  un  point  de  l'espace,  doit  con- 
tenir tous  les  éléments  linéaires  intégraux  issus  de  ce  point.  On  a 
donc  ff^=n  —  r,  et  nous  venons  de  remarquer  que,  dans  ce  cas,  le 
système  est  complètement  intég'rahle. 

Ceci  conduit  à  g-énéraliser  la  définition  donnée  plus  haut  (n»  83) 
des  éléments  sing'uliers.  M.  Cartan  dit  qu'un  élément  E^  estsing-u- 
lier  s'il  appartient  à  un  élément  E^+i,  qu'un  élément  E^—i  est  sin- 
gulier s'il  appartient  à  plus  de  oc  s  éléments  E^,  ou  si  tous  les 
éléments  E,/  auxquels  il  appartient  sont  singuliers,  ...  qu'un  élé- 
ment Eq  est  singulier  si  par  ce  point  passe  plus  de  oo  i  élé- 
ments E,,  ou  si  tous  ces  éléments  linéaires  sont  singuliers. 

Les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  un  élément  intégral 
singulier  étant  des  conditions  d'égalité,  il  est  clair  que  l'on  peut 
toujours,  et  d'une  infinité  de  manières,  trouver  une  suite  d'élé- 
ments intégraux 

Eo.  E,,  ...,  E,, 

tels  que  chaque  élément  appartienne  au  suivant,  et  qu'aucun  d'eux 
ne  soit  singulier.  Si  tous  les  éléments  d'une  multiplicité  inté- 
grale Mp  {p^ff)  sont  des  éléments  non  singuliers,  on  peut 
affirmer  que  par  Mp  il  ne  passe  aucune  intégrale  à  plus  de 
(/dimensions.  Nous  verrons  un  peu  plus  loin  que  par  Mp  il  passe 
au  moins  une  intégrale  M,j. 

86.  Caractères  d'un  système.  — Soit  S  un  système  de 
genre  g .  De  l'inégalité  (4)  on  déduit  que  les  nombres  r^  —  r.,—  i. 
r-i  —  '"il  —  I,  •••,  'V-i  —  r,j  —  I,  r,,  — ^  I,  dont  aucun  ne  peut  être 
négatif,  forment  une  suite  décroissante 

(8)       r,  —  r,  —  I  >  /"s  —  r,  —  i  J>  ...  ^  r,j-i  ~  r,, —  i  ^  r,^  _  i  ; 

la  dernière  inégalité  s'obtient  en  faisant  p^=g—  i,  /V/f  i  =^  o  dans 
la  relation  (/(). 

Les   nombres  de  celle   suite   ont  été   appelés   par  i\f.  Carlan   les 
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(•(iractéri'K    .successifs  tlu    svstiiiic  S,    ol    on    les    désiariie   par    la 
lettre  s, 

.V,  =  r,  —  /■,  —  I , 


('.») 


■'!/-l  =  'V-l  —  /"ff  — 
A\/  /*/»  I  , 


et  les  iuL'ijalités  (^8)  peuvent  s'écrire  d'une  façon  abrég'ée 

(8')  .V,  >  .9j  >.?.,>...>  sy-i  >  «?  ; 

.Sp  le  premier  caractère,  est  identique  au  caractère  s  défini  plus 
haut,  s,  est  le  second  caractère,  ...  Il  y  a  g  caractères  pour  un  sys- 
tème de  genre  gr.  Quelques-uns  de  ces  caractères  peuvent  être  nuls  ; 
mais  si  s.j  est  nHl(v  <C  g),  tous  les  caractères  suivants  s.^^i,  ...  jus- 
qu'à s,j  sont  nuls  aussi. 

En  ajoutant  les  formules  (9)  membre  à  membre,  il  vient 

*'i  +  Sj  +  ■  ■■  +  s,,=ri—ff  =  n—  r  —  ff, 

et  l'on  en  tire 

(10)  ,j —  n  —  r  —  (s,+s^+ ...  +s,/). 

Si  on  pose  r=.S5,  cette  formule  devient 

(10')  f/  =  n  —  (.Sp  +  .Vi  +  . .  .  +  s,j). 

Prenons,  par  exemple,  un  système  de  deux  équations  à  6  varia- 
bles sans  élément  caractéristique.  On  a  /(  =  6,  r  =  2,  S(  =  2, 
r^  =  n  —  r=zli,r2^r\  — •  i  —  s,  ^  i,  et  par  suite  ^  =2,  «2^  0. 
Le  système  est  de  genre  deux,  comme  on  devait  s'y  attendre 
d'après  ce  qui  a  été  dit  antérieurement  (n"^  70,  83). 

Lorsqu'un  système  est  complètement  intégrable,  tous  les  carac- 
tères sont  nuls,  et  inversement.  Il  .suffit  d'ailleurs  que  le  premier 
caractère  soit  nul  pour  que  tous  les  autres  soient  nuls  aussi. 

D'après  l'inégalité  (3),  tous  les  caractères  successifs  sont  au 
plus  égau.K  à  /•,  et  l'on  a  les  inégalités 

'"1  —  ''2  -^  ''  +  I .       /'.  —  r..  -<  r  +  I r,,-\  —  r,,  <<  r  +  i , 
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et  par    suite    r,  —  r,f  ^  {r  +  i){r/  —  i),    ou,   en    remplaçant   r^ 
par  77  —  r, 

(il)  rq—i^n  —  c/^r+i). 

Si  le  nombre  q  ne  dépasse  pas  le  quotient  entier  de  77  par  r  +  i, 
r,/  —  I  est  positif,  et  par  suite  le  système  est  au  moins  de  genre  q . 
Donc,  le  genre  dun  système  de  Pfaff  est  au  moins  égal  an  quo- 
tient, à  une  unité  près,  du  nombre  des  variables  par  le  nombre 
des  équations  augmenté  d'une  unité. 

Si  les  coefficients  du  système  S  sont  quelconques,  les  inég'alités 
précédentes  doivent  être  remplacées  par  des  ég-alités.  Soient  q  le 
quotient  de  la  division  de  n  par  (/■  -\-  i),  k  le  reste  ;  ona.  g=:q, 

ri  =  n —  r, 

r^=n  +   1—2(7-+  l),  ...,/7yr=77+  I  —  (7(7-+  i)=A-+  I, 
Si=S.,=  .  .  .^Sq-\=r,    -    Sq^k. 

En  particulier,  s'il  y  a  une  seule  équation  u  =  o,  le  genre  est  le 
quotient  du  nombre  des  variables  par  2  ;  il  est  égal  à  p  s'il  y  a  2/) 
ou  ip  -\-  1  variables,  en  supposant  bien  entendu  que  les  coeffi- 
cients de  w  ne  satisfont  à  aucune  relation  d'égalité  particulière 
(Cf.  n»  6). 

87.  Systèmes  de  première  espèce.  —  M.  Gartan  appelle 
systèmes  de  première  espèce  les  systèmes  pour  lesquels  le 
r/'«™* caractère  Sg  est  nul.  Supposons,  d'une  façon  plus  générale,  que 
tous  les  caractères  à  partir  de  .s',^  {'^•^ff)  soient  nuls,  le  carac- 
tère s,^_j  n'étant  pas  nul  : 

S.j_i  >  O,         .<,_,  =  S,^_|_j  ^   .  .  .   ^  Sy  =  o. 

Les   nombres    r^,  r,.^,  ...  allant  en  diminuant  d"une  unité,  on  a 

'"v+i  =''-.  —  •'        '\+i  =  '"v  —  2.  •  ■ ,-  '"r?  =  '"v  —  (^  —  ^), 
et  puisque  r,j  =  i,  on  a 
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Le  plus  petit  nombre  entier  v  tel  que  le  caractère  correspondant 
soit  nul  est  le  yenrc  vrai  du  système. 

Soit  E^_,  un  élément  int(''e;Tal  non  siut!;iilier  ;  l'élémenl  polaire 
HrEy.))  est  à  r.j  +  v  —  i  =ff  dimensions.  Cet  élément  lUR.j_A 
est  un  élément  intég'ral  E^.  Soient,  en  effet,  t,  t'  deux  éléments 
linéaires  quelconques  de  H/Ej,_,')  n'appartenant  pas  à  E._,_i,  E^  et  E'„ 
les  deux  éléments  E.^  =  (E„_,,  e),  E'._,  =  (E._,_i.  e'),  les  éléments 
polaires  H^E.^V  H^E',,")  sont  à  v  -f  r.j_j_,  ^  v  —  i  -\-  r.^  :=  r/  dimen- 
sions, et  sont  contenus  dans  nCE.j_i  )  qui  a  le  même  nombre  de 
dimensions.  Ils  se  confondent  donc  avec  H(E,^_,)  et  par  suite  sont 
identiques,  de  sorte  que  deux  cléments  quelconques  s,  t'  de 
H(E._,_j)  sont  en  involution.  Par  tout  élément  intégral  £„_.  non 
sinfjulier,  il  passe  donc  un  seul  élément  intégral  E,,,  qui  se  con- 
fond avec  l'élément  polaire  H('E,^_i)  ;  il  ne  peut  y  avoir  un  autre 
élément  E',/  contonant  E.^_,,  car  tous  les  éléments  linéaires 
de  E'y  doivent  l'aire  partie  de  H( £._,_,  ). 

Inversement,  supposons  que  l'éiémenl  polaire  d'un  élément  iiité- 
n:ral  E,^_|  non  singulier  soit  un  élément  inlég'ral  E^  (j7  >  v).  En 
ajoutant  à  E^_j  un  élément  s  de  E,/  n'appartenant  pas  à  E.^_j,  on 
obtient  un  élément  Intég'ral  E,j  ==  (E,j_,,  cV  dont  l'élément 
polaire  H^E.A  se  confond  avec  E,/.  On  a  donc  aussi 

•'-'+'*■.  =  ''+    ''v+P 

et  par  suite  .<;,  =o;  on  démontrerait  directement  de  la  même 
façon  que  tous  les  caractères  suivants  sont  nuls.  Le  genre  du  sys- 
tème est  (f  puisque  tout  élément  linéaire  en  involution  avec  Eg 
appartient  à  cet  élément.  Le  genre  vrai  est  au  plus  ég'al  à  v, 
car  A',^_i,  ■'>\^_2i  ■••!  peuvent  aussi  être  nuls. 

Les  si/stèmps  de  Pfaff  pour  lesquels  il  existe  des  caractéris- 
tiques sont  de  première  espèce.  Supposons  que  chaque  point  de 
l'espace  soit  l'origine  de  y  éléments  linéaires  caractéristiques 
distincts,  c'est-à-dire  en  involution  avec  tous  les  autres  éléments 
linéaires  intégraux  de  même  origine  (n"  66).  L'ensemble  de  ces 
éléments  caractéristiques  forme  un  élément  plan  à  y  dimensions, 
qui  est  évidemment   un  élément  intégral  E   .  Soit  g   le    arenri'  du 
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système  ;  tout  élément  Eg  non  singulier  contient  l'élément  E.  de 
même  origine.  En  effet,  si  z  était  un  élément  caractéristique  n'ap- 
partenant pas  à  E,y,  l'élément  Ej^+i  =  (E^,  s)  contiendrait  E,,.  Si  E,j  se 
confondait  avec  E  ,  tous  les  éléments  linéaires  intégraux  seraient 
caractéristiijues,  et  le  système  serait  complètement  intégrable. 
Soit  g=^y-j-g']  un  élément  Ey  non  sing-ulier  est  déterminé 
par  E  et  par  (7' éléments  linéaires  non  caractéristiques  Ci,  e^,  ...,p,j'. 
L'élément  E,/i  =  (ej,  e,,  .. .,  eg')  est  un  élément  intégral  contenu 
dans  Ef/,et  son  élément  polaire  H(E(^i)  se  confond  avec  E^,  car,  s'il 
contenait  un  élément  z  n'appartenant  pas  à  E^,  l'élément  (E^,  t) 
serait  un  élément  intégral  Egj^i  renfermant  E^,  ce  qui  est  contraire 
à  l'hypothèse. 

Nous  venons  de  voir  que  le  caractère  Sg<^i  sera  nul,  et  par  suite 
le  genre  vrai  d'un  système  de  genre  g  est  au  plus  égal  à 
g'  -\-  1  ^  g  —  y  +  I,  si  ce  système  admet  des  multiplicités 
caractéristiques  à  y  dimensions. 

On  a  vu  plus  haut  que  tout  système  de  Pfaft'  h  n  variables  et  de 
classe  n — y  =  "'  P^ut  être  écrit  de  telle  façon  qu'il  n'y  figure 
que  n'  variables  et  leurs  différentielles.  Pour  ne  pas  multiplier  les 
notations,  nous  supposerons  ce  changement  de  variables  effectué, 
de  telle  sorte  que  les  n'  variables  j"^,  a;,,  ...,  x,,'  figurent  seules 
dans  les  r  équations  du  système  S 


Ce  système  S  peut  être  envisagé  de  deux  façons,  suivant  qu'on 
le  considère  comme  définissant  une  famille  d'éléments  linéaires  E, 
dans  l'espace  à  n  dimensions  (3?^,  ...,  a?,J  ou  comme  définissant  un 
système  d'éléments  dans  l'espace  à  «'  dimensions  (ce,,  x^,  ...,  Xn')- 
Quand  le  système  sera  envisagé  à  ce  point  de  vue,  nous  le  dési- 
gnerons par  S'. 

A  to.ut  élément  intég'ral  Ej  de  S  correspond  un  élément  E\  et 
un  seul  de  S',  sauf  si  l'on  avait,  pour  cet  élément  Ej,  dx^  =  o,  ..., 
dx,,'  =  o.  Inversement  tout  élément  intégral  E\  de  S'  est  la  pro- 
jection dans  l'espace  à  «'  dimensions  de  oc^  éléments  intégraux  E, 
de  S,  car  on  peut  choisir  arbitrairement  les  valeurs  de  f/j:;„^,, ..., 
dx„.  Plus  g-énéralement  k  tout  élément  intéarral  Ep  de  S  correspond 
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un  élément  intégral  E'p  de  S'  si  les  coordonnées  de  cet  élément  E^ 
ne  véritieiit  aucune  relation  d'ég-alité.  Soient 

Sx,,  ...,  Sx,,,       Sxn'+i,  ••-,  5a;„ 

les  coordonnées  d'un  élément  inté;^ral  e  du  système  S  en  involulion 
avec  E/,  ;  l'élément  correspondante'  du  système  S' (iJ.e,,  ...,  3x„'j 
est  en  involulion  avec  E'/,. 

Le  lieu  de  l'élément  e  est  un  éli'nienl  [ilan  ll(Ky,jà  //  -f  /-/j  dimen- 
sions dans  l'espace  à  ii  dimensions  ;  le  lien  de  l'élément  e'  est  un 
élément  plan  H(E'p)  à  p  +  r),  dimensions  dans  l'espace  à  «'dimen- 
sions. Mais  la  différence  rp  —  r'^  doit  être  égale  à  n  — //'  =  y,  car 
les  relations  qui  expriment  que  l'élément  e  est  en  involution 
avec  Ey,  ne  renferment  que  SJC^,  ...,  Sœni,  tandis  que  Sxn'+i,  ■•■,  Sx,, 
restent  arbitraires. 

On  a  donc,  pour  le  système  S', 

r\  =  r\  —  Y,        /-'a  —  /■.,  —  y,    .  .  . ,   /■',,  =  />  —  y 

Le  genre  du  système  S'  est  diminué  de  y  unités,  mais  les  carac- 
tèies  s',,à'.,,  ...,  a'     ,   sont  écaux  respectivement  à  s,,  .«o,  ....  s 

Considérons,  en  particulier,  •  un  système  formé  d'une  seule 
équation  à  2p  -|-  i  variables  et  à  coefficients  quelconques.  Il  suffit 
de  faire,  dans  les  formules  g-énérales  du  n"  86,  n^?.p  -\-  i,  r^  i  ; 
le  i^enre  (j  est  éq'al  à  p,  et  l'on  a 

r^=^2p,       /■2=2/3— 2,    ...,  i-p^^a, 

L'ne  équation  de  Pfati'  k  n  variables  et  de  classe  a/j  4-  i  <  « 
l'ornif  un  système  de  première  espèce  pour  lei[uel  on  a 

g  =  n—p  +   I. 

I..es  p  premiers  caractères  sont  ég-aux  à  l'unité,  et  les  suivants 
sont  nuls. 

88.  Théorème  d'existence.  —  Après  avoir  étudié  la  compo- 
sition des  éléments  intégraux  d'ordre  quelconque,  il  nous  reste  à 
examiner    la   question  essentielle.    Etanl   donné    un    système    de 
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Pt'aff  S  de  genre  ff,  peut-on  assembler  les  éléments  intégraux 
d'ordi'e  p  (p^ff)  de  façon  à  obtenir  une  multiplicité  intégrale  M^, 
et  quel  est  le  degré  d'indétermination  du  problème?  Nous  ne  nous 
occuperons  que  des  intégrales  Mp  non  singulières,  c'est-à-dire  dont 
tous  les  éléments  Ep  ne  sont  pas  des  éléments  singuliers. 

Il  est  évident,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué  à  plusieurs  reprises, 
que  le  système  S  admet  une  infinité  d'intégrales  à  une  dimen- 
sion Ml,  dépendant  de  fonctions  arbitraires  d'une  variable,  qui 
s'obtiennent  par  l'intégration  d'équations  différentielles  ordinaires, 
quand  on  a  choisi  ces  fonctions  arbitaires.  Comme  toute  inté- 
grale Mjj+j  renferme  une  infinité  d'intégrales  Mp,  on  est  conduit  à 
se  poser  le  problème  inverse,  c'est-à-dire  à  rechercher  les  inté- 
grales M^^j  passant  par  une  intégrale  Mp,  le  nombre  p  étant  sup- 
posé inférieur  à  g.  Le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Cartan,  est 
fondamental. 

Par  toute  intégrale  non  singulière  Mp,  il  passe  au  moins  une 
intégrale  My_,_i,  si  le  genre  du  système  est  supérieur  à  p.  Il  en 
passe  une  et  une  seule,  si  chaque  élément  intégral  Ej,nonsingulier 
appartient  à  un  élément  intégral  Ej^_^^  et  à  un  seul.  Il  en  passe 
une  infinité  dépendant  de  ^  fondions  arbitraires  de  p  +  i  argu- 
ments, si  chaque  élément  intégral  non  singulier  Ep  appartient 
à  ocP  éléments  intégraux  Ep_j.i. 

Le  nombre  p  est  identique  à  /'^^|  —  i,  r^^^^^  étant  le  nombre 
défini  plus  haut  (n"  83). 

Soient  Ep"  iin  élément  particulier  non  singulier  de  Mp,  et 
Xi',  ...,  x^  les  coordonnées  du  point  de  l'espace  à  n  dimensions 
d'où  est  issu  cet  élément.  Comme  nous  ne  considérons  que  des 
multiplicités  analytiques,  nous  pouvons  supposer  que,  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  n — p  des  coordonnées  d'un  point  de  M^, 
sont  des  fonctions  holomorphes  des  p  autres  coordonnées,  que 
nous  appellerons  x^,  x^,  ...,  Xp,  de  sorte  que  la  multiplicité  Mp  est 
représentée  par  le  système  d'équations 
(12)  Xj,^^=^<lf[x^,  ...,x,), 

'^jO  +  2=^'-pl('^l'    •••'  •^1')-'     ■  ■  •l'^«  =  'f'/l-))-l('^l'   •••1  •^/i)- 

Toute  multiplicité  Mj,^.i  passant  par  M,,  peut  être  définie  en  se 
donnant  x^^^,  ...,  x,,  en   fonction  de  Xi,  ...,  Xp,  et  d'une  autre 
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v.ariable  œ',  ces  fonctions  étant  telles  qu'elles  se  réduisent  aux 
précédentes  o,  cp,,  ...,  quand  on  prend  pour  j;'  une  l'onction  conve- 
nable de  Xi,  X2,  ...,  Xp.  Il  est  évidemment  permis  de  supposer  que 
cette  variable  x'  est  une  des  variables  XJ,^^,  ...,  x^,.  Nous  suppose- 
rons, pour  fixer  les  idées,  que  c'est  x^^^  et,  pour  plus  de  clarté 
dans  les  notations,  nous  remplacerons  x^,^^  par  9(,.r,,  ...,  .r^,)  4-  x, 
et  nous  désignerons  les  variables  or^+j,  ...,  x,,  par  r,,  ;.,,  ...,  £■„,, 
le  nombre  m  étant  égal  à  n — p —  i.  Avec  ces  notations,  les  varia- 
bles qui  fig-urent  dans  le  système  S  sont 

la  multiplicité  intégrale  ^M^,  coiuiue  est  représentée  par  le  système 
d'équations 

(i3)       X  =  0,        s^  —  'fi('^i,  ...,  Xj,),    ....  f„,  =  ?„.(-J?i,  •••,  X,,), 

et  toute  multiplicité  Mp+,  renfermant  M^,  est  à  son  tour  représentée 
par  les  m  équations 

(i4}         5,  =*,(j",  Xi,  ...,  Xp),  .  .  .,  J,„  = 'I'„,(-ï'.  J^i,  ■••,  ^/.)' 

les  //(  fonctions  <^l,  ...,  *„,  devant  se  réduire  à  9,,  ...,  ■^„,  respecti- 
vement pour  x  =  o,  et  étant  holomorphes  dans  le  domaine  du 
point  a:  =  o,  a?!  =  x^".  ...,Xp  =  Xp". 

Pour   exprimer  que   les   équations  (i4)  représentent  une  inté- 
grale Mp+i,  on  peut  écrire  que  tout  élément  Ep+i  de  cette  multipli- 
cité est  un  élément  intégral   du    système.  Or  tout  élément  E^+i 
de  My,+i  est  défini  par  les  /)  -f-  i  éléments  linéaires  distincts 
f/.ri  d.ri  dx„         dx 


dxi  dxï  dXf,  rf£ 


rfr,  _ 

_  dz„ 

ix 

Zx 

dz,  _ 

3-m 

zxi 

JXi 

DJ7„ 

dZm 

zx„ 

dx,  d.r-,  dxv,         dx 


Ces  p  -I-  1   éléments  linéaires  doivent  être  intégraux  et  deux  à 
deux  en  involution. 
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Soient 

iiiO'-)  =  akdx  4-  aicidx^  +  ...  -f-  a/,p(i.Cp  +  b/.ich^  {-...+  Oumdzm^o 

les  /'  équations  du  système  S.  Nous  [)oserons 

o/.)  =  a,,  +  i/,1  ^  +   .  .  .  +  6a-,„  ^^  , 

les  A'(/J  +  i)  équations  £2j|(''')^o,  n,(''')  =  o  sufûsent  pour  exprimer 
que  M;,+i  est  une  multiplicité  intégrale  du  système.  Mais  on  peut 
leur  adjoindre  immédiatement  celles  qui  e.xpriment  que  les /5  +  i 
éléments  e,  e^,  ...,  ep  sont  deux  à  deux  en  involution,  et  qui  se 
déduisent  des  premières.  Ces  relations  peuvent  s'écrire  sous  l'orme 
abrégée 

£2oi*'^'  =  — 5 ' —  =  0.  (A-  =  1 ,  2 ,  . . . ,  /•), 

12,-.'/.)=: '. i —  =  0,  U,  /  =  I,  2 n), 

le  symbole  -^indiquant  une  dérivation  par  rapport  à  .t,-,  quand 

ou  y  regarde  z^,  s.^, ...,  s„^  comme  des  fonctions  des  p  +  i  variables 
indépendantes  a;,  Oîi,  ...,  Xp.  Nous  partagerons  ces  équations  en 
deux  groupes,  le  premier  ne  renfermant  pas  les  iî„'''i, 

(I)  a,(*)=o,      a,7(*)  = ^ — ^o,      (, /,^i,2,  ...,p); 

les  équations  de  ce  groupe  expriment  que  les  p  éléments  e^,  e^, 
. .  . ,  Cp  sont  intégraux  et  deux  à  deux  en  Involution. 
Les  équations  du  second  groupe 

(II)  il„(ft)  =.  o,        ajl'}  ^  _A^ __  =  o, 

expriment  que  e  est  un  élément  intégral  en  Involution  avec  les 
p  éléments  linéaires  gj,  e^,  ...,  Sp. 

Si  les  relations  du  groupe  (1)  sont  vérifiées,  l'élément  k  p  dimen- 
sions défini  par  les  p  éléments  linéaires  i\,  e.^, ...,  ep  est  un  élément 
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inléj^ral  Ey,  du  système  S.  Les  é(iuations  (II)  que  doit  vérifier  l'élé- 
ment e  pour  former  avec  Ey,  un  élément  iiitéi^ral  E^jn  sont  donc 
compatibles  si  les  équations  (I)  sont  vérifiées  et  se  rédui-<ent  à 
m  —  p  équations  distinctes,  puisque  l'élément  c  doit  dépendre  [)ar 
hypothèse  des  p  paramètivs  arbitraires.  (Jes  équations  (11)  jjeuviMil 

donc  être  résolues  par  rapiiorl  à  //(  — n  des  dérivées  '*'  ■-  , 


(II') 


F,(  .7-,  .v,....,.T,„z^ 

!<■,(...  ), 


les  seconds  membres  dépendant  des  varialiies  x,  :c^,  ...,:Cj,,  des 
fonctions  5;,  ...,  r„,,  et  de   leurs  dérivées  par  rapport  aux  vuria- 

j- 
bles   X,,  ....  Xn,  et   enhn    des   dérivées '■ — ^  ,  et  ces 

seconds  membres  sont  linéaires  par  rapport  à  ces  dérivées. 

Ce  système  (U')  est  un  système  de  forme  normale,  dont  ou  sup- 
po.se,  bien  entendu,  les  seconds  membres  holomorplies  dans  le 
voisinag-e  des  valeurs  initiales  des  arguments. 

PrtMions  pour  r„,    „,,,...,  s„,  des  fonctions  arbitraires 

•t'm-O+lC-ï-',  -l'i^  •••.  J^p).    •  •  •  .  'i'.À-l',  •2-„   •••.  JCp) 

dos  p+  I  variables  x,  a;,,  ...,  X/,,  se  réduisant,  [)our  j:  =:  o,  aux 
m  —  p  fonctions 

?„,-p4  iC'^'"  •••'  -^Z')'    ■■■'    't'«('^'"  ■••'  '^/')' 

et  holomorphes  dans  le  voisinag-e  de  x:^o,  Xi=:Xi'',...,Xp  =  Xp''. 
Les  équations  (U')  admettent  alors  un  système  d'intég-rales  holo- 
morphes 

z,^'i>i{x.x„...,Xp],   ...,  s„,_,  =  *„_o(J^,J-i,.--,J'7-) 
(i.  ProO.  H 
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se  réduisant,  pour  x^o,  aux  m —  p  fonctions  <fi{Xi,  ...,  Xp),  ..., 

(p^_  (o",,  ...,Xp).   Les   multiplicités    DTlp-t-i   représentées  par  les 

formules 

(i5)       5j  =<I>i(j:,  a;,,  ...,  ^p),   . . . ,  5,„  =  <i>,„(a;,  a;i ,  . . . ,  a;,j) 

passent  bien  par  la  multiplicité  Mp,  et,  d'après  la  façon  dont  on  a 
obtenu  ces  multiplicités  ;irL;,-(_i,  il  est  clair  que  toute  intégrale  ^^p+i 
du  système  de  Pfaff  passant  par  Mp  est  comprise  dans  les  multi- 
plicités ailp-i-i,  par  un  choix  convenable  des  fonctions  arbitraires 
*m— 0+1'  •••'  *"i  des/)  +  1  arg-iiments  x,  x^,  ...,  Xp. 

Nous  allons  maintenant  démontrer,  et  c'est  là  le  point  le  plus 
délicat  de  la  démonstration,  que  réciproquement,  quelles  que 
soient  les  fonctions  arbitraires  '^„^_^_L^^  ••-.  *„t'  satisfaisant  aux 
conditions  spécifiées  jilus  haut,  la  multiplicité  ;)lt/)4-i  est  une 
intégrale  du  système  S  ('). 

(')  M.  Cartan  établit  ce  point  essentiel  par  un  raisonnement  intuitif  très 
intéressant,  que  je  reproduis  presque  textuellement  (VbiV  Annales  de  l'Ecole 
Normale,  3' série,  t.  XVIII,  p.  360). 

«  Pour  démontrer  que  les  multiplicités  3r(.n-(-i  satisfont  aux  équations  (I) 
et  (II),  nous  allons  démontrer  que  Si  une  multiplicité  Ollno-l'  déterminée  comme 
il  a  été  dit,  satisfait  aux  équations  (I)  et  (II)  pour  une  certaine  valeur  de  x,  elle 
y  satisfait  aussi  pour  la  valeur  infiniment  voisine  x  -\-  Sx. 

Si  cela  est  démontré,  comme  les  équations  (I)  sont  vérifiées  par  la  multi- 
plicité 3l1/)-|-i  pour  a;  =  o,  puisque  011p-fi  se  réduit  alors  à  Mj,  et  que  les 
équations  (II')  sont  supposées  vérifiées  par  la  multiplicité  Oltp-f-l.  <^*  P*"" 
conséquent  aussi  les  équations  (II),  il  en  résultera  que  les  équations  (I)ct  (II) 
sont  vérifiées  pour  toute  valeur  de  x. 

Or,  supposons  que  pour  une  certaine  valeur  de  x  les  équations  (I)  et  (II) 
soient  vérifiées.  On  a  alors,  en  particulier,  pour  cette  valeur  de  x, 

DQ;(ft)  an  (A) 

am  =  0,     a,w  =  o,  '     —      °      =  o. 

7>x  :>xi 

Mais  si  fi^'*)  est  nul,    il   en  est   de  même   de   sa   dérivée  —^ prise  par 

î>Xi 

rapport   à  la  variable  xi,  indépendante    de  x.  Donc est  nul   pour   la 

:>x 

valeur   considérée    de   x.  Or,    dire    que  i^il'')  et -^^ — s'annulent    pour    la 

Sx 
valeur  ./■,    c'est  dire    que    Lliih)     s'annule    pour    la    valeur     inliriiment    voi- 
sine  ,c  +  o,ï'.  11  en   est    de    même,  pour   j;-|-(?a,',  de — — et  des    quantités 

dxj 
analogues.  Donc,  pour  x  -\-  Sx  les  équations  (I)  sont    vérifiées.  Il    en   est    de 
même   par    hypothèse  des    équations  (II')   et,    comme   conséquence    algébri- 
que, des  équations  (II)  qui  sont  équivalentes  à  (II')  en  tenant  compte  de  (I). 
Donc,  pour  x-\-âx,  toutes  les  équations  (I)  sont  vérifiées.  » 
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Nous  iio\is  ii[j])iiicroiis  sur  le  lenuno  suiv.-inl  (|ni  est  à  jx'u  iirt-s 
évident. 

Soient  h\,  F.,,  ...,  Fa  îles  fonctions  analytiques  îles  //  -|- />  +  i 
variables  Z,,  ....  '/./,,  x,  .r,,  ...,  .Tp,  holomorphes  clans  le  voisinas^'c 
des  valeurs  Z,  =  o,  ...,  Zi,  ^=  o,  .c  =  o,  a?i  =;  .r,'\  ..  ,  Xp  =  x,?  et 
se  réduisant  à  zéro   quand  on  y  l'ait  Z,  =  o,  ....  Z/,  =  o,  quelles 

que    soient   les   valeurs   des  autres  varialiles  .7',  .r,, C/,.   Les 

équations 

(iG)  ^^^'■'  (/'=  I,  2,  ...,  A) 

où  les  seconds  membres  sont  des  Ibnctious  linéaires  el  homogènes, 
à  coefficients  holomorphes,  des  F(  et  des  dérivées  partielles  des 
fonctions  Fj,  Fj, ...,  F^  par  rapport  aux  variables  a;,,  x^,  ...,a;/,,  pri- 
ses en  y  regardantZ,,  ...,  Z/,  commedes  fonctions  de  a;,  x^,  ...,  x,,, 
n'admettent  pas  d'autre  système  d'intét^rales  se  réduisant  à  zéro 
pour  o;  =  0  que  Zj  =  o,  ...,  Z/i  =  o. 

Il  est  clair,  en  effet  que  Zj  =  o,  ...,  Z/,^o  est  u,n  système  d'inté- 
grales des  éq_uations  (i6)  et,  d'après  le  théorème  général  {Le^-ons 
a»  1),  il  n'existe  qu'un  seul  système  d'intéurales  .satisfaisant  à  ces 
conditions  initiales. 

Cela  posé,  nous  savons  que  les  équations  (II)  se  réduisent  à 
fti  —  p  équations  distinctes,  en  tenant  compte  des  relations  (I).  On 
peut  toujours  prendre,  pour  former  ces  m  —  p  équations,  les 
r  équations  iV"  =;  o,  puis  s  =  rn  — p —  /■  autres  relations,  que 
nous  représenterons  par 

ii'i  =  o,   . .  .,  li'.v  =o. 

Si  on  résout  les  ni  —  p  équations 

a„U)=  o,  ...,  <V*  =  o,     n'i  =  o,  ...,  ii'i-  =  o 

Dr 

par  rai)port  à  —  ,  ..., "'~°  et   qu'on    porte  les  valeurs  obtenues 

'  '  '  ?x  ^x 

dans  les  autres  équations  i),o(*'=o,  elles  se  réduisent  àdes  identités 
en  tenant  compte  des  relations  du  g'roupe  (I).  Ces  relations  du 
groupe  (I)  ne  sont  pas  non  plus  eu  général  distinctes,  et  se  rédui- 
sent à  N  équations  distinctes. 


372  LEÇONS  srn  le  problème  de  pfaff. 

Cousidérons  le  système  d'équations 

a„"»  =  Uo',  ...,  iV'  =  Ue^),      ii'i  =  ^\,  •••,  ii'*  =  U'.,, 

où  U(|<*',  U/',  U/C'),  U/y(*'  sont  regardées  comme  de  nouvelles 
variables,  et  où  l'on  ne  prend  pour  former  les  équations  de  la 
seconde  ligne  que  celles  qui  correspondent  aux  N  équations 
distinctes    du    groupe     (1).    De    ce    nouveau    système    ou    peut 

et  quelques-unes  des  dérivées  de   r,,  ..., -,>i 


par  rapport  aux  variables  x^,  ...,  Xp  en  fonction  de  x,  x^,  ...,  Xp, 
z^,  ...,  £r„j  et  des  dérivées  restantes,  et  des  variables  auxi- 
liaires Uq"'',  U',-,  U,"**,  Uyf'')  ;  en  portant  les  expressions  de  ces 
dérivées  dans  les  fonctions  iloi'*',  on  obtient  des  fonctions  des 
arguments  précédents  qui  sont  identiquement  nulles  en  vertu  des 
hypothèses  si  l'on  suppose  que  l'on  ait 

UoW  =  o,       U',=o,       Ui('')  =  o,       Uyt''l=o. 

Supposons   que  dans  les  expressions  !!„<''',  iiiC'),  iloiW,  iiy(*),  on 

remplace  5|,  r, r,„  par  les  fonctions  <i',,  <J>j,  ...,  ^^^,  définies 

plus  haut.  Soient  Vj,!*!,  V/(*),  V„,(*),  Yi/>')  les  fonctions  de  j:',  x^, 
. .  . ,  Xp  ainsi  obtenues,  qui  sont  évidemment  holomorphes  dans  le 
voisinage  des  valeurs  initiales  x=^o,  Xi^x,",  ...,  Xp^Xp". 

D'après  la  façon  dont  on  a  déterminé  ces  fonctions  <J>j,  ...,  <!>„,, 
les  fonctions  Vq**)  sont  identiquement  nulles,  ainsi  que  celles  des 
fonctions  ¥„,(''' qui  correspondent  aux  s  équations  il';  =  o.  Quant 
aux  autres  fonctions  ¥„,(*>,  et  aux  fonctions  V,('i>,  VyC'),  nous  pou- 
vons affirmer  seulement  jusqu'ici  qu'elles  sont  nulles  pour  x  =  o,' 
quelles  que  soient  .r^,  x^,  .  .,  Xp. 

La  relation 


c1J3 


(17)  -^  =  ^0'    '' 

puisque  la  Fonction  ¥,,('"  est  identiquement  nulle. 
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D'aulre  part.  Tidentité 


donne  de  même 
(.8) 


au,yi'o      oiij^      i^ioil!!! . 


3j;  ?a;i 


Or,  d'après  ce  que  nous  venons  de  remarquer,  les  fonctions  V,,,'*) 
sont  nulles  identiquement  toutes  les  fois  que  les  fonctions  V,(*) 
et  V,y<*'  sont  nulles.  Il  s'ensuit,  d'après  le  lemme  cité  plus  haut, 
que  les  équations  (17)  et  (18)  n'admettent  pas  d'autres  intégrales 
holomorphes  s'annulant  avec  a;  que  V,**)  =0,  V,y'A)  =  o.  Les  équa- 
tions (i5)  représentent  donc  bien  une  intégrale  M/j+,  du  système 
de  Pfaff. 

89.  Problème  de  Cauchy.  —  Le  théorème  précédent  est 
l'analogue  du  théorème  g'énéral  d'existence  pour  les  systèmes 
d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  il  se  déduit.  Nous  allons 
maintenant  indiquer  un  système  de  conditions  qui  déterminent 
complètement  une  intégrale  Mg  admettant  un  élément  E^  voisin 
d'un  élément  donné  non  singulier  Ey",  et  telles  qu'en  faisant  varier 
ces  conditions,  on  obtiecne  toutes  les  intégrales  analytiques,  holo- 
morphes dans  le  voisinage  de  cet  élément. 

Soient  E^  (ar,",  Xj",  ...,.r„")  un  point  non  singulier  de  l'espace, 
El"  un  élément  intégral  non  singulier  issu  de  E(,,  Ej"  un  élément 
intégral  non  singulier  passant  par  Ei",  ...,  E^"  un'  élément  inté- 
gral non  singulier  passant  par  E^^-i.  Les  éléments  polaires  H(E„), 
H(E| "),...,  H(E%_i)  sont  définis  par  des  systèmes  d'équations 
linéaires  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme  suivante.  Les  r  équa- 
tions qui  définissent  H(E(|)  sont  les  équations  de  PfafF  elles-mêmes 
où  l'on  a  remplacé  x^,  x.,.  ...,  x„  par  Xi".  x^",  ...,  a;,,".  Ces  r  équa- 
tions peuvent  être  résolues  par  rapport  à  r  des  différentielles  que 
nous  désignerons,  en  modifiant  un  peu  les  notations,  par 

H(E„)  ch,,ds,,  ...,  dsr. 

L'élément  polaire  H(E,')  est  défini  en  ad  joig:nant  aux  équations 
précédentes  .«,  équations  nouvelles  entre  les  différentielles  autres 
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que  dz^,  dZ',,  ...,  (h,--  Nous  supposerons  ces  équalious  résolues 
par  l'apport  à  Sj  différentielles  nouvelles 

H(Ei'')  rf5j(i),  ...,dz,W. 

L'élément  polaire  H(E2'')  a  «,  dimensions  de  moins  que  H(Ej'')  ; 
il  est  donc  défini  en  adjoignant  aux  équations  qui  définissent 
H(Ei'')Sj  relations  linéaires  entre  les  difïérentielles  autres  que 
dz^,  ...,  dzr,  dzi(^\  ...,  dzs,^^^  Ces  s^  relations  peuvent  à  leur  tour 
être  résolues  par  rapport  à  So  différentielles  nouvelles 

H(E/)  f/5,(2),  .  .  . ,  dzsr-\ 

et  ainsi  de  suite.  L'élément  H(E'',/_i)  est  défini  en  adjoig-nant  aux 
équations  qui  définissent  H(E''y_2)  %— i  équations  nouvelles  réso- 
lues par  rapport  à  s,i—\  difïérentielles 

H(E"j/_i)  f/i:,(.'/-') ,  t/£<f-''. 

Enfin  E,/  s'obtient   en    adjoignant    aux  équations  précédentes 
r,i  —  I  ^  s,j  équations  nouvelles  résolues  par  rapport  à  Sg  diffé- 
rentielles 
E,/'  dzM,  ...,  dzs  <»), 

Toutes  les  ditféi'entielles 

dz„    ...,   dZr 


f/ri(.'/),    ...,  rfr.v  If/), 


donl  le  nomhre  est  /•  +  *■,+  ...  +  i,,  =  n — f/,  sont  donc  expri- 
mées au  moyen  des  f/  différentielles  restantes  que  nous  désigne- 
rons par  f/j^j,  ...,  dx,/. 

Pour  avoir  E'y—l,  il   faudra   joindre  aux  équations  qui   définis- 
sent E,/'  une  relation  entre  dxt,  ...,  dx,,, 

E".,/-i  dx,/  =  a,,^idxi  +  ...  +  x,j^,i-idx,,-\  ; 

pour  avoir  E^y-o,  il  faudra  de  même  joiiulic  une  autre  relation 
entre  dx^,  ...,  dx,j-\ 
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et  ainsi  de  suite.  Enfin,  on  ol)liendra  les  équations  de  définition 
de  E,"  en  adjoignant  aux  équations  de  définition  de  Ej"  une  der- 
nière relation 

El"  (/.Kj^r  02,  i(/x,. 

11  est  clair  que  si  l'on  prend  une  suite  d'éléments  intégraux  non 
singuliers  E,,  E,,,  ...,  E,,,  chacun  d'eux  étant  contenu  dans  le  sui- 
vant, voisins  respectivement  des  éléments  Ej",  Ej",  ...,  Ey",  et  leurs 
éléments  polaires  H(E,),  H(Eo),  ..,,H(Ey_)),  les  équations  qui 
définissent  ces  divers  éléments  pourront  être  résolues  par  rapport 
aux  mêmes  différentielles  que  les  équations  précédentes. 

Nous  désig'nerons  dans  la  suite  par 

rtj,  ...,  n,,,         C|,   ...,  Cr,         Cj"),   ....  C,ç,(l),   ...,  C,W,   ...,  Cs  <ff) 

les  coordonnées  de  l'élément  E^ 

J?,  :=  « ,  X„=  n,f,     .  .  .,  Ss   '■'''  =  Cç   (!?). 

D'après  la  forme  des  équations  qui  définissent  Ej,°,  toute  inté- 
grale M(,  admettant  cet  élément  peut  être  représentée  par  un  sys- 
tème de  n  —  g  équations  permettant  d'exprimer  ^i,  ...,Zr, 
5il*),  ...,  Ss  (ff)  en  fonction  de  Xi,  x^,  ...,  Xg  qui  jouent  le  rôle  de 
variables  indépendantes.  Il  en  sera  donc  de  même  de  toute  inté- 
grale Mj^  admettant  un  élément  E^  assez  voisin  de  E^". 

Pour  déterminer  toutes  ces  intégrales,  nous  démontrerons 
d'abord  le  théorème  suivant  : 

//  existe  des  intégrales  Mp  (p  -^  g)  représentées  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

\  Xp+  i=aj,^,,  ...,x,j^ag, 

les  fonctions  *,■  et  <!',■<*'  étant  des  fonctions  holomorplies  de 
Xi,  Xj,  ...,  Xp  dans  le  ooisinage  des  valeurs  x^  =  a,,  ...,  X/,  =  ap, 
prenant  pour  x,  =  a,,  ...,  Xp  =  Op  des  valeurs  suffisamment 
voisines  des  coordonnées  a,  CiW  de  l'élément  E„,  et  satisfaisant 
aux  conditions  suivantes  : 

Les  fonctions  'Pi'■'''l(.c^.  .r^,  ...,  Xp),  où  A->/)  —  /,  sont  arbi- 
traires ; 
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Les  fonctions  ^^U>-^),  ....  'l),  I/j-D  se  réduisent  pour  Xp  =  cip 
à  S/,-i  fonctions  arbitraires  de  a;,,  x^,  ...,  x^—i 

9//'-')(.r,,  X, .r,,_,) ?..^./''-"(^„  x„  ....  xp-i); 

Les  fonctions  <(>,(/'   2),  ..  ,  ,{,,,  _„'/>—-'  .s?  réduisent  pour  Xp  =ap, 
.ry,_i  =  (7y,j_i  (>   Sp-1  fonctions   arbitraires    de   x^,  x.,,  ...,  a;p_2, 
9,(/'-^)(.r.,  ...,  Xp-^),  ...,  ?.,^_,' /--■')( J^„  ...,  .Tp-o)  ; 

//('.ç  Sj  fonctions  '^, <",...,  <}>.sj(i' .se  réduisent,  pour  x-2=a„, 
...,Xp  =  ftp,  À  Si  fonctions  arbitraires  de  x,, 

?.<^'ki).  ...,9.,<"(.r,); 

Enfin,  pour  x^  =  a,,  ...,  Xp:=ap,  Si,  r^,  . . .,  Sr  se  réduisent  à 
r  constantes  arbitraires 

?,,  ?2,    .-.,  'fr. 

On  .suppose  bien  entendu  que  tontes  les  fonctions  'f/W  sont  holo- 

morphes   dans    le   voisinage  des    valeurs  initiales   a Op,    et 

prennent  en  ce  point  des  valeurs  voisines  des  coordonnées  corres- 
pondantes de  E,). 

La  démonstration  est  immédiate  pour/)=i.  Il  est  évident,  en 
effet,  qu'il  existe  des  courbes  intégrales  représentées  par  les 
équations 

x-2  =  fto,    .  .  .,  Xff  =  a,,, 

ZiO']  =  <l>iW(x,),  k  >o 

Z,=^,{X,) Zr='\'r{.ri), 

les  fonctions  (ji/'O  étant  arbitraires,  et  les  fonctions  <!>,,  ..,,  <ï>r  étant 
déterminées  par  un  système  d'équations  différentielles  du  premier 
ordre,  ce  qui  permet  de  choisir  arbitrairement  les  valeurs  de  ces 
fonctions  pour  x^^  a^. 

Pour  démontrer  que  le  théorème  est  général,  il  suffit  donc  de 
prouver  que,  s'il  est  vrai  pour  une  valeur  de /j  <;  ^,  il  est  encore 
vrai  pour  la  valeur/?  4-   i. 

Soit  My,    une   niiilli|iliciti''   iiitétirale  définie   par   les   conditions 
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précéilentes.  Une  multiplicité  intégrale  Mp+i  passant  par  .M^,  peut 
être  définie  en  prenant  pour  les  Zi,  r,'*'  QtXp-\.2,  ...,  x,/  des  fonc- 
tions de  X,,  ...,  Xp,  Xp-^-i  se  réduisant  pour  Xp^i  =  ap-\-i  aux  fonc- 
tions qui  définissent  Mp.  D'après  le  théorème  g'énéral  du  précédent 
parag'raphe,  et  la  forme  sous  laquelle  on  a  écrit  les  équations  de 
définition  de  l'élément  H(Ep),  le  système  (11')  qu'il  faut  intét^'rer 
pour  avoir  les  multiplicités  JMp+i  peut  être  résolu  par  ra[)port  à 


^■Vp+i  \rp^i  ^■'•p+l  3.i>+l 

et  on  peut  choisii-  ail)itrairement  les  fonctions  Xp^o,  ...,  x,j,   et 

r,'*),  où  Â:  >/),  de  J", Xp^\,  ainsi  que  les  fonctions  de  .r,,  ...,  Xp 

auxquelles  doivent  se  réduire  les  autres  inconnues  pour  :C/jj-i  =  flp-|-i. 
Or  si  l'on  prend  pour  Xp+2,  ■■■i  x,j  les  valeurs  constantes 

Xp^%  =  aff+2,  . . . ,  Xij  =  Oy, 

pour  les  fonctions,  qui  peuvent  être  choisies  arbitrairement,  des 
fonctions  de  x^,  ...,Xp^i,  se  réduisant  pour  Xp-^i  ^^  ap.i-\  aux 
fonctions  correspondantes  relatives  k  la  multiplicité  ^Ip,  les  valeurs 
initiales  des  autres  fonctions  Si,  ...,  rs""'  étant  choisies  de  la 
même  façon,  on  voit  que  le  théorème  est  encore  vrai  pour  la 
valeur/}  +  i.  Donc  il  est  général. 

Le  théorème  est  vrai  en  particulier  pour  p  =:  g.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  générale  suivante  : 

Le  sijstème  de  Pfaff  S,  de  genrs  <j,  considéré  comme  définis- 
sant r,,  î,,  ...,  r,ç  ''/'  en  fonriion  des  oarinhles  x^,x,, ...,  Xy  admet 
un  système  de  solutions  et  un  seul  pour  lequel  les  fonctions 
inconnues  sont  des  fonctions  ftoloniorphes  de  x^,  jîj,  ...,  x,j  dans 
le  domaine  du  point  x^  =  c/,,  ....  x,j  =^  a,,,  tel  que  les  s,j  fonc- 
tions ?j'''',  z.i'J'^ îs  'î''  soient  identi<iiii>K  à  Sy  fonctions  arbi- 
traires 

■>i"J\x,,  ...,  Xy) TS,/'"(-^"i.  -ï'i.  •••.^ff). 

les  Sg—\  fonctions  r,'?/-*' r^^  _,'■''"''  ''^  réduisant  pour  Xy  =  ag 

à  Sg—\  fonctions  arbitraires 
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et  ainsi  de  suite,  les  s^  fonctions  5,(",  ...,  rj/'*  se  réduisant,  pour 
ojj  =  «2'  •••'  ^'j  =  "ai  ('  St  fonctions  arbitraires  de x^, 

?i'i'(^i),    ...,W)(j:'>). 

et  enjin  les  r  fonctions  s^,  s^,  .. .,  Cr  se  réduisant  à  r  constantes 
arbitraires  'fj,  tpj-  •••!  ?r,  pour  Xi  =  «i,  ...,  Xg  =^  %. 

Il  est  clair  que  tout  système  d'iutégrales  holomorphes,  admet- 
tant un  élément  voisin  d'un  élément  donné  est  déterminé  par  un 
système  de  conditions  de  cette  nature.  On  peut  donc  dire  que  la 
multiplicité  intégrale  Mg  la  plus  générale  dépend  de 

•  Sfj      fonctions  arbitraires  de  g  variables, 

Sg—i  —  g  —  /  variables, 

5j  —  /  variable, 

r        constantes  arbitraires. 

L'énoncé  précis  qui  précède  explique  bien  ce  qu'on  doit  entendre 
par  là.  On  remarquera  que  dans  cet  énoncé  ne  figurent  que  les 
nombres  g,  r,  s^,  s^,  ...,  V- 

Dans  le  cas  d'un  système  S  de  r  équations  à  n  variables,  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  arbitraires,  on  a  remarqué 
(n°  86)  que  le  genre  g  est  égal  au  quotient  à  une  unité  près  de  n 
par  r+  i,et  que  les  nombres  s^^,S2,  ...,Sg  —  i  sont  égaux  à  r, tandis 
que  Sg  est  égal  au  reste  k  de  la  division  de  n  par  /'  +  i .  L'intégrale 
générale  Mg  d'un  système  de  cette  espèce  dépend  donc  de  k  fonc- 
tions arbitraires  de  g  variables,  de  r  fonctions  arbitraires  de 
g  —  /  variables, . ..,  de  r  fonctions  arbitraires  d'une  variable  et 
de  r  constantes  arbitraires. 

La  démonstration  du  théorème  montre  en  même  temps  quelles 
sont  les  intégrations  à  effectuer  pour  obtenir  la  multiplicité  M^ 
satisfaisant  aux  conditions  initiales  données.  On  a  à  déterminer 
successivement  les  intégrales  M,,  M,,  ...,  M,y_i  situées  sur  Mj,  et 
que  l'on  obtient  comme  il  suit  : 

Ml  est  l'intersection  de  M.,,  avec  la  multiplicité  an  —  g  -\-  i  dimen- 
sions obtenue  en  faisant 

Xa  — —  a.,,  • .  • ,  Xq  —  acf  j 
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Mj  est  rintei'scction  de  M^  avec  la  inuUii)licilc^  an  — g  -f-  2  dimen- 
sions 

X^  =  flj,  ....  Xg  =  rtjr  ; 


My_i  est  l'intersection  de  ^Mj,  avec  la  inultij)Iicité  à  « —  1  dimen- 
sions 


La  première  nniltij)licité  M,  s'obtient  par  rintéq-ration  d'un  sys- 
tème d'équations  différentielles  ordinaires,  tandis  que  les  multi- 
plicités suivantes  Mj,  ...,  M^-i,  et  la  multiplicité  M^  elle-même 
s'obtiennent  par  l'intégration  der^ —  i  systèmes  successifs  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  de  forme  normale. 

En  remplaçant  les  multiplicités  précédentes  par  des  multiplicités 
choisies  arbitrairement,  on  obtient  le  problème  de  Cauchy  sous  sa 
forme  la  plus  générale  (voir  Cartan,  Ioc.  cit.,  p.  287  et  suivantes). 

Dans  le  cas  particulier  où  les  nombres  .s',^,  -5,^ ,  ,,  •••,  -V  sont  nuls, 
l'intégrale  M^  ne  dépend  que  de  fonctions  arbitraires  de  moins 
de  V  variables.  Le  problème  de  l'intég'ration  peut  alors  être  sim- 
plifié par  une  méthode  qui  généralise  la  méthode  de  Mayer  pour 
les  systèmes  complètement  intés;-rables.  Nous  renverrons  au 
Mémoire  de  M.  Cartan  pour  l'exposition  de  cette  méthode. 

Remarque.  —  Lhi  système  de  genre  (j  i)eut  admettre  des  inté- 
grales M/î  à  plus  de  g  dirnensions,  mais  tous  les  éléments  inté- 
graux Eft  de  ces  multiplicités  sont  des  éléments  singuliers,  et  les 
intégrales  elles-mêmes  sont  dites  intégrales  singulières.  Par 
exemple,  le  système 

c/x^  =  x^dxy .       dx^  =  x^dx^ , 

qui  est  de  genre  un,  admet  une  famille  d'intégrales  singulières  M2, 
représentées  par  les  équations 

jîj  =  C,,       x„^:=  Cj,       j:.,  =  C3. 

L'étude  générale  des  intégrales  singulières  d'un  .système  de 
Pfaft  exigerait  encore  des  recherches  nouvelles,  d'autant  plus 
nécessaires  que  ces  intégrales  sinffulières  donnent  quelquefois  la 
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véritable  solution  du  problème  qui  a  conduit  au  svstcme  de 
Pl'afT. 

90.  Application  aux  équations  aux  dérivées  partielles. 

—  Les  systèmes  les  plus  généraux  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles, à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  et  dé 
fonctions  inconnues,  ont  été,  depuis  Cauchy,  l'objet  d'un  grand 
nombre  de  travaux.  Des  résultats  définitifs  ont  été  obtenus  par 
M.  Riquier  ('),  dont  les  recherches  ont  permis  de  résoudre  com- 
plètement le  problème  suivant  :  Etant  donné  un  système  de 
rn  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque,  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  et  de  fonctions 
inconnues,  reconnaître  si  ce  système  admet  des  intégrales  et,  dans 
le  cas  de  l'affirmative,  préciser  les  arbitraires  (constantes  ou  fonc- 
tions) dont  dépendent  les  intégrales. 

Ce  problème  n'est  lui-même  qu'un  cas  particulier  de  l'intégra- 
tion d'un  système  de  Pfaff.  En  efifet,  on  peut  toujours  supposer 
qu'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  ne  renferme  que 
les  dérivées  du  premier  ordre  des  fonctions  inconnues;  il  suffit, 
pour  que  cette  condition  soit  réalisée,  d'adjoindre  aux  fonctions 
inconnues  quelques-unes  de  leurs  dérivées  partielles,  et  le  système 
ainsi  obtenu  peut  être  remplacé  par  un  système  de  Pfaff.  Ce  nou- 
veau procédé  est  évidemment  plus  symétrique,  puisque  rien  ne 
distingue  les  variables  indépendantes  et  les  fonctions  inconnues. 
Il  est  vrai  que,  pour  ce  système  de  Pfaff,  on  ne  cherche  que  les 
intégrales  M„  qui  n'établissent  aucune  relation  entre  les  varia- 
bles Xi,  a;2,  ...,  ^„,  considérées  comme  variables  indépendantes 
dans  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  d'où  l'on  est 
parti.  Mais  M.  Cartan  (^)  a  montré  qu'on  peut  toujours  prolonger 
un  système  de  Pfatf  de  façon  que  l'intégrale  générale  du  nouveau 
système  n'établisse  aucune  relation  entre  n  formes  données  -de 
Pfaff  o)|,  (0,,  ...,  co  j.  Dans,  une  note  récente  ('),  M.  Maurice  Janet  a 
montré   comment   Tétude   directe   d'un  système   d'équations  aux 

(')  Voir  en  particulier  son  g^rand  ouvrage  Sur  les  si/sièiiies  d'équations  au.v 
dèrwées  partielles  (Gauthier-Villars,  igio). 

(*)  Annales  de  l'Ecole  Normale,  série  3,  t.  XX f  {11)04),  p.  itig. 

(')  0;s  caractères  des  modules  de  formes  et  les  systèmes  d'équntinns  atuc 
dérivées  partielles  (Comptes  rendus,  t.   CLXXIV,  igss,  p.  432), 
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dérivées  partielles  coiiilui.sail  à  introduire  certains  nonilires 
entiers  analojîues  aux  caractères  successifs  d'un  système  de  Pl'atV. 
Les  deux  méthodes  doivent,  sans  doute,  être  équivalentes  quand 
on  pousse  les  calculs  jusqu'au  bout.  Il  semble  cependant  que,  dans 
bien  des  cas,  les  méthodes  do  M.  Cartan  sont  préférables.  On  peut, 
en  effet,  g-ràce  à  l'emploi  des  formes  symboliques,  présenter  les 
calculs  sous  une  forme  abrégée  qui  permet  souvent  de  les  achever 
sans  beaucoup  de  peine.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  par- 
courir les  Mémoires  récents  de  l'auteur  ('). 

(')  Sur  les  st/slèiiies  en  inoolution  d'éi/uations  aux  dérivées  purlietles  du  second 
ordre  à  une  fonction  inconnue  de  trois  variables  indépendantes  {Bulletin  de  In 
Société  M(ithémnti</ue,  t.  A'.V.V/.V,  igii.  pp.  352-44^). 

La  déformation  des  lu/persurfaces  dans  l'espace  euclidien  réel  ii  ii  dimensions 
(Ibid.,  t.  XLIV,  igi6,  pp.  C.î-9,9). 

La  déformation  des  Itypersurfaces  dans  t'espace  conforme  «  n  ^  .7  dimensions 
(Ibid.,  t    XLV.  lyi/,  pp.  ■'ij-121). 

Sur  certaines  hypersur faces  de  t'espace  conforme  réel  ii  cintj  dimensions  (Ibid., 
t.   XLVI,  igiH,  pp.  84-io.5). 

Sur  les  variétés  de  courbure  constante  d'un  espace  euclidien  ou  non  euclidien 
{Ibid.,  t.  XLVII,  tgig,  pp.  t25-i6o;  t.  XLVIII,  igso,  pp.  1 32-208). 

Sur  la  déformation  projertive  des  surfaces  (Annales  de  l'Ecole  Xormule 
supérieure,  série  3,  t.  XXX VU,  igso,  pp.  25g-.3ô6). 

Sur  le  problème  yénénil  de  ta  déformation  \C.  H.  du  Congrès  de  Strasbourg, 
igni,  pp.  :igy-ior,). 


TABLE  DES  MATIÈRES 

r.lIAIMTIlE  l'KEMIEU 
FORMES  CANONIQUES  DUNE    EXPRESSION    DE  PFAFF 


iiges 


1 .  Enoncé  du   probli'nic i 

2.  Changement  île  variables 6 

3.  C.ovariant  bilinéaire. i.") 

t\.  lulerprétations  ilu  covariant  bilinéaire 21 

f).  Le  système  Si 25 

G.  Le  système  S2.  Classe  d'une  l'orme  de  l'falV ,'5i 

7.  Les  systèmes  Sj  et  S4 33 

8.  Formes  de  classe  2  et  de  classe  3 38 

I).  Formes  canoniques f\i 

10.  Formation  des  systèmes  de  Pl'aff  successifs 4"> 

11.  Kang  d'une  intégrale  de  Sa 48 

12.  Nouvelle  méthode  de  réduction 52 


CHAPITRE  II 
INTÉGRATION   D'UNE  ÉQUATION   DE  PFAFF 

i3.     Classe  dune  éiiuation  de  Pfafl' 37 

i/(.     Caractéristiques Oi 

i5.     Intég-ration  d'une  équation  canonique 03 

iG.     Résolution  de  l'équation  générale G7 

17.  Intégrales  lieux  de  caractéristiques Gy 

18.  Application  aux  équations  aux  dérivées  |iaitielles.      .      .  72 

19.  Théorie  de  l^agrange 7' 

20.  Equations  simultanées  du  premier  ordre 7<i 

21.  Remarques  sur  la  méthode  générale  d'intégration.     .      .  71J 

CHAPITRE  ni 
FORMES  SYMBOLIQUES  DE  DIFFÉRENTIELLES 

22.  Définitions  el  notations 83 

23.  Changement  de  variables 88 

24.  Produits  symboliques 'jo 


384 


TABLE    DES    MATIERES 


26. 

\    27- 

28. 

^'J 
3o. 
3i. 

32. 

33. 
34. 
35. 
30. 
37. 
38. 


î  Pages 

Diviseurs  linéaires  iluno  forme 97 

Formes  dérivées loi 

Extension  du  proljlème  de  FfafF m 

Les  formes  de  degré  11  —  i 117 

Multiplicateurs  d'uue  forme 118 

Inléi^rale  intermédiaire  d'une  éiiuation  symbolique     .      .  122 

Application  aux  systèmes  canoniques 124 

Rang  d'une  forme  symbolique 126 

Classe  d'une  forme  dérivée i32 

Classe  d'une  forme  quelconque i35 

Analogies  avec  une  forme  de  Pfaff i39 

Classe  d'une  équation  symbolique.  Caractéristiques   .      .  il\\ 
Remarques  sur  l'intégration  des  systèmes  précédents.     .  i45 
Rang  d'une  fonction   relativement  à  une  forme  symbo- 
lique   141» 

Formes  du  second  degré  à  (|uatre  variables i4'j 


C.JIAI'ITIIE  l\ 

APPLICATION  DES  FORMES  SYMBOLIQUES 

AU   PROBLÈME  DE  PFAFF 


4o.  Dérivées  successives  d'une  forme  linéaire   .  ... 

4i.  Nouvelle   détermination    de    la    classe    d'une    forme    de 

Pfaff 

42.  Systèmes  adjoints  à  une  forme  linéaire 

43.  Groupes  de  fonctions  conjuguées 

44-  Détermination  d'un  groupe  conjugué. Première  méthode 

45.  Détermination  d'un  groupe  conjugué. Deuxième  méthode 

40.  Forme  canonique  d'une  équation  de  Pfaff  . 

47.  Solutions  singulières 

48.  Intégrales  appartenant  à  une  multiplicité  donnée. 
4<j.  Intégrales  à  un  nombre  donné  de  dimensions   . 
5o.  Application  aux  équations  aux  dérivées  partielles. 
Tu.  Application  aux  transformations  de  contact. 
52.  Transformations  de  contact  homogènes. 


i54 

i56 
160 
i65 
170 
172 


190 
,93 

197 

201 

2o4 


CHAPITRE   V 
INVARIANTS   INTÉGRAUX 


53.  Définitions.  Généralités 

54.  Invariants  relatifs 

55.  Existence  des  invariants  intégraux.  Forme  canonique. 


207 
21 1 


TABLE    DES    MATIÈRES  383 

Numéros  Pages 

."16.     Relations  entre  les  coefficiciils  (l'un  invariant  ....  zifl 

.">7.      Invariants  d'ordre  n  ei  n —  1 :t2i 

58.     Invariants  du  premier  ordre ;>a5 

5().      Composition  des  invariants  intégranx :>2(j 

«  Go.     Iiiv.iriants  attachés  au.\  trajectoii-es 286 

(il.     Kormation  de  ces  invariants 241 

()2.     Interprétation  de  la  méthode  précédente 2/|5 

li;^.      Kt'huions  entre  les  invariants  et  les  intéçrale.s.      .      .      .  2.")3 

CilAl'ITlŒ   VI 

CLASSE    D'UN    SYSTÈME    DE    PFAFF. 

CARACTÉRISTIQUES 

1  ((/(.     (jpnéralités .  209 

«  05.     Premier  système  associé      .      .            268 

66.     Caractéristiques 264 

>  67.     Classe  d'un  système  de  PlafF 268 

68.     Application  des  formes  syrnl)oli(|ues 272 

«69.     E.xemples 276 

70.  Eléments  singuliers 28/1 

71.  Recherche  des  éléments  singuliers 290 

cii.vpiTiu-:  VII 

SYSTÈMES  DÉRIVÉS.  PROBLÈME  DE  MONGE 

72.  Systèmes  dérivc.s 294 

73.  Systèmes  de  caractère  un '  298 

74.  Transformations  de  contact  prolongées 3o2 

75.  Systèmes  de  Pfaff  à  quatre  variables 807 

7O.     Systèmes  de  Pfaff  à  cinq  variables 3i2 

77.  Systèmes  de /'^(juations  à /• -(- 2  variables 821 

78.  Systèmes  intcgrables  explicitement 829 

7;).      Kemarques  diverses 884 

.Su.      Problème  de  Monge 338 

CHAPITRE  VIII 

MULTIPLICITÉS    INTÉGRALES. 
GENRE  D'UN    SYSTÈME  DE  PFAFF 

l  Si  .      KlcMienls  linéaires  d'oi'drc  (iuelcotu|ue 343 

S-'.      Eléments  intégraux  d'ordre  quelcompie 347 

8.'!        Détermination  des  éléments  intégrau.v 349 

(;.  Pm/j.  25 


;{8(j  TABLE    DES    MATIÈRES 

Numéros  Pages 

*  84.     Calcul  des  nombres  /■;, 355 

■*  85.     Genre  d'un  système 358 

86.     Caractères  d'un  système 36o 

^Sy.     Systèmes  de  première  espèce 362 

•  88.     Théorème  d'existence 365 

X  8().     Problème  de  Cauchy 873 

\   90.  Application  aux  équations  aux  dérivées  partielles     .      .  38o 


BINDING  SeCT,       JA[M2Uig8Z 


SI 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


QA  Goursat,   Edouard  Jean  Baptiste 

381  Leçons  sur  le  problème  de 

G68  Pfaff 


Physical  & 
Applied  Sci. 


